The Project Gutenberg EBook of Einleitung in die Theorie der Elliptischen
Funktionen, by Karl Bobek

This eBook is for the use of anyone anywhere at no cost and with
almost no restrictions whatsoever. You may copy it, give it away or
re-use it under the terms of the Project Gutenberg License included
with this eBook or online at www.gutenberg.org

Title: Einleitung in die Theorie der Elliptischen Funktionen

Author: Karl Bobek

Release Date: June 10, 2010 [EBook #32766]

Language: German

Character set encoding: IS0-8859-1

*%x START OF THIS PROJECT GUTENBERG EBOOK ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN s



Produced by Ralf Stephan, Joshua Hutchinson and the Online
Distributed Proofreading Team at http://www.pgdp.net (This
file was produced from images from the Cornell University
Library: Historical Mathematics Monographs collection.)



EINLEITUNG IN DIE THEORIE

DER

ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN

VON

KARL BOBEK,

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR IATIK IM ALLGEMEINEN.

LEIPZIG,
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER

1884.



Neuer Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 1884.

Bardey, Dr. Ernst, zur Formation quadratischer Gleichungen.
[VIII u. 390 S.] gr. 8. geh. n. M. 7.60.

arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik, vor-
zugsweise fiir hohere Biirgerschulen, Realschulen, Progymnasien und
Prorealgymnasien. Dritte Auflage. [X u. 268 S.| gr. 8. geh. n. M. 2.—

Czuber, Emanuel, geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mittelwerte.
Mit 115 in den Text gedruckten Figuren. [VII u. 244 S.| gr. 8. geh. n.
M. 6.80.

Euclidis opera omnia. Ediderunt I. L. Heiberg et H. Menge, Euclidis ele-
menta. Edidit et latine interpretatus est I. L. Heiberg, Dr. phil. Vol. II.
libros V-IX. continens. [XXII u. 437 S.] 8. geh. M. 4.50.

Heiberg, Dr. J. L., philologische Studien zu griechischen Mathematikern.
Besonderer Abdruck aus dem dreizehnten Supplementbande der Jahr-
biicher fiir classische Philologie. [37 S.] gr. 8. geh. M. 1.—

Helm, Dr. Georg, Oberlehrer an der Annenrealschule zu Dresden, die Ele-
mente der Mechanik und mathematischen Physik. Fin Lehr- und Ue-
bungsbuch fiir héhere Schulen. Mit Figuren im Text. [IV u. 222 S]
gr. 8. geh. n. M. 3.60.

Helmert, Dr. F. R., Professor an der technischen Hochschule zu Aachen,
die mathematischen und physikalischen Theorien der héhern Geoddsie.
Zweiter Teil: Die physikalischen Theorien mit Untersuchungen iiber die
mathematische Erdgestalt auf Grund der Beobachtungen. Mit in den
Text gedruckten Figuren und 2 lithographierten Tafeln. [XVI u. 610 S.]
gr. 8. geh. n. M. 20.—

Jahrbuch des Konigl. Sichs. meteorologischen Institutes 1883. Zweite Lie-
ferung. Enthaltend: Abtheilung I. Bogen 18 bis 1/238. Abtheilung II.
Bogen 6 bis 8. gr. 4. geh. n. M. 10.—(In Kommission.)



MEINEN
HOCHVEREHRTEN LEHRER UND FREUNDE

DEM HERRN

PROFESSOR KARL KUPPER

ALS ZEICHEN DER DANKBARKEIT

GEWIDMET.



Vorwort.

Das vorliegende Buch verfolgt den Zweck, in kurzer und iibersichtlicher
Weise die wichtigsten Lehrsdtze aus der Theorie der elliptischen Funktio-
nen darzulegen, und so dem Anféanger einen ersten Ueberblick iiber diesen
Theil der Funktionentheorie zu geben. Wenn in einer kurzen Einleitung die
spater anzuwendenden Sétze aus der Theorie der Funktionen einer komple-
xen Variablen zusammengestellt wurden, so geschah diess hauptséchlich, um
einen bequemen Hinweis auf dieselben zu erméglichen, ohne erst den Stu-
direnden zu veranlassen, in den einschlagigen Biichern des Langen zu su-
chen. Zur griindlichen Einfithrung in diese Theorie sei auf die >Elemente der
Theorie der Funktionen einer komplexen verdnderlichen Grosse< von Dr.
H. DUREGE, sowie auf den I. Theil der >Theorie der elliptischen Funktio-
nen< von L. KONIGSBERGER hingewiesen.

Von dem oben erwihnten Standpunkte aus erscheint es auch gerechtfer-
tigt, wenn in der Theorie der Integrale nicht auf allgemeine Riemann’sche
Fliachen eingegangen wurde, sondern nur fiir die speziell auftretende Irra-
tionalitdt eine solche konstruirt worden ist, da wohl fiir den Anfanger das
richtige Verstédndniss doch nur an speziellen Beispielen erlangt werden kann.

Als Anhang wurde eine kleine Anwendung der entwickelten Theorien auf
die Geometrie algebraischer Kurven gebracht, damit dem Studirenden Ge-
legenheit geboten werde auch in dieses in neuester Zeit so ausserordentlich
fruchtbare Gebiet der Geometrie Einsicht zu erlangen.

In wiefern der angestrebte Zweck erreicht wurde, sei dem geneigten Urt-

heile der Fachméanner iiberlassen.
Prag, im Oktober 1884.
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Einleitung

Séatze aus der Theorie der Funktionen einer komplexen

veranderlichen Grosse



2 Einleitung.

1. Wenn die unabhiingige Variable z alle reellen Werte von —oo bis +oo
durchléuft, so kann man ihren Wertvorrat bildlich durch die einfach unendlich
vielen Punkte einer Geraden darstellen. Nehmen wir aber z = z 4 iy (i =
v/—1) als unabhiingig veriinderliche Grésse, in welcher  und y reelle Grossen
sind, so reichen wir zur Darstellung dieses zweifach unendlichen Wertvorrates
des z nicht mit den Punkten einer Geraden aus und gehen daher zu einem
Gebilde, welches zweifach unendlich viele Punkte enthélt, zur Ebene iiber.
Legen wir in der Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem fest, so ist
jeder Punkt durch seine Koordinaten x und y bestimmt; umgekehrt bestimmt
jeder Punkt ein z und ein y. Durchlaufen x und y unabhéngig von einander
alle reellen Zahlen von —oo bis 400, so werden die zugehorigen Punkte alle
Punkte der Ebene erschopfen. Wir ordnen nun jedem Punkte der Ebene mit
den Koordinaten z,y den Wert z = x + iy zu und haben so das Wertgebiet
der Variablen z auf die Punkte der Ebene eindeutig bezogen.

Wir wollen diese Ebene kurzweg die z-
Ebene nennen und den Punkt mit den Ko- y
ordinaten (z,y) mit z bezeichnen. Wird 0z =
0, <20z = ¢ gesetzt, so ist (Fig. 1)

z = p(cosp+isingp),
wobei 9

— 2 2 ¢ :g
o=\ 2"+ ys, tgo - @

ist. o heisst der Modul von z und soll auch 0
durch |z| bezeichnet werden, ¢ die Amplitude
von z. Setzt man

Fig. 1.

g = log(cos ¢ + isin @),

S0 1ist

dg —singp+icosy .
—_ = =

dy Cos  +1sin ¢
g =ip+c=log(cosp +ising) und fir p =0...c = 0.
Daher ist cos ¢ + isin ¢ = €'Y und mithin

z=pe'.
Diese drei Darstellungen der complexen Grosse

z=x+iy=o(cosp+ising) = pe'¥?

o=1/2? +y? tgs&Z%



werden im Folgenden abwechselnd gebraucht werden. Es sei bemerkt, dass

62(4,04—77) —

Die Addition, Subtraktion, Multiplika-
tion und Division der komplexen Grossen
kann, wenn man unter z die Strecke O—Z>
nach Sinn und Richtung auffasst, einfach
durch die fiir die Operationen mit solchen
Strecken geltenden Sétze veranschaulicht
werden. Soist Z = 21 +290 = x1+xo+i(y1 +
y), d. h. 0Z = 021 + 0z9 oder die Strecke
0Z ist die Schlussseite des Dreieckes, dessen
Seiten 0z1 und 0z9 sind; also ist der Punkt
7 der Eckpunkt des Parallelogrammes iiber
021, 022.

Ist

Z' = 21— 29 = (w1 —39) +i(y1 — y2) = re'?

wobei

Fig. 2.

r= \/(1151 —22)* + (1 — 12)?

so erkennt man, dass r gleich der Lénge der Strecke z3z7 und ¢ der Winkel,
den die Strecke z32z] mit der positiven Achse bildet, ist. Also ist 02’ parallel

zu 2971 (Fig. 2).
Es folgt

— —  — —  —
02" = 0z1 — 0z9 = 021 + 290,

was die Regel fiir die Subtraktion der Strecken

bedeutet.

Zur Ausfithrung der Multiplikation muss

der Einheitspunkt festgelegt werden.
Ist dann (Fig. 3)

21 = 01"

29 = ppe'¥?

Fig. 3.



4 Einleitung.

SO 1ist

Z = 129 = 0109 1T,

d. h. Z hat die Amplitude ¢1 + @2 und den Radiusvektor o109 = P, also ist
09 : P =1:p1,d. h.die Dreiecke (Fig. 3) Z0z9 und 2101 sind &hnlich.
Fiir die Division ist
7 =2 _ 9 i(pi—y2) — piler—p2)
<2 02

Der Modul ist gleich dem Quotienten der Mo-
dulen und die Amplitude ist gleich der Diffe-

renz der Amplituden, also gleich dem Winkel
29021 (Fig. 4); es ist also

P:%oderP:lzglzgg, Fig. 4.
d. h. das Dreieck ZO1 ist dhnlich dem Drei-
ecke 290z was wieder die graphische Ausfithrung der Division lehrt.
Setzen wir ,
g_A7=_ gt _ QL i(¢1—1)
20— 2  p9e2 09 ’

so wissen wir, dass p; und o die Strecken Zzy und zz3 sind, 17 und 9
aber die Neigungswinkel dieser Strecken gegen die positive x-Achse. Es ist
also ¥ — 19 der Winkel, welchen die Strecken mit einander bilden. Hieraus
erkennt man, dass im Falle der Quotient 2:; reell sein soll, ¥ — Y9 = 7
sein muss, wo s irgend eine ganze Zahl bedeutet, da dann 2—:§ =(-1)”" %
wird.

Wenn aber 11 = o + »mw ist, dann missen die Punkte z, z1, z9 in
derselben Geraden liegen, da nur dann die Richtung zz; und zz9 mit der
x-Achse denselben Winkel bilden oder einen um 180? verschiedenen.

Umgekehrt: Liegen dre: Punkte z, z1, z9 in einer Geraden, so ist der

Quotient 2:2 der entsprechenden komplexen Grdssen reell.

2. Nachdem wir so eine einfache geometrische Darstellung der complexen
Variablen z erhalten haben, wollen wir zu den Funktionen dieser Variablen
df (2)

iibergehen. Wir definiren f(z) als Funktion von z, wenn =g~ von dz un-
abhdngig ist. Da ndmlich z = x + iy ist, so wird

w=f(z) = flz +1iy)



5

eigentlich eine Funktion der unabhéngigen Variablen z und y, und es ist
daher

ow d
dw Guir + 4 W Gu + 815 i
dz_ d:c—irzdy 14 i ’

also wiirde & d von d Y d. h. von der Richtung, in welcher wir das dz nehmen,
abhidngen, wenn w eine ganz beliebige Funktlon von x und y wére. Damit
aber ‘f;g von g—g unabhdngig sei, muss %Z’ = zax, denn dann wird
ow  Odw 10w
0z Ox iy’
also von dx sowohl als von dy unabhdngig.
Ist umgekehrt w eine Funktion von x, y und ist

ow 10w

or iy’
so ist w eine Funktion von z, d. h. es kommt in w das x und y nur in der
Verbindung x + iy vor, oder wenn ich z = x + iy setze und ich fiihre in
w = f(z,y) x = z — iy ein, so dass ich w = f(z —iy) = fi(z,y) erhalte, so
darf fi y nicht mehr enthalten. Diess ist aber leicht zu zeigen.

Es ist . 5 5
w w .
dw = %dx a—dy =5 — (dz + idy).
Da
ou_ou
oxr Oy
ist, also
ow
dw = %dz,
ferner 8f 5f
d 1d L

da f1 eine Funktion von z und y sein soll, daher

ow Jfy 8f1

und da z und y unabhéngige Variable sind, da es x und y waren, so folgt
%—'2 = 0, d. h. f1 enthélt y nicht, ist also Funktion von z allein und es ist

daher
% df1 ow

0z dz ~ Ox’



6 Einleitung.

So ist w = x2 4 y2 + 2zyi keine Funktion von z + iy. Denn es ist

ow .
e 2(x +iy)
ow .
Ow .
Z% = 2(—y + ZQ?),

also nicht gleich 2(y + iz).
Hingegen ist w = 22 — y2 + 2izy eine Funktion von x + 4y, denn es ist

g—l: = 2(x + iy)
(89_1; =2(—y +ix)
zg—: =2(—y+iz) = 2_1;’
in der That ist
w:(x+iy)2:z2
W e et = 22

Die Bedingung @% = % 15t also nothwendig und hinreichend dafiir, dass
die Funktion w von x und y eine Funktion von x + 1y ist. Wir sehen also,
dass die Funktionen eines komplexen Argumentes spezielle Funktionen zweier
reeller Variablen (z,y) sind.

Ist nun w = f(z) eine Funktion der komplexen Variablen z = x + iy, so
ist auch z = ¢(w) eine Funktion der komplexen Variablen w = u + iv, wo u
und v reelle Grossen sind. Denn da Cfi—qj von dz unabhéngig ist, wohl aber dw
von dz abhédngen muss, so ist auch g—; von dw unabhéngig, d. h. z ist eine
Funktion des komplexen Argumentes w = u + 7v. Mit anderen Worten: jede
Funktion w von z = x 4 iy kann in die Form w = u + 7v gebracht werden, in
der v und v reelle Funktionen von x und y sind.

Aus der Bedingung 12—15 = %—'Z’ folgt nun

(0w ooy _ou oo
“Noz " 'ox Oy Z@y’



oder™)

8u_(% 8u_ ov

dr  dy dy O

und hieraus folgt

9%u  9%u
—_—t — = 0’
0x2  Oy?
ox2 = oy2

Von der Differentialgleichung % + giyg‘ = 0, welcher der reelle Theil der

Funktion w = u + tw von z = x + iy geniigt, ausgehend hat RIEMANN,
(1851) in seiner Dissertation, die Grundlagen einer allgemeinen Theorie der
Funktionen einer komplexen Variablen begriindet.

3. Wenn man w = f(2) = u + v setzt und die reellen Gréssen u, v als
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in einer Ebene w deutet, so wird
jedem Punkte z = x +iy der z-Ebene im Allgemeinen ein bestimmter Punkt
w = f(z) = u+iv in der w-Ebene entsprechen. Die z-Ebene wird also durch
w = f(z) auf die w-Ebene in bestimmter Weise abgebildet. Wir wollen diese
Art Abbildung ndher betrachten. Es moége dem Punkte z der z-Ebene der
Punkt w der w-Ebene vermoge w = f(z) = u + iv entsprechen. Dann wird
einer unendlich kleinen Aenderung des z im Allgemeinen eine unendlich kleine
Aenderung des w entsprechen, d. h. den Punkten 2’2", die dem Punkte z
unendlich nahe sind, werden zwei Punkte w’w” entsprechen, die dem Punkte
w unendlich nahe sind. Nun ist

do w'—-—w W' —w

9
//—Z

dz 2 —z z

da % von der Richtung der Aenderung des z unabhingig ist. Ist nun C(li—lg

weder null noch unendlich, so folgt aus
w—w W —w

2 —z 2 —z
/ /
w —w 2 —z

/

w'—w =z

*) Ist néimlich P +iQ = 0 und P und @ reell, so muss P = 0, Q = 0 sein, denn aus
P =iQ folgt P?2+ Q? =0, was bei reellem P und @ nur durch P = 0,Q = 0 erfiillbar ist.
Ist also p +iqg = p’ +iq’, so muss p = p’, ¢ = ¢ sein.
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oder
/ /
ww!' 2z it

ww// ZZ//

wenn (Fig. 5) ww!, ww', zz!, zZ/" die
Strecken ¢ und 1, die Winkel w”ww’ res. "

Z L/} w w"
222" sind. Aus der vorstehenden Glei- L ‘i;,
chung folgt aber, dass zZ
ww’ — 2z = 0| w Ebene *
ww" P ¥ ’ 0| z Ebene %
ist, d. h. die unendlich kleinen Dreiecke Fig. 5.

w”ww’ und 2”7’ sind einander #hnlich.
Die Abbildung der z-FEbene auf die w-
Ebene ist also derartig, dass einzelne Punkte ausgenommen (in denen Ccll_g]
null oder unendlich ist), Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen stattfindet.
Diese Art von Abbildung nennt man eine #sogonale und wenn diese Ab-
bildung nur in einzelnen Punkten Ausnahme erleidet, eine conforme*) .

4. Wir geben einige Beispiele dieser Art von Abbildung. Es sei w = % Dann
werden den reellen Werten von z = x reelle Werte von w = u = % entsprechen

und den rein imagindren Werten z = 1y werden rein imaginére w = v = —%
J v
R &/
a
()
0 2 X 0 () ﬂg’ u
al
z-Ebene w-Ebene
Fig. 6.

*) Vergleiche iiber diesen Gegenstand: GAuss: Allgemeine Losung der Aufgabe: die Thei-
le einer gegebenen Fliache so abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den
kleinsten Theilen dhnlich wird. SCHUMACHERs Astronomische Abhandlungen 3. Heft. So-
wie gesammelte Werke Bd. IV, S. 193. DUREGE: Elemente der Theorie der Funktionen
einer komplexen verénderlichen Grosse. Leipzig 1864. HOLZMULLER: Einfithrung in die
Theorie der isogonalen Verwandtschaft. Leipzig 1882, u. a.
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zugeordnet sein. Deuten also die Buchstaben an den Achsen die positiven
Richtungen an, so werden vermoge w = % die positive u-Achse der positiven
x-Achse, aber die negative v-Achse der positiven y-Achse entsprechen. Ist
Oag = 1 und K der mit dieser Lange beschriebene Kreis, so ist z = a = e,
und der entsprechende Punkt o/ = w = e~ liegt daher auf einem Kreise &
vom Radius 1, hat aber die negative Amplitude. Bewegt sich also a in der
z-Ebene von ag aus im positiven Drehungssinne, d. h. von der positiven z-
Achse zur positiven y-Achse, so wird der entsprechende Punkt ¢’ im negativen
Sinne den Kreis & durchlaufen.

Allen Punkten der z-Ebene, die ausserhalb des Kreises R liegen, entspre-
chen Punkte der w-Ebene innerhalb &, und umgekehrt: Punkten innerhalb
£ entsprechen Punkte ausserhalb &. Denn ist

2z = pe'¥, soist w = —e "7,
0

und wenn ¢ > 1, so ist % < 1, der Punkt w liegt innerhalb &; ist 0 < 1, so

ist % > 1, der Punkt w liegt ausserhalb &. Es wird also die ganze unendliche
z-Ebene ausserhalb K& auf die endliche Kreisfliche innerhalb K abgebildet
und dem Punkte z = oo entspricht der Punkt w = 0. Jeder Richtung, in der
z ins Unendliche wéchst, entspricht eine bestimmte Richtung, in der w sich
der Null ndhert, und je zwei Richtungen des w bilden denselben Winkel mit
einander, wie die entsprechenden Richtungen von z.

Hieraus ist ersichtlich, dass bei unserer Deutung der komplexen Grosse
z der Wert z = oo ein einziger bestimmter Punkt ist, dessen Umgebung
auf die Umgebung eines beliebigen Punktes in den kleinsten Theilen dhnlich
abgebildet werden kann.

Wir setzen zweitens
a+ Bz

w = )
v+ 0z
wo «, 3,7, 0 reelle oder komplexe Konstanten bedeuten sollen. Wir untersu-
chen vorerst, ob ‘Zi—lz" null oder unendlich werden kann. Es ist

dw  fy—ad

dz (v +62)%
also kann ‘é—g = 0 werden fiir z = oo, d. h. die Umgebung des Punktes
z = oo konnte moglicher Weise nicht in den kleinsten Theilen dhnlich auf

die Umgebung des Punktes w = %, welcher z = oo entspricht, abgebildet

werden.
Wir setzen 2/ = %, dann wissen wir, dass die Umgebung von z = oo
isogonal auf die Umgebung von 2/ = 0 abgebildet wird. Kénnen wir nun
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g

zeigen, dass die Umgebung von 2/ = 0 auf die Umgebung w = 5 in den
kleinsten Theilen dhnlich abgebildet wird, so wird auch die Umgebung von
z = oo auf die Umgebung von w = % in den kleinsten Theilen &hnlich
abgebildet.

Nun ist aber

_'y+(52_7z’+5. . 2!’

a+pBz o + 03 . 1

also
dw (By — ad)

dZ (v +6)

und % fiir 2/ = 0 endlich, daher die Abbildung der Umgebung von 2z’ = 0
5

auf w = 5 in den kleinsten Theilen dhnlich.

Es wird ferner ‘é—g’ = oo fiir z = —%, also konnte die Abbildung der

Umgebung des Punktes z = —% eine Ausnahme erleiden. Da aber dieser

Punkt zum entsprechenden hat w = oo, so fithren wir wieder w = % ein und

ersehen, dass fiir

;1 y+0z
w = — =

w o+ Pz
fiir welches
duw’ a0 — By
dz  (a+pz)?

fiir z = —% endlich ist, die Umgebung des Punktes z = —% auf die Umgebung
w’ = 0 in den kleinsten Theilen dhnlich abgebildet wird, d. h. dass auch die

Umgebung von z = —% auf die Umgebung von w = oo isogonal abgebildet
ist.
Die lineare Funktion w = 21?5 bildet daher die z-FEbene ausnahmslos in
den kleinsten Theilen dhnlich auf die w-FEbene ab.
Da aus
_a+ Bz
4+ 62
o — yw
z

B —06 + dw

folgt, so ergiebt sich, dass auch die w-Ebene auf die z-Ebene ausnahmslos in
den kleinsten Theilen &hnlich abgebildet wird durch die Funktion

a+ Bz

v y+0z
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Um die Art dieser Abbildung néher zu betrachten, sollen den Punkten
21, 22, 23 die Punkte wq, w9, ws entsprechen. Diese Festsetzung kénnen wir
in beliebiger Weise machen, da durch sie die drei willkiirlichen Konstanten
a0 festgelegt sind. Es ist ndmlich

owz +yw — Bz —a =0,

also fiir entsprechende Punkte

owyzy +ywy — Pz —a=0

dwozg + ywyg — fzg —a =0

owszs + ywg — Bzg —a = 0.

Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen ¢, v, —(, —«, so erhélt man

in
wz, w, z, 1
w121, wi, 21, 1

w9z, w2, 22, 1

w323, w3, 23, 1

die lineare Relation, welche zwischen je zwei entsprechenden Punkten w, z
stattfindet. Durch eine einfache Reduktion kann man derselben die Form
geben:

Z— 29 W —w

Z—Z3 W—ws3 zZ— 292 W1 — W2 21 — R W — w3y

21 — k2 W1 — w9 Z— 23 w1 — w3 21— 23 wW—ws
21 — X3 W1 — w3

oder
w—wy wy— w3  Z—wy 2 — 23

w— w3 w]—wy 2—23 21— 29

Z—Wy . 21—%2 .. .
=z 71— als > Doppelverhdltnis< der

vier Punkte z, z1, 29, 23%) , so sagt die obige Gleichung aus, dass durch
die lineare Beziehung der z-Ebene auf die w-Ebene das Doppelverhdltnis un-
gedndert bleibt.

Bezeichnet man den Quotienten

Wenn man in f(z) fir z den Ausdruck w = %%Z einsetzt, so sagt man,

man habe z linear substituirt, und daher: >Das Doppelverhdltnis von vier
Punkten wird durch lineare Substitution nicht gedndert.<

Sind z1, 29, 23 festgelegt, denen wy, wo, w3 entsprechen sollen, so giebt
uns obige Gleichung den Punkt w, welcher dem Punkte z entspricht.

*) MOBIUS, Crelle’sches Journal Bd. IV. S. 101 u. ff. — WEDEKIND, Math. Annal.
Bd. IX. S. 209.
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Wir driicken das Doppelverhéltnis durch die Modu-
len und die Amplitude aus. Es ist
Z—z Z9Z
2 _ 2 o,
z— 23  23Z 21— 23 2321

21 — <2 . 2271 ei(pl

)

wobei ¢ und @1 die Winkel 23229 und 232129 im Sinne
der Pfeile (Fig. 7) genommen sind, also demselben Sinne
nach. Es ist also, wenn analog fiir

Jwzwwy =P,  Fwgwowy = Y1

gesetzt wird,

20 W3 Gi(—¢n) — 222 2321 i(p—p1)
W3W  Way 32 7] '
Setzen wir nun voraus, dass die vier Punkte z, 21, Fig. 7.

29, z3 auf einem Kreise liegen, so wird ¢ = 1 d. h. das
Doppelverhiltnis =2 = r, wo r eine reelle Grosse ist.
Umgekehrt: ist das Doppelverhéltnis von vier Punkten reell, so liegen diese
auf einem Kreise. Daher liegen die vier Punkte w, wy, wo, wg, welche den
vier Punkten z, z1, 29, 23 eines Kreises entsprechen, selbst auf einem Kreise,
wie auch daraus folgt, dass aus ¢ = ¢ auch ¥ = 1 sich ergiebt.
Durchlauft der Punkt z den Kreis K, welcher durch die drei Punkte z1, 29,
23 bestimmt ist, so durchliuft w den Kreis &, welcher durch die drei Punkte
wy, wa, wy gelegt ist. s konnte hierbei eintreten, dass w fiir einen speziellen

Wert von z unendlich wiirde, was aus

folgt. Dann ist aber

w—wy w] — w3 w] — w3
. = —= = reell,
W—wW3 W] — WY ey W] — W

d. h. die Punkte wq, wa, w3 liegen auf einer Geraden. Da nun

w) — w3
—:’]"1
w1 — w2

und
w—wy wy— w3

w— w3 Wy — wy
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fiir alle Lagen von w ist, so ist

w — wo r

w—wg 1

d. h. der Punkt w liegt mit wows immer auf einer Geraden, auf welcher auch

wq liegt.

Mit anderen Worten: Den Kreisen der z-FEbene, welche durch den Punkt
z= —% gelten, entsprechen in der w-Ebene Gerade.

Umgekehrt entsprechen den Geraden der z-Ebene, fiir die ja 2:2 sowohl

zZ1—X .
als 21==2 reell ist, also auch
21—23

Z—29 21 —23 W—wy Wl — w3

Z—23 21 —Z9 W—w3 W] — W

reell wird, in der w-Ebene Kreise, welche alle durch den Punkt gehen, der
dem Punkte z = oo entspricht, d. h. durch den Punkt

W o+ [z _g
S \v+dz ), 6

Allen Kreisen und Geraden der w-Ebene werden auch Kreise der z-Ebene
entsprechen, und den Kreisen, welche durch den Punkt w = % gehen, ent-
sprechen Gerade in der z-Ebene.

Den Geraden der w-Ebene, welche durch den Punkt w = g, entsprechen
Gerade der z-Ebene, welche durch den Punkt z = —% gehen. Diese zwei

Biischel von Geraden sind die einzigen einander entsprechenden Geraden in
der Verwandtschaft der beiden Ebenen.
Die Beziehung, in der die Ebenen stehen, nennt man die Mdbius’sche

Kreisverwandtschaft.
a+0z
vtz
z-Ebene ausnahmslos so auf die w-Ebene abbildet, dass Aehnlichkeit in den

kleinsten Theilen stattfindet.

Dass eine derartige Abbildung mittels einer Funktion, fiir welche C(li—g’ in
einem Punkte null oder unendlich wird, nicht notwendig stattfindet, zeigen
wir mittels der Funktion

In w =

haben wir eine Funktion von z kennen gelernt, welche die

w = (1—2):(1—7:)%,

in dem wir festsetzen, dass w = 1 fiir 2 = 0 ist und dass von z = 0 an z
stetig fortgesetzt wird, wodurch auch w stetig sich édndert.

Nennen wir alle Punkte z, welche innerhalb eines Kreises liegen, der mit
dem Radius o0 um den Punkt a geschlagen wird, die Umgebung des Punktes
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a, so konnen wir sagen: Die Umgebung des Punktes z = 0 wird auf die
Umgebung des Punktes w = 1 in den kleinsten Theilen &hnlich abgebildet,
so lange o < 1 ist. Denn fiir o < 1 ist

dw 1 1

dz 2 1—2

stets endlich, da .
2] = e[ =0 <1

ist. Fiir 2 = 1 sehen wir, wird Cé—lg = 00, also ist z = 1 gerade ein Ausnahms-
punkt, den wir ndher betrachten wollen.
Wir setzen zu diesem Zwecke

z=1— pe'?,
also
L e
w = p2e 2.

Entspricht nun dem Punkte ¢ =0, 21 =1 — p der

1 .
der Punkt wgy = Q?e’% entsprechen, d. h. der Win-

kel w10wq (Fig. 8), den die Richtungen 0wy und Owy z,@
Zo

1 .
Punkt wy = 02 so wird dem Punkte zyg = 1 — pe'? ‘

in der w-Ebene bilden, ist nur halb so gross, als der
Winkel, den die Richtungen 1z; und 12y mit einan-
der in der z-Ebene bilden. Hieraus folgt bereits, dass
die Umgebung des Punktes z = 1 nicht in den klein-
sten Theilen @hnlich auf die Umgebung des Punktes
w = 0 abgebildet wird, sondern dass zwei Richtun-
gen, die von z = 1 ausgehend einen Winkel ¢ mit
einander bilden, in der w-Ebene zwei Richtungen von
w = 0 ausgehend entsprechen, welche miteinander den
Winkel %29 bilden. Wenn z nach einem Umlauf nach zq
zuriickkehrt, also ¢ = 27 ist, wird Fig. 8.

z-Ebene

%)

]/

w-Ebene

1 1
w:ng :—Q27

so ist wq nicht in seinen Anfangswert zuriickgekehrt, sondern in w9, und erst
1

wenn z noch einen Umlauf macht, p = 47 wird, so wird w = 02 = wy
seinen Anfangswert erlangen. Es ist also gleichsam die doppelte Umgebung
des Punktes z = 1 auf die einfache Umgebung des Punktes w = 0 abgebildet.
Es werden jedem Punkte zg zwei Punkte wyq, w6 entsprechen, die, wie man
sieht, diametral gegeniiber liegen in Bezug auf w = 0.
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Die Funktion

w = (\/1—2)3,

fiir welche y 5

& 2

dx 2
fiir z = 1 verschwindet, verhilt sich in der Umgebung des Punktes z = 1
analog, nur dass fiir

. 3 .3
z2=1—0e"% w= 9561730

ist, also zwei Richtungen, die von z = 1 ausgehend den Winkel ¢ mit einander
bilden, in der w-Ebene zwei Richtungen von w = 0 ausgehend entsprechen,
welche den Winkel %ﬂ mit einander bilden. Dem Punkte 21 fiir den ¢ =
0, 27, 47 ist, werden die Punkte

; 6

und  wy = p2¢'07

3 3
wy = 02, wy=p2%e
entsprechen.

5. Ist w = f(z) eine bestimmte Funktion von z, so dass
d

d—g’ von z unabhéngig ist und 2 ein Wert von z, fiir den

C(lj—qg weder null noch unendlich ist, so wird wy = f(z0)

einen derartigen Wert besitzen, dass die Umgebung von
20, die wir so wahlen, dass keiner der Punkte, fiir den
‘Cil—?;’ = { Y wird, in dieselbe hineinfillt, in den klein-
sten Theilen &hnlich auf die Umgebung des Punktes wy
durch die Funktion w = f(z) abgebildet wird. Lassen wir
z durch stetige Aenderung von zy nach zqy iibergehen
(Fig. 9), ohne dass der Weg zptz1; aus der vorhin be-
stimmten Umgebung hinaustritt, so wird wg zu einem
Werte w; gelangen; es frigt sich, ob, wenn wir einen anderen Weg zpqz;
wéhlen, wg wieder den Wert wq erreicht.

Betrachten wir zunéchst zwei Wege des z, welche unendlich nahe anein-
ander fortlaufen. zgtz; und zot” 21.

Ist dann ¢t ein Element des ersten Weges und ¢/ der ¢ benachbarte Punkt
auf zgt" 21, so wird

Fig. 9.

F) =) _ f0) = 1) _
v~ o=y 0
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von (#' —t) oder (# —t) unabhingig sein, also ist

F) = f(t) = (' = t)e(t)
FIE") = f(8) = (¢" = (1),

daher auch
F) = (") = (" = t")p(t),

d. h. da (¢ — ") unendlich klein ist, so sind f(#') von f(#") in allen Punkten
der beiden Wege, die einander benachbart liegen, unendlich wenig verschie-

den, aber nicht gleich, da ja ¢(t) nicht { 0

o0
also die Werte der beiden Funktionen iibereinstimmen, weil ¢’ mit t” zu-
sammenfillt, oder: auf den benachbarten Wegen zgtz1 und zpt” 21 erlangt w
denselben Wert w;. Da nun innerhalb der betrachteten Flache 2A, die wir
als Umgebung des Punktes 2y auffassten, Cfi—g nicht unendlich und nicht null

werden kann, so wird durch stetige Abénderung des Weges zot” 21 in zgqz1

iiberfithrt werden konnen, ohne dass ein Punkt iiberschritten wird, fiir den

Cfi—f = { 0 ist, und da dann w in z; immer den Wert wy annimmt, so ersehen

sein kann. Im Punkte z; miissen

(0.}
wir, dass w, unabhéngig von der durchlaufenen Wertereihe des z, in 21 den
Wert w; annimmt.
Man sagt in diesem Falle w ist eine eindeutige Funktion von z innerhalb
20 zum Unterschiede davon, wenn w andere Werte annimmt, sobald z von
zp nach 21 verschiedene Wege beschreibt; w heisst dann eine mehrdeutige
Funktion von z.

So ist w = (z — a)", wenn n eine ganze Zahl
ist, eine eindeutige Funktion in der ganzen Ebene.
Jedenfalls ist sie eindeutig, wenn z von a oder oo z °
verschieden ist. Fiir die Umgebung des Punktes a P
setze man 4
z—a=pe%, w=/o""",
Fig. 10.

woraus ersichtlich, dass, wenn ¢ sich um 27 &ndert,
z also einen geschlossenen Weg um a beschreibt,

e2m'n n_ipn

w = e . =o"e
wieder seinen urspriinglichen Wert annimmt. Hieraus folgt dann ohne weiters,
dass w fiir einen Wert z unabhéngig von der Wertereihe, welche z durchliuft
um zu 21 zu gelangen immer denselben Wert annimmt. Ist z in der Umgebung
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des Punktes 0o, so setze man

n
L v=(-0) =m0

z z z
1 1
_— = Z/n—/7
w (1 —az")n
woraus ersichtlich, dass % eine eindeutige Funktion von 2z’ ist in der Um-
gebung von 2/ = 0 und also auch eine eindeutige Funktion von z in der

Umgebung von z = co, und mithin ist auch w eine eindeutige Funktion von
z in der Umgebung von z = 00,

Die Funktion w = (2 — a)?, wo n und p relativ prim sind und p nicht
gleich 1 ist, ist eine vieldeutige Funktion in der Umgebung des Punktes z = a
und z = co. Denn setzt man

so wird

Da nun 62%7” nicht = 1 ist, so wird, wenn z einen geschlossenen Weg um
den Punkt a beschreibt, ¢ also um 27 wéchst, w nicht seinen urspriinglichen
Wert erlangen.

Die Werte von w werden also von den Wegen, welche z beschreibt, abhén-
gen. Hieraus ersieht man, dass w = (z — a)" wohl eine eindeutige Funktion

1
von z ist, aber dass z — a = wn mnicht eine eindeutige Funktion von w ist.
[Siehe das Beispiel sub 4, S. 14.]

6. Wir verstehen unter

W:/Z:f(z)dz

diejenige Funktion von z, fiir welche % = f(z) ist. Es fragt
sich, unter welchen Umsténden wird W von dem Integrationswe- z
ge abhéngen. Nach Vorhergehendem ist ersichtlich, dass zwei Wege,
die von zp nach z fithren, und die keinen der Punkte einschliessen,

fiir welche f(z) = { O% wird, denselben Wert des Integrals liefern. ¢
Bezeichnen wir mit W (zgtz) das Integral, genommen langs zgtz
(Fig. 11), so wird also

Zy

W(zptz) = W(zot'2). Fig. 11.
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Da nun W(zgt'z) = —W(zt'zg) ist, da 2z dieselben Werte in umgekehrter
Reihenfolge durchlauft, so folgt

W (zptz) + W(zt'2p) = 0

oder
W (zptzt'29) = 0,

d. h. das Integral [ f(z)dz genommen lings eines geschlossenen Weges, wel-

cher keinen Punkt einschliesst, fiir den f(z) = {OOO 1st, 1st gleich Null.
Dieser Satz ist auch folgendermassen klar: Ist (Fig. 11a) z(, ein

unendlich naher Punkt von z, so ist, da der Weg zytzt’ z6 in den z

Weg 2026 ohne Uberschreitung eines Ausnahmepunktes transformir-

bar ist, W (zptzt'z)) = W (z0%(); riickt z{, nach zp, so wird W (zoz()

und daher d t

W (zgtzt'z) = 0.

7. Es sei nun f(z) eine eindeutige Funktion innerhalb der Umge-
bung des Punktes z = a oder innerhalb der Kontur 2 (Fig. 12a), rig. 11a.
die aus einem einzigen Zuge besteht, damit jede geschlossene Linie,

welche 2 nicht tiberschneidet, sich auf einen Punkt innerhalb 2 zusammen-
ziehen lasse, und es wére b ein Ausnahmspunkt, fiir den

Fo) ={2

ist. Dann braucht W (atzt'a) nicht null zu sein. Ist @’ ein
in der Néhe von a (Fig. 12b) gelegener Punkt, so wird
jedenfalls

W (at' z1ta'pgra) = 0,

wenn die Wege

at'z1td’ und argpa’ Fig. 12a.

keinen weiteren Ausnahmspunkt einschliessen, was wir
voraussetzen wollen.
Daher ist:

W(at'z1) + W(ztd') + W(d'p) + W (pgr) + W (ra) = 0.

Lassen wir also also a mit ¢’ zusammenfallen, so wird

W(at'z1) + W (z1ta) + W(ap) + W(pqr) + W (ra) = 0.

Fig. 12b.
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Da nun r und p einander unendlich nahe riicken und schliesslich zusammen-
fallen sollen, f(z) eine eindeutige Funktion von z ist, also in p denselben Wert
annimmt, nachdem z den Weg pqrp beschrieben hat als vordem, so wird

W(ap) = =W (pa) = =W (ra),
wenn r mit p zusammenfallt. Also ist
W(at'z1) + W (z1ta) + W (pgrp) = 0.

W (pqrp) heisst das geschlossene Integral um den Punkt b herum, und obige
Gleichung sagt in der Form

W (atzy t'a) = W(pgrp)

aus: Das geschlossene Integral um einen Punkt b herum ist unabhdngig von
dem Wege, welcher b umgiebt, so lange dieser keinen weiteren Ausnahms-
punkt umschliesst.

Aus der ersten Form der Gleichung ist ersichtlich, dass

W(at'z1) — W(atz) = =W (pgrp)

ist, dass also die Integrale, von a nach z; genommen, lings zweier Wege,
die zusammengenommen den Punkt b umschliessen, nur dann gleichen Wert
besitzen, wenn

W (pgrp) =0

ist. Wir wollen das geschlossene Integral, um den Punkt b derartig genommen,
dass der Punkt b links von der Richtung des Integrationsweges bleibt, mit

JEOE
b
bezeichnen und erhalten also

== [ seyde= Af(z) &z,

f
atzy

wenn f(z) eine eindeutige Funktion ist und die Integrationswege atz1, at’'z
nur den Ausnahmspunkt b umschliessen, ohne die Kontur von 2 zu {iber-
schreiten, b muss von atz; links liegen.

f(; f(2) dz ist von dem Integrationswege, der b umgiebt, unabhéngig. Wir
setzen also diesen als kleinen Kreis um b herum mit dem Radius ¢ voraus
und wenn , .

2 —b=0e"%, z=0b+ pe'?
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gesetzt wird, so dndert sich nur ¢ von 0 bis 27, also ist

o o
j[f (2)dz =ip F(b+ 0e'?)pe'Pdep.
b 0

Es sei nun f(b) = 0, dann wird, wenn ¢ klein ist,
‘f(b+ Qew)‘ =
sein, wo ¢ fiir o = 0 null wird. Nun ist
F(b+ 0e™?) = g€,

wo 1 eine gewisse reelle Funktion von ¢ und p ist, also wird

ij(Z) ds — Z-Q/27T celte) _ zp/%s(cos(go + 1) +isin(g0+¢))d<p
b 0 0

nun hat das Integral jedenfalls einen endlichen Wert, da der Integrand nicht
unendlich werden kann, also ist, wenn p sich der Null ndhert, der Wert des
Integrales unendlich klein, und da dieser Wert unabhéngig ist von der Form
des Integrationsweges, so ist

sobald f(b) = 0 ist. Wiirde aber f(b) = oo werden, so ist nicht mehr

/ F(b+ 0e"?)ePdyp
nothwendig endlich und
io [ £0-+ o)
nicht nothwendig null.
Ist also f(z) eine eindeutige Funktion von z innerhalb der einfachen Kon-

tur 2, so ist [ ZZ;) f(2) unabhéngig vom Integrationswege, sobald f(z) nicht co
wird innerhalb 2.



8. Es werde nun f(z) in den Punkten by, bo,
bs, - - - by, unendlich, sei aber innerhalb 2 eindeu-
tig und sonst nirgends mehr unendlich. Wir um-
geben die Punkte by, ba, b3, ... b, (Fig. 13) mittels
einer Linie 2, welche ganz innerhalb 2/ verlduft
und zwar so, dass zwischen 2’ und 2 keiner der
Punkte b1,b9,03,...b, liegt. Wir wéhlen ferner
die Punkte mlmll;mémg ..mpm},, so dass my,
und m;l nahe beieinander liegen und ziehen von
my, eine Linie mhbhm’h, welche nur den Punkt by,
umgiebt und in m% endet, ohne dass diese Linie Fig. 13.
eine andere derartige schneidet. Dann lésst sich

der Linienzug

mqbymymobombmabam bym!
101M1Mob2Mom3b3ms . . . MpbpMmymi

auf einen Punkt zusammenziehen, ohne dass einer der Punkte by...

iiberschritten wird, also ist
W (mybym)mabomh . ..mpbymlmy) =0
oder
W (m1bym}) + W (mima) + W (mabams) + W (miyms)
+ - W (mpbpml,) + W (mlmy) = 0.

Da nun
W (mymy,) + W (mpm},) =0

ist, so folgt, dass auch
W (mybymimy) + W (mymims) + W (mabamamy)
+ - W (mpbpmpmp) + W (mgpmy) = 0
ist. Es ist aber
W (mymimo) + W (mambmg) + - -- W (mpmq) = W (')

und
W (mpbpmymy) = — /A f(z)dz,
by,

21

da das Integral linker Hand so genommen ist, dass der Punkt by, rechts vom

Integrationswege liegt. Also ist

W(Ql’)—/l):f(z)dz—/b;f(z)dz---—/b; £(2)dz = 0.
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Beachtet man nun, dass das Integral lings 2’ genommen gleich ist dem In-
tegral lings 2 genommen, da 2’ und 2l in einander iiberfiihrbar sind ohne
Ueberschreitung eines Unstetigkeitspunktes, so ergibt sich

/ﬁ 1(2) dz:hé /@f(z) dz,

wo die Integrale in der Richtung zu nehmen sind, dass die Unstetigkeitspunk-
te links liegen.

Es ist selbstverstandlich, dass 2 durch keinen der Unstetigkeitspunkte ge-
hen darf, und dass innerhalb 2l nur eine endliche Anzahl von solchen Unste-
tigkeitspunkten liegen diirfen, damit obiges Raisonnement ohne Abédnderung
giltig bleibt.

9. Von dem eben abgeleiteten Satze wollen wir eine Anwendung machen.
Es sei F'(z) eine eindeutige Funktion von z, welche

fir 2 = a den endlichen Wert F'(a) annimmt und wel-

che innerhalb des mit R um a geschlagenen Kreises K

(Fig. 14) nicht unendlich wird. Es sei t ein beliebiger

innerhalb K gelegener Punkt, dann wird

F(z)
z—1

f(z) =

nur fiir z = ¢ unendlich und es ist daher
/ F(z)dz jLF(z) dz

g 2—t  Jf z—t

Im zweiten Integral ist F'() der Voraussetzung nach eine endliche Grosse,
also ist, wenn z — t = pe'? gesetzt wird, fiir kleine Werte von o

Fig. 14.

F(z) = F(t + 0e'¥) = F(t) +e¢,

wo € mit g gleichzeitig null wird, also ist, da

ist,

und mithin:
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d. h. der Wert der eindeutigen Funktion F' in einem Punkte innerhalb &

lasst sich ausdriicken durch ein Integral genommen léngs der Linie K. Diese

darf selbstversténdlich durch keinen Punkt gehen, fiir den F(z) = oo wird,

ist im Uebrigen hochst willkiirlich, da das Integral vom Integrationswege

unabhéngig bleibt, so lange kein Unstetigkeitspunkt iiberschritten wird.
Wir transformiren das Integral. Da z auf K liegt, so ist

|2 —al > [t —al,

setzt man daher
t—a

= oe'?,
Z—Q

so ist o < 1.
Da nun

l+o+o*+ - +0"=

ist, so folgt fiir n = 00, o < 1

Da diese Reihe convergirt, so convergirt auch die Reihe
Ry =1+ pcosp+ g2c082g0+ Q3008390—|—
und
Ry = gsing0+gzsin2g0+g3sin3gp+---,
mithin hat auch
Ry + iRy = 1+ 0e% + (0e'?)? + (0e'?) + - -
einen unendlichen Wert, den man ohne weiteres als

1
1 — pet®

erkennt.
Daher ist

t—a t—a 2 t—a 3 1 zZ—a
1+ + + o= — =
zZ—a zZ—a zZ—a 1 - 1=¢ z—1
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oder
1 1 t—z (t — 2)?

-t z-—a (z—a)?  (z—a)

und da F'(z) fiir die in Betracht zu zichenden Werte z endlich ist,

2=t Z—a+(t a)(Z—a)2+(t a) (Z—a)3+
Setzt man also
PR Ol
" o a(z— a>n_|_17
so wird
F(t) = Ag+ A1t —a) + Ag(t — a)® + Ag(t —a)® + -+ . (A)
Es ist 1 ro
z)az
A= 5 | S =R
und da o
Flt) = - / F(z)dz
21 R 2 — 1
ist, so folgt
a"rF))  _ nl F(2)d= )
{ dtn L:a T 2mi [/ﬁ mL_a =nlAy,,
mithin 1
An = —F " (a),
wobei e
(n) () — [T F()
" (a) { p L:a
ist. Daher folgt aus (A):
! po(t—a)?
P(t) = F(a) + F'(a)(t — a) + F"(a)——
DL, )
“ 1-2-3 )

welche Entwicklung so lange gilt, als ¢ innerhalb des um a geschlagenen Krei-
ses liegt, der keinen Unstetigkeitspunkt enthélt.

Umgekehrt ist jede Funktion F'(¢), fiir welche obige Entwicklung gilt, eine
eindeutige Funktion von ¢, so lange die Reihe rechter Hand convergirt.
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(A) ist eine Potenzreihe von (¢ — a) und da, sobald diese convergirt, auch
alle ihre Ableitungen convergiren, so ist in der Umgebung einer solchen Stelle
a die Funktion mit allen ihren Ableitungen eindeutig.

Die oben aufgestellte Form der Reihe fiir F'(¢) ist etwas zu modificiren
fiir den Fall, dass der Punkt a der Punkt z = oo wére. Setzen wir ndmlich
Vorauls, dass F(z) fiir z = oo den endlichen Wert A annehme und setzen

/

2’ = 2, so wird

1
Pl = £ (5) = o)
und es ist
[F(5)]2=00 = [0(2)] =g = 4,
d. h. ¢(2') ist in der Umgebung von 2’ = 0 als eindeutige Funktion von 2’ in
eine Reihe entwickelbar. Wir haben also

1
F( ):gp(z/):A+A1z'+A2z/2—|—A32/3—I—---,

2!
mithin fiir 2/ = %, giebt
1 A A A
gp(—) =F(s)=A+ 2+ 2+ 23 4
z z z z

als Entwicklung von F'(z) in der Umgebung von z = oo d. h. fiir solche Werte
von z, deren Modul sehr gross ist.

10. Wird eine Funktion von z fiir z = a so unendlich gross, dass (z —
b)"f(z) fiir z = b endlich und von Null verschieden ist, so heisst b ein n-
facher Unendlichkeitspunkt von f(z). Ist b = oo, so heisst dieser Punkt ein
n-facher Unendlichkeitspunkt, wenn % fiir z = oo endlich und von Null
verschieden ist.

Analog nennt man den Punkt z = a oder z = oo eine n-fache Nullstelle,

wenn ()
<z n
{m} - resp.  [2"f(2)] =0
endlich und von Null verschieden ist.
Ist f(z) eine eindeutige Funktion in der Umgebung der Unendlichkeits-
oder Nullstelle, so kann dieselbe nur so unendlich oder null werden, dass n
eine ganze Zahl bedeutet.

Es sei f(z) eine eindeutige Funktion in der Umgebung von z = a und

[
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endlich und von Null verschieden.
Dann ist ¢(z) = [¢(2)dz, wenn p(z) = /(z) gesetzt wird, in der

(z—a)"
Umgebung von a jedenfalls eine eindeutige Funktion, da % weder null noch
unendlich wird. Mithin ist auch ¢(z) = %(ZZ) in der Umgebung von a eine

eindeutige Funktion und da es auch f(z) sein soll, so ist das nur moglich,
wenn (z — a)” eine eindeutige Funktion in der Umgebung von a ist d. h.
wenn n eine ganze Zahl bedeutet.

In der Umgebung einer n-fachen Nullstelle hat also die eindeutige Funk-
tion f(z) die Entwicklung

f(z)=(z—a)"[A+ A1(z — a) + Ag(z — a)® + -],
wo A von Null verschieden ist; denn es ist
(z) = A+ Aj(z—a) + As(z —a)® + -

Ist a = oo, so ist die Entwicklung der Funktion, welche fiir z = oo nmal
verschwindet,

wo A von Null verschieden ist.
Ist f(z) in der Umgebung der n-fachen Unendlichkeitsstelle eindeutig, so
folgt wie frither, dass wenn

(z=0)"f(2) = ¢(2),
©(b) = B ist, wo B endlich und von Null verschieden ist, dass ¢(z) in der
Umgebung von z = b eindeutig ist und daher

o(2) = B+ Bi(z —b) + Ba(z = b)> + -+ By(z — b)" + Bpy1(z — b)" ...
also

B By Bp—1
G Tyt Bt Bt

ist, woraus die Form der Entwicklung von f(z) ersichtlich und augenscheinlich

f(z) =

ist, dass f(b) = oo wird, wie (zf;b)”'
f(z) _

Ist b = oo, so muss —z* = () fiir = oo endlich und von Null verschie-
den sein, also ist

B By Bn—1 , Bn  Bpii
Q/J(Z)—B—F?—F"‘ +Z_n+zn+1

B
f(z) = B" 4+ B1z" " oo Byoyz o Bk S

woraus wieder die Art des Unendlichwerdens fiir z = oo ersichtlich.
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11. Eine eindeutige Funktion von z, welche fiir keinen endlichen Wert von
z unendlich gross wird, und fiir z = oo nur unendlich wird von der nt"
Ordnung, heisst eine ganze rationale Funktion von z. Thre Form ergiebt sich
durch die vorstehenden Sétze einfach.

Fiir sehr grosse Werte von z ist

f(z) =apz" + a1z 1+ a1z +ap
an+1 n an+2

z z

+ +...

Diese Entwicklung gilt fiir alle z, welche ausserhalb des um den Punkt
z = 0 geschlagenen Kreises liegen, der alle Unendlichkeitspunkte von f(z)
enthélt. Da aber f(z) keine Unendlichkeitspunkte im Endlichen gelegen hat,
so konnen wir diesen Kreis auf den Nullpunkt zusammenziehen, d. h. die
Entwicklung muss auch fiir z = 0 gelten und da f(0) endlich ist, so muss

p4+1 = O,Cln_|_2 =0...
sein, d. h. es ist

1

f(z) =apz"" + a1z "+ ap_12 + an.

Wiirde f(z) auch fir z = oo nicht unendlich, so miisste
ag=0,a1=0,...ap_1=0

sein d. h. f(z) = ay sein, oder: eine eindeutige Funktion von z, welche fiir
keinen Wert von z unendlich wird, ist eine Constante.
Eine eindeutige Funktion von z, welche fiir die Punkte

2 =by,by.. b

von den Ordnungen

unendlich wird, und fiir z = co von der Ordnung p unendlich wird, heisst eine
gebrochene rationale Funktion. Eine rationale Funktion ist also eine eindeuti-
ge Funktion von z, welche nur fiir eine endliche Anzahl Werte z unendlich von
endlicher Ordnung wird oder, wie man sich ausdriicken kann: eine rationale
Funktion ist eine eindeutige Funktion von z, welche nur eine endliche Anzahl
von Unendlichkeitsstellen hat. Hiebei wird jede m-fache Unendlichkeitsstelle
als m einfache solcher Stellen gezéhlt.
Es wird

¢(2) = (2 = b1)" (2 = b2)" -+ (z = b) "™ f(2)
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fiir keinen endlichen Wert von z mehr unendlich. Setzen wir

ny+ng+ng+---+nm=4q,

so wird
(z=01)" (2 —b2)"2 - (2 — by)"™ =
=29+ Blzq_l +--By12+ By
eine ganze rationale Funktion, welche fiir z = oo von der ¢'*** Ordnung

unendlich wird, und da f(z) von der p*®® Ordnung unendlich wird, so wird

p(z) = (294 + By f(2)
von der p + ¢*™ Ordnung unendlich fiir z = oo und sonst nicht mehr, also
" p(2) = APT9 4 APy oooay
und daher, wenn p + ¢ = r gesetzt wird,
f(2) = A"+ A2 4 A,
zq+Blzq_1+...Bq '

Ist 7 > g, so heisst f(z) unecht gebrochen,
ist r < g, so heisst f(z) echt gebrochen,
fiir die letztere ist f(o0) = 0.
Man kann durch Subtraktion einer ganzen rationalen Funktion von f(z)

stets bewirken, dass der Rest eine echt gebrochene Funktion ist.
Es sei ndmlich fiir 2 = oo die Entwicklung

1

. d d
&) =cvd’ +ep1 T ezt et G

setzt man dann
U(z) = f(2) = (evz” + Cy—lzy_l + -+ 12+ o),

SO MUuss .
_ apt +ay, 1270 4 a1z + ag

'QD(Z) Zq+Blzq_1+"'+Bq

sein, wo p < ¢ ist, da ¥ (c0) = 0 ist. Es ist sodann

f2) =’ 4,127V az
a2t + aM_lzﬂfl +---+ajz+ag
24+ Byzi7l + ...+ By
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Die Koeffizienten c,,c,—1 ... ;ay, ap konnen aus der Vergleichung beider
Formen von f(z) berechnet werden.

Aus der Definition der rationalen Funktion geht hervor, dass Summen,
Produkte und Quotienten einer endlichen Anzahl von rationalen Funktionen
ebenfalls rationale Funktionen sind.

12. Es sei f(z) eine echt gebrochene rationale Funktion, welche also fiir
z = 00 den Wert Null annimmt und welche in den Punkten

Z=a1,a9...0an

von den Ordnungen

unendlich wird. Dann wird in der Umgebung des Punktes ag

(1) (1) (1)

MO Ml Mn —1

f(z) = ap)m + (z a1 I —(2 _1a1)

) e

oder wenn

(1) (1) (1)

B MO Ml Mnlfl
Wiz a1) = (z —ap)™ " (z—ay)m-1 T (z—a1)

gesetzt wird

f(2) = bz ar) + M) + MY (2 —ag) + -+

d. h. )
() =z, )]y, = MY

ist endlich. Es kann wohl Mﬁ) = 0 sein, was unwesentlich ist.

(21, aq) ist eine rationale Funktion von z, welche nur fiir z = a1 unend-
lich wird, fiir jeden anderen Wert von z einen endlichen Wert besitzt und fiir
z = oo null wird, da ¥ (00, a;) = 0 ist.

Betrachten wir nun

p(2) = f(2) = [9(z,01) + ¢(2,a2) + - - 6(2, am )],

wo (z,ap) aus ¥(z,a1) erhalten wird, wenn ay,, ny, M) an Stelle von ai,
ni, M) gesetzt wird.
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Wie ohne weiteres ersichtlich, wird ¢(z) fur
£ =40a1,a2--,0m

nicht mehr unendlich, fiir jeden andern Wert von z wird aber f(z), sowohl
als jedes 1(z,ap), also auch ¢(z) einen endlichen Wert haben, und da ¢(z)
eine rationale Funktion ist, denn f(z) und ¢(z,ay) sind solche, so ist ¢(z)
eine ganze rationale Funktion, mithin

1

p(2) = cpz" + 18"+ ep1z o

nun ist aber
p(00) = f(o0) — [th(c0,a1) + (00, az) - - - + ¥(c0, am)] =0,

es muss also
co=0,c1=0,---cy,_1=0,c, =0

sein oder

und daher

f(z) =(z,a1) +¥(2,a2) - +U(2, am),

1
B S T/ .
(z—a)™  (z—a)m~! z—aj
2
L I G v
(z—ag)" (2 —ag)n2—1 z —as
e m .......... m ........... (m) :
Mé ) Ml( ) _1+” " Nm—1

sein, in welcher Form f(z) in Partialbriche zerlegt erscheint, d. h. in Briiche,
deren Zahler eine Konstante und deren Nenner eine lineare Funktion von z
ist, oder eine ganze Potenz einer solchen Funktion.

13. Ist f(z) in der Umgebung des Punktes b eine eindeutige Funktion von
z, welche fiir z = b nicht unendlich wird, also

f(z) =B+ Bi(z—b) + Ba(z —b)* + -+,
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so wird
f'(2) = By +2By(z —b) + - -

d. h. f/(2) ist in der Umgebung von b auch eine eindeutige Funktion und
wird fiir z = b auch nicht unendlich. Ist aber f(z) fiir z = b unendlich von
der n'**™ Ordnung, also

A A Ap—1

= . A+ A VAR
S0 ist
;v —nA —(n—1)A
PO =gyt —(opn ©
Ap—1
‘|‘—2 + An_|_1 + 2An+2(2 - b) + -
(z=1b)
eine eindeutige Funktion, welche fiir z = b unendlich von der (n + 1)%*

Ordnung ist.

Es kann also f/(z) nur unendlich werden, wenn f(z) unendlich wird. Da-
her sind die Differentialquotienten einer rationalen Funktion wieder rationale
Funktionen.

Setzen wir

(z=0)"f(2) = »(2),
so wird ¢(b) = A und ¢(z) also in néchster Umgebung von z — b nicht
verschwinden. Denken wir uns nun um b einen kleinen Kreis & geschlagen,
innerhalb dessen f(z), also auch ¢(z) nicht null wird, und betrachten wir das
/, g dlog f(2) in dem Sinne genommen, dass der Punkt b bei dem Durchlaufen
der Peripherie links liegen bleibt. Da

log f(2) = —nlog(z — b) + log ¢(2)

ist, so folgt:

Jotoss)= [, J;g)) =[50, ig)) +

!
Es ist % in der Umgebung von b so lange eindeutig, als es f(z) ist.

¢'(2)
dz =0,
/ﬁcﬂ(fc”) :
¢'(2)

denn oG wird innerhalb £ nicht unendlich, denn ¢(z) kann nicht verschwin-

Nun ist

den und ¢’(2) nicht unendlich werden.
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/ dz
Rz—b

z—b=pe¥

Um

zu berechnen, setze man
und halte p konstant. Dann ist

dz
—b

2
/d’z :z'/ dyp = 2ri,
faz—b 0

%dlog f(z) = —2nmi.
b

= tdyp,

es wird also

und mithin

Wird f(z) im Punkte z = a null von der m*® Ordnung, ist also
flz)  _

und p(a) = A von Null verschieden, so ist

fotowstr = [ = [255+ [705

oder wie frither

/Adlog f(z) = 2mmi.

Fiir den Punkt z = oo bleiben die Integralwerte gerade so, wie fiir z = b
oder z = a erhalten.

Ist
) — o) und (o) = 02

von Null und Unendlich verschieden, d. h. wird f(z) fir z = oo unendlich
von der n'®® Ordnung, so ist

log f(2) = +nlog z + log p(z)

/ dlog f(z oz
(0.}

Nun soll ¢(z) fiir sehr grosse Werte von z von Null Verschleden sein, also ist

/go 9;/((5)) e =0

und daher
dz




Setzen wir nun z = Re'?, wo R sehr gross ist, so wird

— =1dp.
z

Also 0

/ao dlog f(z) = ni /o% dep.

Wenn wir aber (Fig. 15) ldngs des Kreises 2 mit
dem Radius R von 0 bis 27 integriren, so haben wir Fig. 15.
einen Integrationsweg gewéhlt, bei welchem der Punkt
z = oo rechts liegt. Wir miissen also von 27 bis 0 integriren, damit der Punkt
z = oo links liegt und daher ist

0
/ dlog f(z) = m/ dp = —2nmi.
% 27
Ebenso wird, wenn fiir grosse Werte von |z| 2™ f(z) = (z) ist, so dass

1(00) = A von Null und Unendlich verschieden ist, f(z) also fiir z = oo von
der m'™ Ordnung null ist,

/ dlog f(z) = 2mmi.

Fasst man das Unendlichwerden von f(z) als ein Nullwerden mit negativem
Exponenten auf, so sagen die beiden Gleichungen aus, dass [ dlog f(z) um
einen Punkt herum genommen, in welchem f(z) null von der n**® Ordnung
ist, gleich 2n7i ist. [Wird f(z) in dem Punkte von der n**® Ordnung unend-
lich, so hat man nur —n an Stelle von n zu setzen.]

Es werde nun die innerhalb 2 (Fig. 16) eindeutige
Funktion f(z) in den Punkten

z=a1,az,...a,
null von den Ordnungen

und in den Punkten

Fig. 16.

z2=>b1,by...by

unendlich von den Ordnungen nq,n9,...ny, Wo mj...my, ny ...ny positive
ganze Zahlen bedeuten, wobei p und v endliche Zahlen sein miissen, und

betrachten wir
/ dlog f(z) = /
A A

£(2)
o
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in der Richtung des Pfeiles genommen, so dass also die Unstetigkeitspunkte
links liegen. Diese sind die Punkte, fiir welche f(z) = 0 oder = oo wird, d. h.
die Punkte

ap,ag,...ay; by,bo, ... by

und mithin ist nach S. 22, da

dlog f(2) _ f'(2)
& Je

innerhalb 2l eindeutig ist:

/dlogf Z/ dlogf(z)—i-xi:l/g;dlogf(z)

Nun ist

/ dlog f(z) = 2mymi
a,

/A dlog f(z) = —2n,,mi,

r

daher
1
9 dlogf E mh—i—g Ny

Nehmen wir beispielsweise eine ratlonale Funktlon R(z), welche fiir z = 2z
einen endlichen von Null verschiedenen Wert hat und nehmen als 2 einen
Kreis um zg an (Fig. 17), der keinen Punkt einschliesst,

fiir den R(z) = {O% wére, dann ist A

271” dlog f(z th— Zn%

das Integral in der Richtung des Pfeiles genommen, da
alle Null- und Unendlichkeitspunkte von R(z) ausserhalb
2 liegen, also links vom Integrationswege. Nun ist aber Fig. 17.

/ dlog R(z) = —/ﬁ dlog R(z) =0,
A )

da das zweite Integral so zu erstrecken ist, dass der Punkt 2y links liegen

bleibt, daher ist
I v
> - Y =0,
1 1
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oder die rationale Funktion wird eben so oft null als unendlich. Hierbei zahlt
ein n-facher Null- oder Unendlichkeitspunkt als n einfache Null- oder Unend-
lichkeitspunkte.

Ist

1

R(z)=apz" +an_12"""+ - +ag

eine ganze rationale Funktion, welche also nur fiir z = oo von der n**™ Ord-
nung unendlich wird, und setzen wir voraus, dass sie in jedem der Punkte

21,29, ... 2m blos von der ersten Ordnung verschwindet, so muss
m
g l=n
x=1
sein, oder
m =n,

d. h. R(z) = 0 liefert genau n Werte z1, 29, ...z, welche diese Gleichung
befriedigen oder eine algebraische Gleichung n*®® Grades hat n Wurzeln. Es
ist dann
R(z) =ap(z—21)(z — 29) -+ (2 — zn),
denn R(2)
z
= p(z
an(z —21)(z — 22) -+ (2 — zp) #(2)
wird fir keinen endlichen Wert von z unendlich, da fiir z = 2z, R(z2) =
(z — zp)Y(2) ist und ¢(z,) = A, von Null verschieden ist, also ist

Ay
an(ZV - Zl) T (Zl/ - Zl/—l)(zl/ + ZV—I—I) T (ZV - Zn)

p(zv) =

endlich. Fiir z = oo ist aber p(oo) = 1, also ist iiberhaupt ¢(z) = 1, was
obige Behauptung erweist.
Wiirde 21 = z9 = - - = 2, werden, so wiirde in der Umgebung von z1

R(z) = (z—2)"(A+A1(z —21) + )

sein, d. h. R(z) wiirde p-mal verschwinden und z; heisst dann eine p-fache
Wurzel von R(z). Es tritt dann in R(z) der Faktor (z — 2z1) p-mal auf.

Sagt man also, eine Gleichung n'®™® Grades hat n Wurzeln, so ist jede
p-fache Wurzel als p einfache Wurzeln zu zédhlen.
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14. Wir untersuchen nun noch [ f(z)dz um einen Unstetigkeitspunkt von
f(2) herum genommen. Ist b ein Unendlichkeitspunkt n'®* Ordnung, so ist

An A1 A
Gopr  opnt oo Tt BlEmh

dz
‘”‘Au—mv‘“

sobald v von +1 verschieden ist. Denn setzt man

f(z) =

z—b=pe¥
dz = e’ dy,
so ist
27 Ql—y )
J, = in_V/ el(l_y)(pdgo _ [62(1—1/)277 _ 1} -0
0 1—v
fiir alle positiven oder negativen ganzen Zahlen v mit Ausnahme v = 1.

Hingegen ist

d 2
h:% z:#‘w:%i
bz—0b 0
dz
dy—= A | %% .
forene=an [ S

+Aj£ dz —f-Ao}dz—f—Blj[(z—b)dz—l—-"ZQWiA,
bz—0b b b

da alle iibrigen Integrale verschwinden. Man nennt A oder den Koeffizienten
von (z —b)~! in der Entwicklung der eindeutigen Funktion f(z) in der Um-
gebung des Punktes b das logarithmische Residuum des Punktes b und zwar
deshalb, weil in

Also ist

—1An
/f dz-C—( b)” { ++ Alog(z —b) + Agz + - - -,

wo C' die Integrationskonstante bedeutet, A der Koeffizient des logarithmi-
schen Gliedes ist, welches in der Entwicklung des Integrals auftritt.

Da nun der Logarithmus, wie wir gleich sehen werden, in der Umgebung
eines Punktes, fiir welchen das Argument verschwindet oder unendlich wird,
nicht eindeutig ist, so verdankt [ f(z)dz in der Umgebung des Punktes b seine
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Vieldeutigkeit nur dem logarithmischen Gliede. Fehlt dieses Glied, d. h. ist

A =0, dann wird
jlf(z) dz =0
b

und das Integral ist dann auch in der Umgebung eines Unstetigkeitspunktes
eine undeutige Funktion.
Ist b der unendlich ferne Punkt, so ist

B B
f(z):anzn+an_1z+'--+ao+;+z—21+--~

Es ist aber
Jy :/ 2Ydz =0, v nicht = -1,
)

denn setzt man
z = Re'?
dz = Rie"dy,
so ist™)

2r
J, = _iRqul/O el(l/+].)(p dp = —

sobald v nicht gleich —1 ist. Es ist aber

d 0
J_1 = A—Z:i/ dp = —2m
2

z ™

RV—i—l

[ei(zﬂrl)go _ 1}
v+1

=21 0,

0
und daher
/ f(2)dz = —2miB,
50

wo B wieder Koeffizient des Gliedes % ist.

Bezeichnet man das logarithmische Residuum des Punktes b oder den
Koeffizienten von (z — b)~! in der Entwicklung von f(z) nach Potenzen von
z — b mit

[f ()] (z—p)-15

so kann man

L) ds =2mi )y

b
und

L etz = =2l )

setzen.

*) Da fo“o z¥dz so zu nehmen ist, dass der Punkt z = oo links liegt, also ¢ sich von 27
bis 0 dndert.
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Ist nun f(z) innerhalb A (Fig. 18) eindeutig und
nur in den Punkten by, b9, ... b, unendlich, so ist,
wenn innerhalb 2 der Punkt z = oo nicht liegt

Af(z)dz:g/b;f(z)dz

/ f(z)dz = 2ﬂiZ[f(Z)](z_bh)—l
2 h R
Ist aber 2 derartig beschaffen, dass der Punkt 2z = oo

darin liegt, wie z. B. in der Fliche, die K aussch-

liesst, welche also links liegt, wenn K (Fig. 19) in

der Richtung des Pfeiles durchlaufen wird, und lie-

gen by, b, ...by, auch links, so ist

2

also .
Fig. 18.

Fig. 19.

Ist beispielsweise R(z) eine rationale Funktion, welche fiir z = 2z endlich
ist und K ein den Punkt zp so umgebender Kreis, dass innerhalb desselben
keiner der Unendlichkeitspunkte von R(z) liegt, so ist

—/RR(,Z) dz =0,

[R(2)],-1 =Y [R(2)](,_p, )1

h

Hieraus kann ebenfalls die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion
abgeleitet werden.*)

also

*) Man braucht, wenn R(z) die vorgelegte rationale Funktion ist, den eben bewiesenen
Satz auf R(z) anzuwenden, wo z irgend ein Wert von z ist, fiir den R(z) endlich und von
Null verschieden ist. Nehmen wir der Einfachheit halber R( ) = 0, also die Funktion als

echt gebrochen an, so wird, wenn R(z) = oo ist, fiir z = by, ba, - - - by, von den Ordnungen
R(z)

genau fiir dieselben Werte unendlich und noch fiir z = x, also ist

E= IO I

n17n27”'nm7

oder da
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15. Ich untersuche nun das Verhalten von
Zdz
w = — =logz.
1 <
Das Integral ist in der Umgebung eines jeden von 0 und oo verschiedenen
Punktes eindeutig. Ist aber z in die Ndhe von 0 geriickt, so ist, da

dz

— =2m
0 R
sich ergiebt, w nicht mehr eindeutig. Es dndert sich das Integral beim Um-
kreisen des Punktes 0 um 27¢, wenn das Umkreisen derart stattfindet, dass
der Punkt 0 links liegen bleibt, und um —27i, wenn der Punkt 0 rechts liegen

bleibt.
d
/ Y o
&\) z

Es ist ferner

es dndert also w seinen Wert um —27i, wenn der Punkt z den Punkt oo
so umkreist, dass dieser links liegen bleibt. Ist also w; der Wert von w fiir
z = 21, so ist w = wy + 2mmi der Wert von w, welchen es iiberhaupt fiir
z = z1 annehmen kann, wenn m eine beliebige ganze + oder — Zahl bedeutet,
die davon abhéngt, wie oft man mit z den Punkt 0 oder oo umkreist, bevor
man in 2z anlangt. Denn dass der Unterschied der Werte iiberhaupt nur
eine Konstante sein kann, ersieht man daraus, dass % = % eine eindeutige
Funktion ist.

w ist also eine unendlich vieldeutige Funktion von z und zwar kann
w = log z

fiir reelle Werte von z reell genommen werden, sobald z die reelle Achse von

ist,

R(z) = i {R(z)

o LT Z] (z=b;) 1
Nun ist fiir die Umgebung von b;

A A A

R(z) = Bo+ Bi(z— b))+ ---
(Z) b + (Z—bi)Q + (Z—bi)"i + Bo + 1(2 )Jr
und
1 1 z—b; (Z—bi)"i_l
= + — 4,
x—z x—b (x—10b)? (z — by)™
also ‘ ‘ |
R(z) = A@ + A(ZZ) + + Aig“:
T2 byt Cr=b o (z-bi)? (x —by)™
und daher o o .
m A 7 A i A i
R(z) = L 2 I
D=2 T e T o |

was mit der in 12 S. 30 erhaltenen Formel iibereinstimmt.
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z = 1 bis z = z durchlduft, also™)

T

/dz
w= [|— =logx
z

1

wird, so ist w reell. Wir ersehen aber, dass der logz noch unendlich viele
komplexe Werte besitzt, welche in log x + 2mmi enthalten sind. Nun ist auch
z = f(w) eine Funktion der komplexen Grosse w = u + iv und zwar ist

=€ .

Wir sehen also, dass z eine eindeutige Funktion von w ist, denn z besitzt
die Periode 274, da 2™ =1 ist, so wird

_ 6w+2mm’ _ LW

z €.

Die eindeutige Funktion e wird fiir keinen endlichen Wert von y null
oder unendlich, fiir w = oo wird sie aber in einer ganz eigenthiimlichen Art
unendlich gross. Man kann keine endliche ganze Zahl finden derart, dass

1
]
w wW=00

einen endlichen Wert erlangt. Man nennt einen Punkt von der Beschaffenheit,
wie der Punkt w = oo fiir ¥ ist, einen wesentlich singuliren Punkt der
Funktion e®.

Es lasst sich leicht zeigen, dass e in der Umgebung des wesentlich sin-
guldren Punktes jeden Wert unendlich oft annimmt. Um die Umgebung bes-

1
ser zu iibersehen, betrachten wir ew, fiir welche Funktion w = 0 der wesent-
lich singulédre Punkt ist. Es sei

A= %t
der beliebig gegebene Wert, wo also o und 3 reelle Grossen sind. Setzen wir
w = p(cos ¢ + isin ), so muss

. cos _isingg
eYeP —e o "o

*) Unter [ f(z)dz soll das Integral auf dem gradlinigen Wege von zy nach z verstanden
20
werden.
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sein, also
cos
o=
0
o — = sin 80,
0
d. h.
2nm — (3
tgp = ;
«
9 1

a? + (2nm — B)%°

Aus diesen Gleichungen bestimmen sich also ¢ und o, sobald a und g
gegeben sind. Da aber in beiden die willkiirliche Zahl n enthalten ist, so
ersieht man, dass o und ¢, also auch w unendlich viele Werte annehmen

konnen, fiir welche immer ew = A wird.
Hierbei wird, wenn n sehr gross ist, ¢ unendlich klein, also w in der
Umgebung von 0 sich befinden.
So wird fiir
a=-00, =0, =7, A=0,

d. h. ndhert man sich dem Punkte w = 0 von der Seite der negativen reellen
1 1

Zahlen, so wird ew = 0. Ist aber a = +00, s0ist 0 =0, ¢ =0, ew = 00, d. h.

nihert man sich dem Punkte w = 0 von der Seite der + reellen Zahlen, so

1
ist ew = oo. Ndhert man sich dem Punkte w = 0 von der Seite der positiven
rein imaginéren Zahlen, ist also ¢ = 7, so ist

1
tgp =00, =0, g = ———.
Setzt man n = 0, so ist o = —%. Es wird also fiir o =0

1 i .. 1
ew =A=¢e" =cosf+isinff = cos— —isin—
0 0

vollstédndig unbestimmt.
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16. Ist

z
w = / R(z)dz
20
und R(z) eine rationale Funktion von z, so wird w, als Funktion der oberen
Grenze z aufgefasst, in der Umgebung eines jeden Punktes, fiir den R(z)
endlich ist, eine eindeutige Funktion von z sein.

Wird aber R(z) fiir z = b unendlich, so dass

Ap, Ap—1 A Ay
R(z) —
(=) (z=b)"  (z—b)n1 * (z — b)? * z2—b
+By+ Bi(z —b) + - -
ist, so wird
o 1 Apn 1 A1 A
v n—1(z—-b"1 n-2(z—-pn2 z—0b

1
+A1lg(z —b) + Bo(z — b) + §Bl(z— D) 4 - -

wo (' eine endliche Konstante bedeutet.

Umkreist nun 2z ohne aus der Umgebung von b herauszutreten den
Punkt b, so wird sich der log(z — b) um 27i &ndern, also w um 27iA; und w
kann daher nur eindeutig sein, wenn A = 0 ist.

Wird die rationale Funktion R(z) unendlich fir by, bo,...by, aber so,
dass jeder Koeffizient Ay, von (z — by) ™" in der Entwicklung von R(z) nach
Potenzen von (z—by,) verschwindet und fiir den Punkt z = oo in der Entwick-
lung der Koeffizient von 2z~ daher null ist (Satz 14, S. 37), dann wird w fir
alle Werte von z eine eindeutige Funktion sein, die in den Punkten by ...bn,
0o, nur von einer endlichen ganzzahligen Ordnung unendlich wird, und
muss daher auch fiir eine endliche Anzahl von Werten verschwinden, d. h.
sie ist eine rationale Funktion von z.




[. Theil

Doppeltperiodische Funktionen.



I. Doppeltperiodische Funktionen im Allgemeinen.

1. Die allgemeine eindeutige doppeltperiodische Funktion F'(u) geniigt den
beiden Gleichungen

F(u+ 2) = F(u)
F(u+ ") = F(u),

d. h. der Wert der Funktion bleibt ungeédndert, wenn man zu dem Argumen-
te u die konstante Grosse §2 oder 2/ addirt. £2, £2' heissen die Perioden. Es
ist ohne weiteres klar, dass auch

F(u+m4+m'?) = F(u)

sein wird, wenn m und m’ beliebige ganze positive oder negative Zahlen be-
deuten, denn da sich F'(u) nicht dndert bei Addition von 2 oder 2/ zum
Argument, so kann es sich bei Subtraktion dieser Grossen vom Argumente
auch nicht &ndern und ebensowenig bei wiederholter Addition oder Subtrak-
tion.

Es besitzt also F'(u) nicht blos zwei Perioden, sondern unendlich viele,
aber alle {ibrigen Perioden sind ganzzahlige Vielfache der beiden ersten Pe-
rioden (2 und (2.

Die Perioden, aus denen sich alle {ibrigen als ganzzahlige Vielfache ablei-
ten lassen, heissen primitive Perioden.

(2, £ sind primitive Perioden. Es giebt aber auch unendlich viele primi-
tive Perioden.

Denn setzt man

m2+m' =w
MQ + M,Q/ —_ w/

und bestimmt u, g/ so, dass, wenn m, m’ keinen gemeinschaftlichen Faktor
haben,
m,u' — m’,u =1
ist, so folgt
Q= pw-—md
2 =—pw+md,
d. h. 2, (2 sind ganzzahlige Vielfache von w, ' und daher lassen sich alle

Perioden, die ganzzahlige Vielfache von 2, (2’ sind, auch als ganzzahlige
Vielfache von w, w’ darstellen oder w, ' sind primitive Perioden.
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2. Damit eine doppeltperiodische Funktion moglich ist, welche die Peri-

oden §2, {2 besitzt, darf der Quotient % nicht reell sein. Denn wire erstens

% = I, wo m und n ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler

sind, so bestimme man zwei ganze Zahlen p und v so, dass

myv +np =1
ist und setze
v+ p2 =46
nf2 —me =0,

dann ist ¢ eine Periode und es folgt

2 =md
2 =né,

d. h. 2 und 2’ sind ganzzahlige Vielfache der einen Periode §, es ist also die
Funktion, welche die Perioden {2, £/ besitzt, nur einfach periodisch und hat
die Periode 9.

Wire zweitens % irrational, so kann man einen Kettenbruch bilden,

der diesen Quotienten mit beliebiger Annédherung darstellt. Ist ]%—Z der n'®
Néherungswert, so wird

2 Z, €

e T

2" Ny N2
und £ < 1 sein, oder

ist auch eine Periode. Da aber N, iiber alle Grenzen wéchst, so wird die
Periode Ny, (2 = Z,, (2" unendlich klein, d. h. die Funktion bleibt unveréndert,
wenn man das Argument um unendlich wenig &ndert, solche Funktionen wol-
len wir aber ausschliessen. Ist die Funktion eine Funktion des komplexen Ar-
guments u = x + iy, so muss sie eine Konstante sein, da sie durch Anderung
des Argumentes nicht blos in der Richtung von (2, die mit der von 2’ zusam-
menfallt, konstant bleibt, sondern zufolge der Grundeigenschaft der komple-
xen Funktion bei der Anderung in jeder Richtung konstant bleiben muss.*)

*) Es ldsst sich auch zeigen, worauf hier nicht eingegangen werden soll, dass eine eindeu-
tige Funktion einer Variablen mit mehr als zwei von einander unabhéngigen Perioden nicht
existiren kann. Vergl. Konigsberger, »>Theorie der ellipt. Funktionen.< I. Theil. S. 363.
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3. Es ist also nur moglich, dass % = a+1if
ist und 4 von Null verschieden, d. h. dass die
Strecken 02 und 082, (Fig. 20), verschiedene
Richtungen haben, es also stets moglich ist ein
Parallelogramm zu bilden, dessen Seiten {2 und
2" sind. Dieses Parallelogramm heisse Perioden-
parallelogramm.

Setzt man an das erste Periodenparallelo-
gramm an jede Seite ein zweites, an diese erhal-
tenen wieder andere, so erhélt man die ganze
Ebene auf diese Art liickenlos mit solchen Par-
allelogrammen {iberdeckt.

Ist v ein beliebiger Punkt der Ebene, so kann man

v=m+m' 2 + 2+

Fig. 20.

setzen, wo m und m’ ganze Zahlen bedeuten und
0s¢=1 0s¢ <1

ist, da v notwendig in einem der konstruirten Parallelogramme liegt. Dann
ist aber

F(v) = f(mR24+m'2 + 0+ 02
= F(EQ+E2) = F(u),

wenn u = ££2 + &'() gesetzt wird.
Der Punkt u liegt aber zu Folge der Bedingung

0S¢5, 05¢ 21

in dem Periodenparallelogramm, welches an den Anfangspunkt angelegt ist,
und man ersieht aus obiger Gleichung, dass die doppeltperiodische Funktion
F(u) im ersten Periodenparallelogramm. schon alle Werte annimmt, die sie
tiberhaupt annehmen kann.

Es ist irrelevant, das Periodenparallelogramm geradlinig anzunehmen.
Denken wir uns von 0 nach 2 und 0 nach ' (Fig. 20) irgend eine sich
nicht iiberschneidende Kurve 0tf2 und 052’ gezogen, und die parallelen Sei-
ten hinzu 2't' 2 + 2’ und 25’ 2 + ' konstruirt, so dass dieselben durch
Verschiebung um (2’ resp. 2 aus den ersteren hervorgehen, so wird ein sol-
ches Parallelogramm ebenso dazu geeignet sein die ganze Ebene durch seine
kongruenten Reproduktionen liickenlos zu iiberdecken; und innerhalb eines
derselben nimmt die doppeltperiodische Funktion F'(u) alle ihre Werte be-
reits an.
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4. Bevor wir dazu iibergehen, die fundamentalen Eigenschaften der dop-
peltperiodischen Funktionen zu entwickeln, wollen wir spezielle doppeltpe-
riodische Funktionen aufstellen, damit an der Existenz der Funktionen kein
Zweifel obwaltet.

Gesetzt wir héitten eine eindeutige einfach periodische Funktion mit der
Periode w gefunden, welche den beiden Gleichungen geniigt:

flu+w) = flu) |
flu+ ') = flu)e™Rure)S

und wir bilden die Funktion

f(u)

Flu) = ———5—,
(W) f(u+%w)

von der wir nachweisen konnen, dass sie keine Konstante ist, dann wird

Flu+w) = F(u)
F(u+ ') ==F(u),

also
F(u+2w') = F(u),

d. h. F(u) wird eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden w, 2w’
sein. Solche Funktionen f(u), wie wir sie forderten, konnen wir aber in der
That leicht aufstellen. Es sind das die Thetafunktionen, zu denen wir daher
iibergehen wollen.




I1. Theorie der Thetafunktionen.

5. Ist
+o0o
f(U) _ Z Ane2n%ﬂi
n=—00
eine konvergente Reihe, so stellt sie eine eindeutige, einfach periodische Funk-

tion dar.
Denn es ist

flu+w) = flu),
da

utw . u,_; . u,
62n—w T _ 62nwm€2nm _ €2nwm

ist. Damit die Reihe konvergirt, ist notwendig und hinreichend, dass die bei-

den Reihen
00
w
E :AnGQnam
n=1

und
-1 . 00 "
AO+ Z Ane2naﬂ'l :A0+ ZA_n€_2nETm
n=—o00 n=1

unbedingt konvergiren. Die Reihen konvergiren jedenfalls gleichméssig und
unbedingt, wenn*)

<1 (A)

resp.

< 1.

lim ' Afn+1 e—Q%M'
n=00

An

Wir legen nun f(u) die zweite Bedingung auf, dass
flut ') =" CrDT p)

wird, und setzen u der Bedingung (A) gemiss gewahlt voraus. Es ist

+w . / .
f(u—i—w/): Z An62n%m+2n%m

n=—oo

*) Vergl. Harnack: Elemente der Differential- und Integralrechnung. Leipzig 1881.
S. 129 ff.
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und

. +00 ,
6—(2u+w’)%f(u) _ Z An€2(n—1)%m—%m‘
n=-00

Setzt man in der ersten Reihe n — 1 an Stelle von n, wodurch die Sum-
mationsgrenzen ungedndert bleiben, so muss

+oo w o +oo L o
Z An—1€2(n_1)5m-62(”_1)57”: Z Ane2(”—1)am.e_wm

n=—00 n=-—00
sein, daher™)
An_1€2(n—1)%/m' _ Ane—%m'
oder .
A, = A, g
mithin .
A, 1= An_2e(2n—3)%ﬂ'i

/ .
Ap_g= An_36(2n—5)%m

39
AQ :Ale w
A =Apew ™.

Multiplizirt man die Gleichungen mit einander, so féllt rechts und links
das Produkt
Apn_1An—2... A2A;

aus, und es folgt')
A, = Agel+3t2n=3+2n-1)F _ AoenQ%m’
folglich
= 20 . U, s
f(u) = 4 Z NG eQn;m
n=—oo
400

) .
= A Z e(n w’—|—2nu)%'

n=—oo

* =, so ist der angewandte Satz ein bekannter Satz iiber Potenzrei-

*) Setzt man €257
hen.
) Setzt man 1 +3+5+---+2n—1=s,s0ist n(2n+1) =14+2+3+---+2n =

s+2(1+2+---+n)=s+n(n+1), daher s = n
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Wie man sich leicht {iberzeugt, besitzt auch f(u) die beiden verlangten
Eigenschaften. Wir wollen die Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe auf-
stellen.

Zu dem Zwecke betrachten wir zuerst die Halbreihe

00 .
Z 6(n2w’—|—2nu)%
n=1
und wenden das Kriterium (A) an, dass die Reihe
(0.}
Dt
n=1

konvergirt, wenn
Un+1

lim <1
Un  In=o00
ist. Nun ist A
Untl _ ol@nt+1)w'+2u] T
Un
Setzen wir

/
w . u .
S —a+if, =g+,
w W

so wissen wir, dass (3 nicht null sein darf, damit wir w und w’ zu Perioden
einer doppeltperiodischen Funktion wihlen kénnen. Es wird dann

Untl _ (2n+1)(at+if)mi+2(E+in)mi
Un
— o~ @n+l)fr—2nm _ [(2n+1)a+2¢]mi

daher
Un+1
Un

_ 6—(2n—|—1)67r—2777r'

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass

v

lim | L <1

Un Ip=co
ist, ist daher
6> 0.
Ist § positiv, so wird

. |op+1

lim |2 =0
Un  In=oo
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und die Reihe

0.8 .
Z 6(an’—i—2nu) o
1

konvergirt fiir alle endlichen Werte von .
Die zweite Halbreihe

ie(nw—ﬂnu 1+Z nw—l—?nu—

—0o0

transformiren wir durch die Substitution n = —m in

1+ Z —2mu :

wodurch die Summe dieselbe ist, wie die frithere, nur —u statt u gesetzt. Da
aber die frithere Reihe, sobald § > 0 ist, fiir jedes endliche u konvergirt, so
konvergirt sie auch fiir —u, d. h. die letzte Reihe konvergirt unter derselben
Bedingung. Wir haben also:

Die Reihe
+oo

2 i
Z e(n w'+2nu) 7

n=—00
konvergirt unbedingt und gleichmdssig fiir alle endlichen u, sobald der Koef-
fizient von i in < positiv ist.

Wir setzen
+oo

193(u): Z 6(n2w’+2nu)% (B)

n=—oo

so ersehen wir, dass ¥3(u) eine eindeutige, fiir jedes endliche u endliche Funk-
tion ist, welche die Eigenschaft besitzt, dass

93(u +w) = V3(u)
93(u + ') = O3(u)e” 2t )T

ist. Diese Eigenschaften bestimmen, wie wir sehen werden, die Funktion 93 (u)
bis auf einen konstanten Faktor, indem die allgemeinste Funktion f(u), wel-
che diese Eigenschaften besitzt, sich gleich

ApU3(u) = f(u)

ergiebt.
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6. Wir wollen aus der Funktion ¥3(u) durch Hinzufiigen von halben Perioden
noch drei andere Funktionen ableiten. Und zwar setzen wir

“+00

190(u) = 793(” - %w) = Z e[n2w’+2n(u—%w)]%
n=—0o0

+00 4

= Z (—1)”6(n2w/+2nu)%
n=-—00

Yo(u) = e%(2“+%w)% -3 (u + %w/)

e ) .
:e%(2u+%w)% Z e(n2w’+nw’+2nu)%
n=-00
+00 .

_ Z e[nzw'—i—nw’—&—%w’—i—@n—&—l)u]%
n=-00
= 1\2 1 :

_ Z e[(n+§)w+2(n+§)u]%;
n=-00

V1(u) = 9g(u — %w) = e%(zu_w+%w/)% -3 (u — %w + %w’)
+00 )
_ Z e[(n+%)2w'+2(n+%)(u—%w)]%
n=—00
+00 .
_ Z (_1)—(n—l—%)e[(n+%)2w’+2(n+%)u]%
n=-—00
+00 )
_ 1 3 (—1)rel(nHh) 2 +2(nt-hul
¢ n=—00
Mit Riicksicht auf das Verhalten von ¥3(u) gegeniiber den Perioden w
und ' erhélt man zufolge der Definitionsgleichungen der ¥3-Funktion die
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Gleichungen:
Dylu+w) = Vau) |
I3(u+w) = d3(w)e Fute)T

Dou+w) = Jo(u) |
Fo(u+w') = — Ip(u)e et

Ua(u+w) = —Ja(u) ,
Do(u+w) = Pg(u)e Bute)T

Vi(u+w) =—d1(u) ‘
91w+ o) = — 9y (u)e et T

Diese Gleichungen sind mit Hilfe der Reihenentwicklungen der ¥-Funkti-
onen leicht zu verificiren. Umgekehrt giebt jedes Paar von Gleichungen als
Definitionsgleichungen der Funktion ¢ die entsprechende Reihenentwicklung,
wenn der konstante Faktor Ag = 1 gesetzt wird.

7. Setzt man

+00

Iu,e,¢') = Z e{(”+%)2w,+2(n+%)(u+%’w>}%i 0

)

n=—oo

so ist J(u,e,e’) die allgemeine Thetafunktion, welche fiir spezielle Werte
von €, ¢’ in die vier obigen ¥ iibergeht. ¢, ¢’ heissen die Charakteristiken der
J-Funktion.

Es ist
PHu,0, 0)=7I3(u)
Hu, 1, 0)=9(u) 2)
Y (u, 0, —1) = Yo (u)

wie aus der Vergleichung der Reihen ohne weiteres folgt.
Man iiberzeugt sich, wie bei ¥3(u), dass die Reihe fiir ¥(u, ¢, €’) konvergirt,
sobald nur der Koeffizient von 7 in % positiv ist.
Es ist ferner
Iu,e+2,¢') = I(u, e, ¢’)

I(u e, +2) = (—1)° I(u, e, &), (3)
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denn dndert man € um 2 und schreibt n — 1 an Stelle von n, wodurch die
V(u, e, ¢’) nicht gedindert wird, so ersieht man, dass die erste der Gleichungen
richtig ist. Um die zweite zu verificiren beachte man, dass jeder Exponent
von e in (1) um (27 + €)mi wéchst und dass

o2nte)mi _ (1)

ist. Man kann also alle ¥(u,e,e’) mit ganzzahligen Charakteristiken auf
die vier ¥ zuriickfithren mit den Charakteristiken (g,&’) = (0,0), (0, —1),
(1,0), (1,—1), welches genau unsere vier ¥-Funktionen sind. Ersetzt man
in I(u,e,¢’) das u durch

u+ %’% + %%/,
wo 2 und s/ ganze Zahlen sein sollen, so wird der Exponent von e, abgesehen
vom Faktor 7,

(n—ir%)zw +2(n+ )(u+%"‘7’+%%+5’%>
(n+5 %) w +2(n+€+%) (u—k#w)
_Tw/_%<u+€+%’ )

Daher ist

ﬁ(u—l—%’g—i—%w—,,e,s/)

- z (2o 82) (4 )| B (s )

also

9 (u + %’% + %%, 5,5')
e 5/
2

—x(u+ w—i—ﬂw')ﬂ
=I(u, e+ 5,6 +3) e ( 17w

Hieraus folgt fiir s = 0, 5/ = 2 resp. s =2, s/ =0,

I(ut+w,ec)=(=1)(ue,c)
19(u +w/,€,€/) _ (—1)€/ﬁ(u’€751) . e*(2u+w’)%7 (II)

woraus man fiir die speziellen Werte der Charakteristiken die vier Paar De-
finitionsgleichungen (I) fiir die vier ¢¥-Funktionen erhélt.
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Es ist ferner

+00

V(—u, 5,5’) — Z e[(n+%)2w/+2(”+%)(—u—i—%/w)} 7;@

—0oQ

Da aber
2(0+5) (—ut 5) = -2 (0 ) (u+ 5) +2 (0 +5) o

ist, so folgt

Doty = 2m+8)em 5 [l w20 ) (1w 50)] 2

—0o0

Y

also /
I(~u,e,€') = (=1)*0(~u,e, &), (5)

da man in der Summe n durch —(n+¢) ersetzen kann, sobald ¢,¢" ... 0 oder 1
sind, was blos die Ordnung der Summation dndert.

Von unseren vier ¥-Funktionen sind also drei gerade und nur eine unge-
rade, denn es ist

(6)

8. Die Formel
D(u, e+ 3, + 5)

iy o »
=0 (u+g +x%.2,¢) e%(“eg w5 ) (4)

(e +)
= (—1)%

giebt uns die Verwandlungsformeln der vier J-Funktionen ineinander.

a)€:075,:05

O (u+ %’% + #%,¢,€) o (utFu) o

(I11)
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: }/_ ! >, J\ T
I, 7,57 — 1) = (=1) (e 1) ; (u 1Yy %%) )
dy(u) = o (u+5) = Vo (u—5) av)
Ua(u) = o (u +Y 4 %’) ()
Vi) = 4o (u+ %) Mot ) %

()2 V)
ﬁo(u):%ﬁg <u—%+%>e )
Vi(u) =2 (u—%) = -2 (u+%)
d)e=1,¢=-1
Iu, 1+ 36,50 +1) = (—1)" 2 1)191 (u + 7Y + 24 ) et )T
_ w W (“"‘UJT)%
U3(u) = (U + 35+ 7) (V1)

7

Vo(u) = 10, (u + %) e(u+z) w
192(u) =1 (u+ %) = -4 (u - %) .
9. Die Reihen fiir die ¥-Funktionen kénnen noch in anderer Form dargestellt
werden.
Man setze mit Jacobi, dem Begriinder der Theorie der ¥-Funktionen,

so wissen wir, dass modg < 1 ist, da % einen positiven Koeffizienten von i
besitzt. Es wird dann

+00 5 ; +00 5 "
i .
O(u) = E : 6(n w2nu) T E : q" p2n i
n=—oo n=—oo

(0.9]
_ Z anGQngm 1 Z qn262ngm'

n=—00 n=1
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Schreibt man in der ersten Summe —n an Stelle von n, so wird die Summe
von +o0o bis +1 zu erstrecken sein, und es wird daher

s 00
2 . 2 .
ﬁg(u) — 14 2 :qn e—Zn%m + § :qn e2n%m'

Da die Reihen aber unbedingt konvergiren fiir alle endlichen u, so kann
man die Glieder mit q”2 zusammenfassen und hat

00
2 U, _; U,
193(u) -1+ 2 :qn (627157” + 6—2nam> '
n=1

Da nun
e’ +e " =2cosz

ist, so ergiebt sich ¥3(u) in der Form
S,
U3(u) =142 Z q" cos2nlr.
n=1

Andert man u um %, so erhdlt man

o0
U3(u) =142 Z(—l)”q" cos 2n 2,
n=1
da cos(nm + x) = (—1)" cos z ist.
Es war ferner
™= 1,2 1 ' RS 142 1y, mi
Do (u) = Z 6[(n+§) w'+2(n+5)u] 2 _ Z q(n+§) o2(n+3)uly
n=—oo n=—00
! 1 1 > 1 1
_ Z q(n+§)262(n+§)%m' I Z q(n+§)262(n—|—§)%m"
n=-—00 n=0

In der ersten Summe setzen wir fiir n, —n — 1, wodurch sie von 400 bis
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0 fiir das neue n zu erstrecken ist und es ist

0 00
Do (u) = q(n+%)2€_2(n+%)%m’ + Zq(n+%)2€2(n+%)%m

_an+ +3)u T o 2(n+%)%m’)’

3
v
| |

o0
Z (n+3 cos(2n—|—1)%
0

o

||
g

Z n(n+1) cos (2n+1)5m,
0

oder, wenn man fiir n... n — 1 einfiihrt,
P9 (u) = 2q4 Z ¢ cos(2n — 1)4x.
n=1
Andert man v um —%, so wird
= 2q4 Z yrt g1 sin(2n — 1) &,

da
cos(2n — 1) (x — ) = (=1)" Lsin(2n — 1)z

ist. Fassen wir die vier Formeln zusammen, so ist also

(0]
2
U3(u) =142 Z q" cos2nim

n=1
u)=1+2 Z(—l)”q”2 cos2n 2w
(VII)
Yo (u) = 2q1 Z """V cos(2n — )i
n=1

g1

I1(u) = 2¢1 Y (=1)" 1" Dsin(2n — 1) Lr.

n=1
Hieraus ersehen wir wie friither, dass
Ug(—u) =V3(u) Jo(—u) = Jo(u)
Vo(—u) = d2(u) V1(—u) =—1I1(u)
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ist, d. h. dass nur die Funktion 91 (u) ungerade, die iibrigen gerade Funktionen
von u sind. Es ist ferner, wenn 9(0) = o gesetzt wird,

(0. ¢]
2
I3 =1+2Y ¢" =1+20+¢" +"+¢"C+¢®+ ) (VIII)
n=1
(0.]
do=1+42) (-1)"¢" =1-2(¢—q*+¢’ =" +--)
n=1

Diese Reihenentwicklungen fiir die 9(u) und o sind dusserst konvergent,
da |g| < 1 ist und die Potenzen von g dusserst rasch wachsen.

10. Wir sahen soeben, dass
V1(u — ) fir u =«

verschwindet, da aber bei der Addition von mw + m/w’ (m, m’ ganze Zah-
len) zum Argument die ¥;-Funktion sich reproduzirt multiplizirt mit einem
Exponentialfaktor, so muss auch

1 (u—a+mw+m'd) =0,
sein fiir u = «, d. h. es ist
V1 (mw +m'W") =0,

wenn m und m’ beliebige ganze Zahlen sind. Man ersieht aber, dass, wenn
Y1 (v — a) = 0 wére fiir u — a = (3, wo (3 innerhalb des ersten Periodenparal-
lelogramms lage, dass auch

91 (B +mw+m'w') =0

ware, d. h. aus jeder Verschwindungsstelle der Funktion ¢ (u — a) innerhalb
des ersten Periodenparallelogrammes folgen unendlich viele, jede als eine da-
zu kongruente Stelle in jedem der unendlich vielen Parallelogramme, die man
aus w, w’ konstruirend neben einander legen kann. Kénnen wir daher nach-
weisen, dass ¥1(u — «) nur einmal innerhalb des ersten Parallelogramms;
namlich fiir v = «a, verschwindet, so sind alle Nullstellen von ¥ (u) in der
Formel
u = mw +m'J
enthalten, wo m, m’ ganze Zahlen sind.
Wir bemerken, dass 91 (u) fiir keinen endlichen Wert « unendlich wird.
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Nun ist [dlog¥i(u — «) genommen lings
der Begrenzung einer Flache, innerhalb welcher
Y1 (u) eindeutig ist, und die den Punkt u = oo
nicht einschliesst, gleich 27in, wenn n die An-
zahl der Nullstellen von 91 (u — «) ist (vergl.
Satz 13, S. 32), da ¥1(u — «) nicht unendlich
werden kann.

Wir nehmen das Periodenparallelogramm

Oabe (Fig. 21), als die Fldche, ldngs deren Be- W
grenzung das Integral zu erstrecken ist, wobei
Fig. 21.

/

0a =w=cb, 0c=w =ab

ist. Es ist™)

2min —/ dlog ¥ (u — «)
Oabc

S:

dlogVi(u — a) + ﬂdlogﬁl(u—a)+/dlogﬁl(u—a)+
ab be

+

Q
O\O
ISH
s}
]
<
—
<
|
£

w+w/ W'

dlogVq(u — a) + J/ dlog Vi (u — a) + dlog v (u — a)+

w w+w!

Il
S ¢

Im dritten Integral setzen wir w = v’ + ', da dann

I(u—a) =01 —a+ o) = —0) (i — a)e” R -20HN T

*) Unter [ das lings der Geraden Oa hin erstreckte Integral verstanden.
Oa
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ist, so ist
log W1 (u — ) = log(—1) + log 91 (v — @) — (20 —2a+w)m
w
2
dlog (1 — a) = dlog ¥ (u — ) — “dal
w
W 0 5 0
J/ dlog 91 (u — ) ﬂdlogﬁl o —a) = 2 ‘du’
w
ww! w w

—ﬂdlogi‘}l(u’ — ) + 2mi.
0

Im zweiten Integral setzen wir v’ + w = u; da dann
dlog (v’ — o) = dlog ¥ (u — )

wird, so ist

/

w+w w
/ dlogﬁl(u—a):/ dlog (v’ — a).
0

w

Fithrt man diese Werte der Integrale in obige Gleichung ein, und ersetzt
die Integrationsvariable v’ durch w, so wird

2min :/ dlog Y1 (u — «)
Oabc

/

w w
:ﬁdlogﬁl(u—a) —ﬁdlogﬁl(u— )
0

w
ﬁdlogﬁl u— )+ 2mi — [|dlogv(u — «)

Cﬂ::::QE

0
= 2mi
d. h. n = 1; es verschwindet also ¥1(u — «) nur einmal innerhalb des Peri-

odenparallelogrammes und zwar fiir © = o und daher sind alle Werte von u,
fiir welche

ist, enthalten in
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Betrachtet man die Formeln (VI) S. 56, so ergeben sich hieraus die Werte,
fiir welche die iibrigen ¥-Funktionen verschwinden. Wir erhalten auf diese

Art:

Y1(u) =0 fir uw=mw+md

Do(u) =0 7 u=(m+3w+md
O3u) =0 7 u=(m+Hw+ (m + i
do(u) =0 7 w=mw+ (m + %)w’,

wobei m, m’ ganze positive oder negative Zahlen sind. Zugleich sind die
Werte von u die einzigen, fiir welche die ¥-Funktionen verschwinden.

11. Mit Hilfe der aufgestellten ¥-Funktionen ist es nun leicht, doppeltperi-
odische Funktionen zu bilden. So ist

¢ eine beliebige von u unabhéngige Grosse, eine eindeutige Funktion von u,
welche die Perioden 2w und w’ besitzt. Dass ¢(u) keine Konstante ist ersieht

/
man daraus, dass sie fiir « = % unendlich und fiir v = 0 null wird. Da ferner

U (u+ w) V1 (u)

plutw) = Cﬂo(u tw) _Cﬁo(u) = ¢l
ist, so ist
plu+2w) = —p(u+w) = p(u).
Ebenso ist
B —(2utw) ™t
go(u n w,) _ cﬁl(u + w/) _ . 191(’&)6 - cﬂl(u),
Jo(u + ') _190<u)6—(2u+w’)5 Vo(u)
daher:
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In ganz derselben Weise erkennt man, dass die Quotienten:

o)’ D1(w) die Perioden 2w o' haben,
o R
o I
e E R
R
Ua(u) V() o o

also mit beliebigen, von v unabhéngigen Grossen multiplizirt doppeltperiodi-
sche Funktionen liefern.




I1I. Fundamentale Sitze iiber doppeltperiodische
Funktionen.

12. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion wird innerhalb eines Peri-
odenparallelogramms™) ebenso oft unendlich als null.

Wir wollen voraussetzen, dass jede Null- oder
Unendlichkeitsstelle der Funktion eine einfache
ist, da, wenn dieselbe mehrfach ist, dies bei dem
Zahlen derselben immer als ein Zusammenriicken
mehrerer einfacher aufgefasst werden kann. Ist
die Stelle u = a eine v-fache Null- oder Unend-
lichkeitsstelle, so ist auch in obigem Satze diese
Stelle als v Null- oder Unendlichkeitswerte ein-
zufithren. Hat also die doppeltperiodische Funkti-
on F'(u) innerhalb des Periodenparallelogrammes Fig. 22.
0, 2, 2+ 2 2 ...m Nullstellen und n Unend-
lichkeitsstellen, so ist nach Satz 13 d. E., S. 34

/ dlog F(u) = 2mi(m — n),
A

unter 2 die Kontur des krummlinigen Parallelogrammes Fig. 22 verstanden.
Nun istf)

0} 02+ 94 0
/ dlog F(u) = / dlog Fu+/ dlog Fu+/ dlog Fu+/ dlog Fu.
A 0 9] 0N+ 9

Im zweiten Integral bewegt sich die Integrationsvariable von 2 nach 2 + 2/,
ersetzen wir sie durch u' + 2/, so wird v/ von 0 nach (2’ laufen und es ist
dann

0N+ (9] ' o’
/ dlogFu:/ dlogF(u’+Q)=/ dlogFu’:/ dlog Fu,
(2 0 0 0

da F(u' + 2) = F(u) ist, und das bestimmte Integral von der Integrations-
variablen unabhéngig ist, denn der Weg derselben ist vorgeschrieben. Ersetzt

*) Wir setzen immer ein primitives Periodenparallelogramm voraus, d. h. ein solches,
dessen Seiten primitive Perioden sind. Die eine Ecke moge u = 0 sein, was unwesentlich
ist.

) Sollte auf dem Integrationswege ein Unstetigkeitspunkt von dlg F'(u) liegen, so kann
man denselben so abéndern, dass der neue Weg nicht hindurchgeht, wodurch der zu diesem
parallele Weg auch durch keinen solchen Punkt fithren wird.
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man in dem dritten Integral u durch v’ + 2, so wird v’ die Werte von 2
nach 0 durchlaufen und da auch

F' +2)=F)

ist, so wird

94 0 0
/ dlogF(u):/ dlogF(u’+Q’):/ dlog F(u),
n n

040

also ist

0 94 0 0
/dlogF(u):/ dlogFu—l—/ dlogFu+/ dlogFu+/ dlog Fu =0,
A 0 0 N (ol

da sich das erste und dritte, sowie das zweite und letzte Integral gegenseitig
aufheben.
Mithin ist
m=n,

wodurch der ausgesprochene Satz bewiesen ist.

13. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion nimmt einen beliebig gegebe-
nen Wert A eben so oft an, als sie unendlich oder null wird. Denn F(u) — A
ist eine doppeltperiodische Funktion von u, welche genau so oft unendlich
wird, wie F'(u), also muss F'(u) — A = 0 eben so oft werden, als F'(u) un-
endlich oder F'(u) = 0 wird. Hierbei ist als Voraussetzung, dass F(u) = A
fiir u = a wird, aber so, dass F’(a) nicht null ist, weil sonst F(u) — A fiir
u = a zweimal null werden wiirde. Ist also A = F(a) und F'(a) = 0, so ist
eine solche Stelle so zu zéhlen, dass F'(a) zweimal gleich A wird.

Man nennt eine doppeltperiodische Funktion, welche im primitiven Peri-
odenparallelogramm n-mal unendlich wird, eine doppeltperiodische Funktion
n* Ordnung. In dem Vorstehenden und Folgenden ist n stets als endliche
Zahl anzunehmen. (Vergleiche die Bedingungen fiir den Satz 13 und 8 der
Einleitung.) Dann konnen wir die Sétze 12 und 13 einfach so ausdriicken:

Eine doppeltperiodische Funktion n'®" Ordnung nimmt jeden Wert ge-
nau n-mal in einem primitiven Periodenparallelogramme an, d. h. wenn das
Argument u derselben nur Werte annimmt von der Form &2 + £/, wo
05¢<1,02¢ < 1.
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14. Flir jede eindeutige doppeltperiodische Funktion ist die Summe der lo-
garithmischen Residua null.
Nach Satz 14 S. 37 ist

n n

/QlF(U) du = 2mi Z [F(u)] (u—a) L = 27i Z Ay,

v=1 v=1

wenn F'(ay,) = oo ist und [F(u)]( )-1 = Ay der Koeffizient von (u—ay)~!

uU—ory
in der Entwicklung von F(u) in der Umgebung von «y,, da wir 2 so wihlen
werden, dass der Punkt u = oo nicht innerhalb liegt. Wir nehmen als 2 das

Periodenparallelogramm (Fig. 22), und es ist

/Ql Fu) du — /O ) dus / T ) dus / T dus / " F(u)du = 0.

2 0249 o

da F(u+ 2) = F(u) und F(u+ ') = F(u) ist. Mithin ist

ZAV:O.

1

Wiire nun jedes Ay, = 0, so kénnte F'(u) nur so unendlich werden, dass jede
Unendlichkeitsstelle eine mehrfache wird.

Wird F(u) innerhalb des Periodenparallelogramms nicht unendlich gross,
so kann F'(u) fiir keinen Wert innerhalb des Periodenparallelogramms auch
verschwinden, d. h. F(u) wird iiberhaupt fiir keinen endlichen Wert von u
unendlich gross oder null. Da also F'(u)[ebenso ﬁ] als eindeutige Funktion

von u fiir keinen endlichen noch so grossen Wert von u unendlich werden
kann, sondern stets dieselben endlichen Werte annehmen muss, die es im
ersten Parallelogramme hatte, so muss F'(u) von u unabhingig, d. h. eine
Konstante sein.*) Daher:

Jede doppeltperiodische eindeutige Funktion, welche innerhalb eines Pe-
riodenparallelogrammes nicht unendlich wird, ist eine Konstante. Eindeutige
doppeltperiodische Funktionen, welche nur fir einen Wert von u innerhalb
des Periodenparallelogrammes einfach unendlich werden, existiren nicht.

*) Denn da F'(u) fiir alle endlichen u endlich bleibt und eindeutig ist, so gilt um den
Punkt a die Entwicklung

Fu)=A+ Aj(u—a)+ Ay(u—a)* + Az(u—a)® + - --

fiir alle endlichen noch so grossen u. Wenn aber u iiber alle Grenzen wichst, so wird die
Reihe rechts auch iiber alle Grenzen wachsen miissen, d. h. F(u) selbst ins Unendliche
wachsen miissen, wenn nicht A; =0, A5 =0..., also F(u) = A eine Konstante ist.
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Denn soll F(u) fiir u = « einfach unendlich werden, so muss

A
F(u)zu_oé—l—B%—Bl(u—a)ﬂL---

sein, da aber nach eben bewiesenem ) A, = 0 sein muss, so miisste A = 0
sein, d. h. F'(u) wiirde fiir v = o auch nicht unendlich werden, miisste daher
eine Konstante sein.

Doppeltperiodische Funktionen niedrigster Ordnung sind daher die von
der zweiten Ordnung. Sind die beiden Unendlichkeitspunkte von einander
verschieden, so muss

A
F(u) = + B+ Bi(u—aq)+---

U — Q]
—A

Flu) = B + Bl (u—

(u) u—a2+ + By(u—ag) +

sein in der Umgebung von aq resp. a. Sind aber die beiden Unendlichkeits-
punkte nicht verschieden, dann wird F'(u) fiir u = « von der zweiten Ordnung
unendlich und es muss

F(u):ﬁ—l—B—l—Bl(u—&)—l—‘“,

sein, d. h. das Glied mit ﬁ muss ausfallen.

Zusatz. Soll eine eindeutige fiir alle endlichen Werte von u endliche Funk-
tion von u den beiden Gleichungen

plu+w) = (=1)"p(u)
! _ ANt
plu+u) = (=) p(u)e” PG
geniigen, so muss ¢(u) = C - ¥(u,&,&’) sein, wo C eine von u unabhiingige

Grosse ist und J(u, €,¢’) die in (7) S. 53 aufgestellte ¥-Funktion ist. Denn es
ist

pu)
Iu,e,e’) /()
eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden w und w'; also ist

gp(u) = f(u)ﬁ(uﬁ g, 8,)‘

Nun soll ¢(u) nicht unendlich werden, also kann f(u) nur unendlich werden,
wenn J(u,e,&’) = 0 ist. Wie wir sahen verschwindet aber ¥(u,e,&’) nur
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fiir einen Wert von u einfach innerhalb des Periodenparallelogramms, also
kénnte f(u) nur fiir einen Wert von u innerhalb des Periodenparallelogramms
unendlich von der ersten Ordnung werden, und daher muss f(u) eine von u
unabhéingige Konstante sein, folglich ist

o(u) =C-V(u,e,€).

15. Wird F(u) = A nur fiir u = uy,us ... up, ohne dass F'(uy) = 0 wire,
ist also F(u) eine doppeltperiodische Funktion n*T Ordnung, so ist

Uy +ug+ug+---up =c¢

wo ¢ eine von u und von A unabhdngige Grisse ist (Liouville’scher Satz).
Es sei F'(u) = oo fiir u = aq, as. .. ay, diese also lauter einfache Unend-
lichkeitsstellen und alle im ersten Periodenparallelogramm. Dann ist

= [ udlo u) —A) = —UF/(U) u
J_/m dlog(F(u) — A) /Q[F(u>_Ad

_2742/ +Z/VFUF,

v=1

nach Satz 14 S. 37.

Es ist aber
ulF’ (u) , F'(u) ‘
—————du=2 —_— =2
/1?,, Flu)— 4 u = 2miuy [F(u) — A] )1 iy,
denn es ist F'(u) — A = (u — uy)p(u), wo p(uy) = B < 0 ist, also ist

d 1 P'w)  F(u)

— log(F(u) — A) = = d

du og(F(u) ) U — Uy * ou)  Fu)—A "

und ¢(u) verschwindet nicht in der Umgebung von w,,, wird auch nicht un-

¢’ (u)

endlich, also ist ) endlich. Genau so ergibt sich

ul’ (u) :
/al/ m du = —27TZCYV,
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ist. Also folgt, wenn wir 2 als das Periodenparallelogramm (Fig. 22) nehmen:

J = /Qludlog(F(u) — A) =2mi [;uy —VZ:IOQ,] :

Andrerseits konnen wir J direkt berechnen. Es ist

2 0+ 2
J:/O udlog(F(u)—A)—i—/Q udlog(F(u)—A)—i—/QJFQ, udlog(F(u)—A)

0
—i—/ﬂ/ udlog(F(u) — A);

ersetzt man im zweiten Integral u durch u + §2, im dritten durch u + £2’, so

wird

0 4
J :/O udlog(F(u) — A) +/0 (u+ 2")dlog(F(u) — A)
0 0
—i—/ﬂ (u+ 2")dlog(F (u) — A) + /Q/udlog(F(u) —A)

und wenn man die sich aufhebenden Integrale fortlasst

04 (0
J:QA M%@w%ﬁﬂ—ﬁé dlog(F(u) — A).

Setzt man nun

F(u) — A= ¢,

wo z die neue Integrationsvariable sein soll, so wird

F(0) —A=¢e*

F(Q) —A = 2ot

F(Q) —A= ezo—&—Q%m"
wo s und »/ ganze Zahlen sein miissen, da

F(0)=F(2')=F()

ist. Dann wird

20+25 i 20+2s¢mi
JzQ/ m-ﬁ/ dz,
20 2
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d. h.
J = 2mi(3 02 — 200).

Nun folgt ohne weiteres, dass J von A unabhéngig ist. Denn éndert man A
unendlich wenig ab, so miisste, wenn J von A abhingen wiirde, sich dieses
auch im Allgemeinen unendlich wenig dandern. Da aber > und s ganze Zahlen
sind, so kann sich J nur um {2 oder 2’ oder allgemein um mf2 — m/Y
andern, welche Grosse nie unendlich klein sein kann, also kann J von {2 nicht
abhéngen.

Es ist iiberdiess auch

aJ o [Pdlg(F(w)—A) [T dlg(F(u) — A)
8A_Q/O Fu)— A Q/O Fu)— A

20425 i 20+2s¢mi
:Q/ e “dz — (Z'/ e “dz =0,
20 20

also J von A unabhéngig. Daher ist
n n
Zuy— Zozy =30 — »)
v=1 v=1
und

n n
S =S a0t
v=1 v=1

wodurch der Satz bewiesen.*)

Wird also F(u) =0 fiir u = (1,52 ... B, so ist

n n
Zﬁl/ = ZO(V+%/Q—%Q/,
r=1 v=1

*) Wiirde fir v = uy ... F(u) — A = (u — u,)*[B + B1(u — uy) + -+ -] sein und B
von Null verschieden, d. h. wiirde F(u) fir v = u, den Wert A s-mal annehmen, also
F'(u,) = 0, F"(u,) = 0,... F*=Y(u,) = 0 sein, so ergibt sich S udlg(F(u) — A) =
2misxu,, d. h. es wiirde in der 23:1 u, das Argument su, als Summand auftreten, das
ist genau so, als ob » der Werte u, einander gleich wiirden. Ebenso verhélt es sich mit
den Unendlichkeitsstellen, wenn F'(u) — A fiir v = «,, unendlich von der A*" Ordnung
wird, dann ist f@ udlg(F(u) — A) = —2milay,, also tritt in der Summe der a die Grésse

o, A-mal auf. Ist also jede Stelle u, eine s,-fache Nullstelle von F'(u) — A und jedes «,
eine A -fache Unendlichkeitsstelle von F(u) — A, so kann die Gleichung des Textes auch
geschrieben werden: Y0 su, = Y1 Apay 42— wobei Y _ 0, =3 1" Ay=n
ist.
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also ist

Wenn sich zwei Grossen v und v nur um ganzzahlige Vielfache der Peri-
oden (2, 2 unterscheiden, wenn also

v=u+mR+m'
(m, m’ ganze Zahlen), so wollen wir v = u (mod. 2, ) schreiben und v

congruent © modulo Perioden nennen. Es ist also

n n

Zu,/ = Zay (mod £2, ).

v=1 v=1

Wir kénnen nun immer einfach bewirken,
dass die Summe der Argumente, fiir welche ei-
ne Funktion einen bestimmten Wert annimmt,
= (0 ist. Setzen wir namlich

n
v=u— —Zyzlav’
SO ist
n n n
ZU}/ = Zu,/— Zau =0 (mod Q,Q’)
v=1 v=1 v=1 Fig. 22a.

Die doppeltperiodische Funktion F(u)
wird

F(u) = F('U+ Za”) = F1(v)

n

eine doppeltperiodische Funktion von v mit denselben Perioden (2, 2/, nur
ist das Periodenparallelogramm dieser gegen jenes verschoben.
0, 2, 2+, ' sei das Periodenparallelogramm fiir F'(u) (Fig. 22a), das

Argument von a = % Dann ist das um Oa in der Richtung Oa mit sich
selbst parallel verschobene Parallelogramm das Periodenparallelogramm fiir

Fi(v) = F(v+ 222).
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16. Jede doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 2 und 2’ kann durch
die ¥-Funktionen mit denselben Perioden ausgedriickt werden. (Hermite’scher
Satz.)

Es sei

Fu)=0 fir u=01,02...0n
Flu)y=00 7 u=aj,ay...ap,

jeder dieser Werte entspréche einer einfachen Null- resp. Unendlichkeitsstelle,
F(u) sei also von der n'® Ordnung; dann wissen wir, dass

n

n
Zﬂy—ZaV:%IQ—%QI

v=1 v=1

ist, wo s, ¢ ganze Zahlen sind.
Bilden wir die Funktion:

_ V1(u—B1)01(u—B2)---01(u = Bn) 2settmi

plu) = I (u—aqp)di(u—ag) 91 (u—ap)
so ist
p(u+92) = p(u)
olu+2) = pu) e (CH-Ya) g . 2xri
_ ¢<u>e2(z’97%9')%+2%%’m
= ¢(u),

d. h. ¢(u) ist ebenfalls eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden
2 und (.
Es wird

o(u) =0 fir u=031,02...0n

b

o(u) = 0o U=0a1,09...0p

und nur fiir diese Werte und zwar fiir jeden einfach null resp. einfach unend-
F(u)
p(u)
Wert von u innerhalb des Periodenparallelogrammes null oder unendlich, sie
ist folglich eine Konstante, also ist

191(“ - 51) 791(“ - 52) o '191(“ - ﬁﬂ) 25T

F(u) = cp(u) = “01(u—a1) U1 (u—az) V1 (u—an) o

lich. Daher wird die doppeltperiodische eindeutige Funktion fiir keinen
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wobel
n n
ZHV—ZQV:%IQ—%Q/
r=1 r=1

ist. Man erkennt hieraus, dass fiir eine doppeltperiodische Funktion nicht alle
Werte gegeben sein konnen, fiir welche sie verschwindet und unendlich gross
wird, sondern dass einer dieser Werte der Bedingung geméss

S B, —>a,=0 (mod £,

bestimmt werden muss, sobald alle iibrigen gegeben sind.
Die obige Form von F'(u) lésst sich noch etwas modificiren.
Nach 7, S. 54, Formel (4) ist, wenn ¢ = 1, ¢/ = —1 und 25/, —2s¢ an Stelle

von s, s gesetzt werden:

91 (v 4 302 — 20"y =0(v,1 — 232, -1 + 25 )e
o

( 424 719 %Q/)%’
_(_DM—%ﬁl( )e 22— %2971'1

daher
91 (v + 5/ 02 — )

1 (v) /
setzt man nunv=u—>. By =u— > ap — (302 — 30", so wird

62%%77@' _ ( 1)% %6% ﬁm

QQZ%M _ ( 1)% —x Z%Zﬂ ig 2%71’1' 191(“ - ZaV)’
V1 (u =3 6y)

oder wenn

( 1)% %2%Zﬁ

ﬁ’ﬂ'Z:C

gesetzt wird
2oetmi _ Y1(u—3 o)
V1(u—32Bv)
Setzt man nun diesen Wert fiir die Exponentielle in ¢(u) ein, lasst ¢ in C
eingehen, so wird:

0791(u — B)V1(u— B2) ... V1 (u— Bp)d1(u— D ay)
U1(u— ap)d1(u—ag) ... 91(u — an)di(u— 3 By)’

wo nur lauter 9;-Funktionen auftreten.

Man ersieht sehr leicht, dass, wenn v = 31 eine u-fache Nullstelle von-
F(u) wire, dann statt J1(u — (1) der Faktor [J1(u — (1)]# aufzutreten
brauchte, damit dieselben Schliisse, wie friiher, gelten, denn dann muss in
> ay...a1 p-mal auf treten, also > oy = pag + ag + az + . .. ap, sein.

F(u) =
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17. Die doppeltperiodischen Funktionen niedrigster Ordnung, welche exi-
stiren, sind die zweiter Ordnung. Es sei ¢(u) eine solche Funktion, so wird
dieselbe innerhalb des Periodenparallelogramms (2, 2/ zweimal unendlich
gross und zwar sei diess fiir u = 1,79 der Fall. Wir setzen
Mntr=c

Soll nun ¢(u) = A und ¢(v) = A sein, so muss

u+v=c (mod 2, ),
d. h.

v=rc—u+ 30—

daher ist
o(u) = lc—u+ 32 — 202") = p(c —u).

Setzt man fiir u- - - § + u ein, so wird
p(g+u) =v(g—u),
d. h. ¢ (% + u) ist eine gerade doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung
von u, welche unendlich wird fiir u gleich

denn es ist
o (5+152) =p(n) =00, ¢ (§-52) = (1) = oo.

Sind ~; und 9 von einander werschieden, so wird p(u) fir jede Stelle
einfach unendlich, dann werden W und —@ einander nicht congruent
nach den Perioden sein; denn wére

N2 = N2 (mod 2, £2),
SO miisste
M =72=0 (mod £, )

oder

M =192 (mod 2, 2)

sein, was wir nicht voraussetzten; daher wird ¢ (% + u) auch fiir zwei von ein-
ander verschiedene Stellen des Periodenparallelogramms einfach unendlich,
an denen, fiir welche

u=+1522 (mod £2, ).
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Wire aber 71 = 79, dann miisste ¢(u) fir u = 71 doppelt unendlich gross
werden, dann wird aber auch

¢ (§+u) =p(n+u)

fiir u = 0 doppelt unendlich gross.
Da
o (5+u)=¢(5—u)
ist, so ist
d(g+u) == (-,

¢ (u) = d‘fi—gf) gesetzt, d. h. ¢/ (% + u) ist eine ungerade doppeltperiodische

Funktion mit denselben Perioden wie ¢ (% + u) oder ¢(u). Wird 1 nicht
gleich 79 angenommen, d. h. wird ¢(u), also auch ¢ (§ + u) fiir zwei von ein-
ander verschiedene Werte von « unendlich gross, so ist ¢’ (% + u) eine dop-
peltperiodische Funktion wvierter Ordnung. Ist aber y1 = 9, so ist ¢’ (% + u)
eine doppeltperiodische Funktion dritter Ordnung.

o' (% + u) kann als Ableitung der eindeutigen Funktion ¢ (% + u) nur
unendlich werden, wenn ¢’ (§ + u) unendlich wird (cf. Satz 13, S. 34). Da

fiir die einfache Unendlichkeitsstelle u = @ =4/, wo o/ im ersten Peri-
odenparallelogramm liegen soll,

A
¢ (§+u) = 2+ Bt B/ o
ist, so folgt

A
/(c
' (5 +u) (u—*y’)2+ 1
d.h. ¢ (% + u) wird fiir jede der einfachen Unendlichkeitsstellen u = :EV%#

doppelt unendlich gross, ist also von der wvierten Ordnung.
Ist aber 71 = 79, dann muss

A
———— + By + Bi(u—m71)*+ -

Pt =G

sein, indem das Glied mit —L— fehlen muss und
(u—=1)

—2A
—3_|_Bl_|_...

FlEr =6
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wird fiir u = 71 dreifach unendlich gross und es fehlen die Glieder zweiter
und erster Ordnung, ¢’ (% + u) ist also von der dritten Ordnung.

Wir kénnen auch die Nullstellen von ¢’ (% + u) einfach angeben.

a) ¢ (% + u) sei von der 4. Ordnung, es besitzt dann vier Nullstellen.
Nun ist

setzt man v = 0, so folgt
¢ (5) == (5)

es muss also ¢’ (g) = 0 sein, da es nicht unendlich sein kann, denn die
Unendlichkeitsstellen von ¢’ (% + u) sind

u = i@.
Setzt man ferner u = %, %, QJQQI, so ergiebt sich
J(5+8) =(5-%) =-¥(5+9) =0
J(5+9) =(5-%) =-¢(5+9) =0

/ / /
¢/<%+Q+Q>:_¢/<%_Q+Q>:_¢/<§+Q+Q>:0

aus demselben Grunde wie oben. Es wird daher:*)

QO, (%‘i‘U) :O fur U:O,%,%,Tg—i_g/,

/ _n- -2 —mtre —nt
O (5 +u) =00 7 w=NFo N NHN2 1

Daher ist auch™)

/ /
W) =0 fir u=§, $+9, 5+ % ¢4 252
Pu)=0 " u=m, n, 2 7%

b) ¢’ (§ +u) sei von der 3. Ordnung und werde daher nur fiir u = 0
dreimal unendlich innerhalb des ersten Periodenparallelogramms.

*) Es sollen fiir diese Werte diejenigen genommen werden, die ins erste Periodenparal-
lelogramm fallen.
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Da
¢ (§+u) =—¢" (§—u)

ist, so ergiebt sich, wie frither, dass fiir

_n 2 0+
U= 2
o (5+%) =-¢(5+9) =0
/ /
Airg) =-(5+%) =0

sein muss. u = 0 ist hier keine Nullstelle, da ¢’ (%) = oo ist. Es ist also

O (S+u) =0 fir u=g, L AL

)
(’0/ (§+u) =0 7 u = O, O, 07
oder es ist
.. _ n o 0+
Pu)y=0 fir u=§+%,5+%, 5+
¢'(u)y=00 7 u= g, %9

hierbei ist § = 71 die dreifache Unendlichkeitsstelle von ¢(u).

18. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion n'*" Ordnung F (u) lisst
sich rational durch die doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung p(u)
und ihre Ableitung ' (u) ausdriicken, welche dieselben Perioden besitzen wie
Wir beweisen zuerst folgenden einfacheren Satz: Jede gerade doppeltpe-
riodische Funktion l&sst sich rational durch ¢ (% + u) allein ausdriicken.
Ist ndmlich f(u) = f(—u), so wird

Flu)=0 fir u==28;, %8 ... % Bm } (mod 2, 7),

f(u) =00 fir u=+ay,tas...+apy

indem wir voraussetzen, dass, wenn 1 im ersten Periodenparallelogramme
liegt, man fiir —3; setzte: mf2 + m12" — 31 und m, mq so als ganze Zah-
len wéhle, dass auch m{2 + mlﬂi — (1 ins erste Periodenparallelogramm
falle. Man sieht leicht ein, dass m und mj nur die Werte 0, 1 anzunehmen
brauchen. So denken wir uns alle Null- und Unendlichkeitsstellen von f(u)
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ins erste Periodenparallelogramm {ibertragen und setzten vor der Hand vor-
aus, dass keine derselben 7—1_% resp. —l_% [den Unendlichkeitsstellen von
Y (% + u)} congruent nach den Perioden (2, 2’ sei, dass ferner alle Null- und
Unendlichkeitsstellen einfache sind, und daher keiner der Werte § mit den «

zusammenfalle. Bilden wir dann

(u) =
[p(§5 +u) = o(5 +81)] [0(§ +u) — 9§+ B2)] - [¢(§ +u) — (5 + Bm)]
[p(5 +u) = p(§ +a1)] [p(§ +u) = p(§ +a2)] ... [p(§ +u) = @(§ + am)]

Y

so ist ¥ (u) eine gerade doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden
2, ', sie wird null fiir dieselben Werte, fiir welche f(u) = 0 ist und unendlich
fiir dieselben Werte, fiir welche f(u) = oo ist. Sonst wird sie aber nicht
unendlich, da der Nenner sonst nicht verschwinden kann und der Zéhler nur
unendlich wird, wenn ¢ (5 + u) = oo ist, dann bleibt aber der Bruch endlich,
da sich das Unendliche im Zahler und Nenner gegeneinander weghebt.

Es wird daher % eine Konstante sein, also

et w s+ 0] fe(s tu) =@+ Bm)] oo
Ft) = [90(%-1‘20 —90(%-1—041)} [gp(%-{-u) —w(§+am)} R(@(Z—'— ))7

wenn R eine rationale Funktion des Argumentes ¢ (% +u) bedeutet. Die
Koeffizienten von R enthalten nur die gegebenen Grossen ¢ (% + ﬁ) und

C
@ (Q + O./).
Wiirde die Nullstelle 51 p-mal auftreten, so ersieht man, dass nur

[o (5 +u) —¢ (5 +61)]"

in den Zéhler zu setzen ist, um dieselben Schliisse anwenden zu koénnen wie
eben. Die Funktion R ((p (% + u)) bleibt nach wie vor eine rationale Funktion
von ¢ (§ + u).

Treten unter den « oder 3 aber die Stellen 7—1_% und —l_% auf, so hat
man fiir den betreffenden Faktor

1

C+ o C+ -
pl5+u)=p(sha) mr

zu setzen, um, wie man leicht ersieht, dieselben Schliisse wie frither wieder
anwenden zu konnen. Wiirde unter den 3 oder « einer der Werte

0 2 92 0+
y D Ty T 9
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vorkommen, so miisste die betreffende Stelle zweiter Ordnung sein, da +a«
oder £ auftritt und es ist

£__0

2 — 2

o _

2 =77
2+ . 2409

2 = 2

Fiir diese Werte wird aber auch
o(5+u) o (5+a)=(u—aP {Je" (5 +a) +--- |,

da

wenn , ,
A0 010 0
a=0,3, 55, 5

ist. Die obige Schlussweise bleibt also auch inalterirt.

Wir beweisen ferner folgenden zweiten Satz:

Jede ungerade doppeltperiodische Funktion lésst sich ausdriicken durch
eine rationale Funktion von ¢ (% + u) allein multiplizirt mit ¢’ (5 + u)

Denn ist
fi(u) = = f1(~u),
so ist, da
o' (5 +u) =—¢ (5 )
Alw) — fil-w)
P (5+u) ¢ (§—u)
d. h.
f1(u)
¢ (5 +u)

ist eine gerade doppeltperiodische Funktion von u und es ist daher

oder
filu)=¢" (§+u) Ry (go(% + u)>
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Mit Hilfe dieser beiden Sétze ergiebt sich der Hauptsatz. Ist F'(u) eine be-
liebige eindeutige doppeltperiodische Funktion von u mit denselben Perioden
wie p(u), so ist

fu) =5 [F(§+u)+F(§—u)

eine gerade,
Al = §F (5 +0) = F (5 =)
eine ungerade doppeltperiodische Funktion und daher
f) = R(e(5 + ). filw) = (5+u) Bu (5 +u))

und da
F(§+u) = f(u)+ fi(u)
ist, so folgt

F(§+u)= R<¢(§+u)) + ¢ (§+u) R1<g0(§ —|—u)),

oder

F(u) = R(p(w)) +¢'(u) R (p(u)).
Die rational gebrochenen Funktionen R und R von ¢ denken wir uns auf
gleichen Nenner gebracht, dann wird auch

r(p(u)) + ¢ (u) r1(e(u))

ro(p(u))

sein, wo r, r1, 9 ganze rationale Funktionen von ¢(u) sind.

F(u) =

19. Das Quadrat der ersten Ableitung einer doppeltperiodischen Funktion
der zweiten Ordnung lisst sich rational und gerne durch diese ausdriicken.

Es ist [/ (u)]? = R(¢(u)), wo R eine ganze rationale Funktion von ¢ der
4. oder 3. Ordnung ist.

Da

¢ (§+u) =4 (§—u)
ist, so ist
[ (5 +u)]”

eine gerade doppeltperiodische Funktion von u und als solche also durch
¢ (§ + u) allein rational auszudriicken, mithin ist [/ (u)]? durch ¢(u) allein
rational ausdriickbar.
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Wir setzen voraus, dass ¢(u) = oo wird fiir u = v und u = 92, wo 1 und
~vo verschiedene Werte von u im ersten Periodenparallelogramm sind. Dann
wird

/ o . o
¥ (U) =0 fUI' U ="71,71,72,72

Pu)=0 " u=§$+2.5+% 5+ %L
c _ Mty
2 2

Q+Q’

wenn ist, und fiir die Werte der zweiten Zeile die Punkte im
ersten Periodenparallelogramm eingesetzt werden. Es ist also [¢/(u)]? eine
doppeltperiodische Funktion 8. Ordnung, welche fiir u = 71, y2 je von der 4.

Ordnung unendlich und fiir

_c c 0+
u =g, 7+7 2+7 5+ 5

je von der zweiten Ordnung null wird.

Es wird [ (u) — ¢ (§)] fir v = § auch null von der zweiten Ordnung,

denn es ist ¢ (g) 0 ebenso werden

= (5 )] oo 5+ 6)). oo 5+22)

zweimal null fiir u = § % esp. § + 2 , Tesp. § + Q+Q , d. h. die doppelt-

periodische Funktion
e —e (9] [p@ —¢ (5+4)] [p@ - (5 +F)] »

o0 = (5 + #5%)]

von u ist von der 8. Ordnung und zwar wird sie nur fiir u = 71, 72 Je von der
(2+Q’

4. Ordnung unendlich und verschwindet fiir u = §, § + 2 , 5+ 2 , 5+

je von der zweiten Ordnung, also genau so wie [p(u)]? und daher muss
W@ =62 () - ¢ (5)] [plw) - ¢ (§+ F)]
<ot =0 (§+5)] o) ¢ (5 + 2]

sein, wo G2 eine von u unabhingige Konstante ist. [¢/(u)]? ist also eine ganze
rationale Funktion 4. Ordnung von .

Wiirde ¢(u) doppelt unendlich blos fiir u = 71, so wiirde ¢’ (u) fiir u = v
dreifach unendlich und alle Schliisse im Vorhergehenden bleiben erhalten,
bis darauf, dass u = 5 nicht eine Nullstelle von [¢/(u)]? ist, sondern eine
Unendlichkeitsstelle, und es ergiebt sich

WP =6 o -¢(v+4)] [p -¢(++F)].

X [w(U) —p (7 + Q%Ql)}
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also eine ganze rationale Funktion 3. Ordnung von ¢.
Setzt man z = ¢(u) so wird entweder

2
(%) = G2+ AP + B2+ Cz+ D), (1)
oder
d=\? _ o 3 2
T =G(2°+ A2+ B2+ (), (1a)

wo G, A, B, C, D Konstanten sind. Wir werden in der Theorie der ellip-
tischen Integrale sehen, dass man diese Konstanten beliebig wéhlen kann,
und dass sie dann die eindeutige Funktion z = ¢(u) bestimmen, welche der
Differentialgleichung (1) oder (1la) geniigt.

Da [¢']? = r1(¢) sich ergiebt, so folgt durch Differentiation nach u:

¢ = 3r1(p).

wenn

gesetzt wird und hieraus, dass sich alle héheren als ersten Ableitungen von
¢ rational und ganz durch ¢ und ¢’ ausdriicken, was auch aus dem Satze 18
folgt.

Denn da

o™ (5 +u) = (=1)"e™ (
ist, so wird fiir jedes gerade n = 2v

A (5 +u) = (5 - )

sein, d. h. cp(2V) (% +u) ist als gerade doppeltperiodische Funktion durch
% (% + u) allein ausdriickbar. Fiir n = 2v 4 1 aber ist

90(21/4—1) (g + u) _ _('0(21/—1—1) (% . u) 7

—u)

\“le}

d. h. 30(2V+1) (% + u) ist als rationale Funktion von ¢ (% + u) multiplizirt
mit ¢ (§ + u) ausdriickbar. Daher ist

o) () = ry[ip(u)]

B () = ' (u) evlip(w))

wo 1, und o, ganze rationale Funktionen sind, wie man ohne weiteres daraus
erkennt, dass (™) (u) nur unendlich werden kann, wenn ¢ (u) unendlich wird.

Fiir 7,(¢) und o, (p) ergeben sich leicht mittels (1) Rekursionsformeln
zur Berechnung der Koeffizienten dieser Funktionen.

¥
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20. Zwischen je zwei doppeltperiodischen Funktionen F(u), ®(u) von u mit
denselben Perioden besteht eine rationale Gleichung.

Denn aus
P r@) +emp)
r2(p)
folgt
[Fra(p) — r(@)]* — (¢")*ri() = 0, (A)

welche Gleichung in ¢ rational ist, da (i’ )2 sich durch ¢ rational ausdriickt.

Da nun auch ,
o(¢) + v o1(p)

02(¢)

b —

ist, also

[Poa(¢) — 0(@))* = (¢)?0t(0) = 0 (A7)
sich ergiebt, so kann man aus (A) und (A’) die darin rational auftretende
Grosse @ eliminiren und erhélt als Resultat

G(F,?) =0, (B)

eine in F' und @ rationale Gleichung.

Ist F'(u) eine doppeltperiodische Funktion n*®" Ordnung, ¢(u) eine solche
m'"" Ordnung, so wird & hochstens im n'® Grade, F' im m'™ Grade in
G, oder einen Faktor von G wenn diese reduktibel wire, eintreten, denn
einem Werte F| von F'(u) entsprechen n Werte wu: uy,us ... up, fur die ¢ im
Allgemeinen n verschiedene Werte liefert, die der Gleichung G(Fy,®) = 0
geniigen, in der F7 denselben Wert behélt.

Die Gleichung n*® Grades in ¢ und m'™ Grades in F ist aber nun leicht
aufzustellen. Denn sei F'(u) = F fir u = uy,ug ... up, so sind

D(uy) +P(ug) +---+ D(up) = A
D(uy)P(ug) + P(up)®(ug) + - - - + P(up—1)P(un) = As

D(u)P(uz) - - - P(un) = Ap

Aq, Ay ... Ay symmetrische Funktionen von F', und @ die Wurzel der Glei-
chung
Ag®" + A1¢n_1 + AQ@n_Q o+ Ay =0.

So besteht zwischen F(u) und F'(u) = Z_qu eine rationale Gleichung, in der

F'(u) bis zur n**™ Potenz ansteigt, wenn F(u) eine doppeltperiodische Funk-
tion n'" Ordnung ist. Fiir diese ist A( eine Konstante, da F’(u) nur unendlich
wird, wenn F'(u) unendlich ist.
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21. Jede eindeutige doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 2, (2
lasst sich rational durch irgend zwei doppeltperiodische Funktionen F(u)
und ®(u) ausdriicken, die dieselben Perioden besitzen.

Wir werden beweisen, dass sich die doppeltperiodische Funktion zwei-
ter Ordnung ¢(u) und ihre Ableitung ¢’(u) durch F(u) und &(u) rational
ausdriicken lassen, wodurch dann der Satz mit Riicksicht auf (18) bewiesen
erscheint.

Hilfssatz: Wenn zwei irreduktibele®) algebraische Gleichungen

fx)=ay+aix+--++apz" =0
o(x)=by+bix+- - +bpa™ =0

eine Wurzel z = £ gemeinschaftlich haben, so wird fiir diese das System der
m + n Gleichungen

FE) =0, Ef(6) =0, EF(§) =0 ---€Mf (&)
p(€) =0, €p(€) =0, Ep(¢) = “'6”90(5)

bestehen; eliminirt man aus denselben die darin homogen und linear auftre-
tenden (m + n + 1) Grossen:

50, 51’ 52.__§m—|—n7

0
0

so ist das Resultat

agai as ... ap f(z) ajag...
apgai ag ... ap zf(z) agay ag ...
apg al ag ... an 22f(z)  agay ag ...
= by by b | wlz) by by ... =PIt Qe
by by by ... by xp(x) by by by ...
bo b1 by ... bm| |22e(z) by by ...

*) D. h. solche Gleichungen, deren keine Wurzel einer Gleichung niedrigeren Grades,
deren Koeffizienten sich rational aus denen der gegebenen zusammensetzen, geniigt.
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wo die Determinante m Zeilen der a¢ und n Zeilen der b enthalt. Nun ist auch

apg+ ajras ag ... f(z) agas...
apx aj as asg . .. zf(z) ayag ag ...
apal ag ... fo(JJ) apal a2 ag ...
5= ot b by by . " (@) bybs... ARG
box by by b3 ... xp(x) by by by ...
bo by by b3 ...| |22p(z) by by by b3 ...

wo die auftretenden Determinanten je eine Zeile der a und b und eine Colonne
weniger haben als R hat. Ist nun f = 0, ¢ = 0, also auch R = 0, d. h. haben f
und ¢ eine gemeinschaftliche Wurzel, so folgt auch S = 0; da aber S die
gemeinschaftliche Wurzel nur linear enthalt, so ist

S =S5y+ 51z

und es ergiebt sich aus S =0...x = —%11 als rationale Funktion der a und

b. Es kann S7 nicht verschwinden, ohne dass f(xz) = 0 und ¢(x) = 0 zwei
Wurzeln gemeinschaftlich hiatten.”)

Seil nun
_r(p) + i)
I @
_ole) + ¢ a1(y)
?= 02() @

so folgen die Gleichungen
[F - ralp) — r(9)]2 = *ri(e) = 0, (3)
(@ - 02(0) — 0(9)]® — 13 () = 0 (4)

zwischen F', ¢ und @, . Es sei (3) in ¢ vom n'®®, (4) vom m'® Grade, nach-
dem man irgend etwa auftretende gemeinschaftliche Faktoren unterdriickt
hat.

Dann werden einem Werte von F' im Allgemeinen n Werte von ¢ :
01,92 - . . pn entsprechen und aus (1) ergeben sich die zugehorigen Werte
von ¢’ : go’l, 90'2 ...}, Soll nun fiir einen Wert von F die Gleichung (3) zwei

gleiche Wurzeln haben, also reduktibel seinT) als Gleichung in ¢ aufgefasst,

*) Vergleiche: BALTZER, Theorie der Determinanten, 4. Auflage, S. 109.

) Denn diese Wurzel geniigt f(x) = 0, dfd(;) =0, da f(x) = 0 eine Doppelwurzel hat,

und daher lisst sich diese rational durch die Koeffizienten von f ausdriicken.
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so muss sie auch reduktibel sein als Gleichung fiir F' aufgefasst; das letztere
kann aber nur dann stattfinden, wenn entweder ' = 0 oder r1(¢) = 0 ist.
Dann wird aber jede sich aus F'-r9(p) —7(¢) = 0 ergebende Wurzel 1 ... ¢,
fiir den Wert von F' zwei gleiche entgegengesetzt bezeichnete ¢’ liefern, wenn
nicht ¢ selbst null ist.

Analoge Betrachtungen gelten fiir die Gleichung (4). Schliessen wir nun
die Werte von F und @ aus, welche entweder ¢'(u) = 0 oder 71 () = 0 oder
01(¢) = 0 machen, so sind hierdurch nur eine endliche Anzahl von Werten
F und & ausgeschlossen und fiir alle iibrig bleibenden Werte von F' und @
haben sowohl (3) als (4) nur lauter verschiedene Wurzeln.

Sei nun F' = F} einer der zulédssigen Werte, dann liefert (3) n von einander
verschiedene Wurzeln ¢ : 1, ¢ . . . o, und mit Hilfe derselben (1) ebensoviele
Werte von ¢’ : gp’l, <,0/2 N7

Setzen wir nun das Wertepaar ¢1, go’l in (2) ein, so erhalten wir & = &1,
welches von den Werten @ = @; verschieden sein muss, die man erhélt, wenn
man ¢ = ¢;, ¢ = goé daselbst einsetzt, sobald 7 # 1 ist. Setzen wir nun
& = @1 in (4) ein, so geniigt dieser Gleichung, als Gleichung fiir ¢ aufgefasst,
der Wert ¢ = ¢1 und nur dieser aus der Reihe der Werte 1, po...pp,
welche (3) geniigen; denn wiirde ihr auch ¢ = ¢;, ¢ # 1 geniigen, so wiirde
aus derselben .

o, = 2P T viapi)

02(¢i)
folgen, was nicht moglich ist. Da also (3) und (4) die einzige Wurzel ¢
gemeinschaftlich haben, so lésst sich diese nach dem Hilfssatze rational durch
die Koeffizienten der Gleichungen, d. h. rational durch Fj und @1 ausdriicken,
oder es ist

p(u) = R(F(u), ?(u))

fiir alle Werte von wu, fiir welche F' und @ die oben ausgeschlossenen Werte
nicht besitzen, und da letztere nur eine endliche Anzahl von Werten von u
darstellen, die Gleichung aber fiir das iibrig bleibende zweifach ausgedehnte
komplexe Gebiet von u gilt, so gilt sie ganz allgemein.

Da nun aus (1) sich ¢/ rational durch F und ¢ ausdriickt, so ist auch

¢ = Ry(F,®).

Wir haben also, wenn wir das in der vorigen und dieser Nummer Erhaltene
zusammenfassen, folgenden allgemeinen Satz:

Zwischen zwei beliebigen eindeutigen doppeltperiodischen Funktionen
F(u), ®(u) mit denselben Perioden besteht eine rationale Gleichung

G(F, &) =0
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und jede beliebige eindeutige doppeltperiodische Funktion von u mit denselben
Perioden wie F' und @ ldsst sich rational durch F und & darstellen.




IV. Elliptische Funktionen.

22. Wir gehen iiber zu den speziellen doppeltperiodischen Funktionen zwei-
ter Ordnung, die wir folgendermassen definiren:

U1 (u) Uo(u) U3 (u)
s(u) =c1——=, c(u) =co—"—=, A(u) =c3 ,
=gy = 2w A = 9g)
wobei c1, c9, c3 so bestimmt werden sollen, dass
s(%) =1, ¢0) =1, A(0) =1,
ist, also
Jo (%) o o
C1 = y €2 = - 3 =
V1 (%) U2 U3
und nach den Formeln auf S. 56 ergiebt sich
o (%) _ Vs
01 (g) D2
also wird
U3 1 VAKYU VARYU
u :_3 1(“); C(U :_0 2(“); u :_0 3(“) (2>
Vo o (u) Vo ¥p(u) U3 9o(u)

Diese drei Funktionen heissen elliptische Funktionen und sind eindeutig
in w und zwar ist s(u) eine ungerade, c¢(u) sowie A(u) eine gerade Funktion
von u, da

s(—u) = =s(u), c(=u) = c(u), A(-u) = A(u) (3)

ist, wie sich aus den Formeln (6) S. 55 ergiebt.
Aus den Periodengleichungen I fiir die ¥-Funktionen S. 53, folgt

s(u+w) = —s(u) s(u+w) = s(u) (4)
clu+w)=—c(u) c(u+w') = —c(u)
Alu+w) = A(u) Alu+ ') = —Alu).
Dabher ist
s(u + 2w) = s(u) s(u+w') = c(u)
c(u+2w) = c(u) clu+w+ ') = c(u) (5)
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d. h. die Funktion

s(u) hat die Perioden 2w,w’
C(U) 9 9 ” W, w + w/
A('LL) 9 9 9 w’2w/’

die, wie wir gleich sehen werden, auch die kleinsten Perioden sind.

Jede dieser Funktionen hat also ein anderes Periodenparallelogramm, sie
sind daher nicht rational durch einander ausdriickbar.

Die Funktionen sind alle von der zweiten Ordnung; denn mit Riicksicht
auf die Nullwerte der ¥-Funktionen, S. 62, folgt, dass alle drei Funktionen
einfach unendlich werden, wenn

1

Jo(u) =0, d. h uw=mw+(m +3)

wird. Also ist

cluy=00 u=w+% Wwt+¥ (6)
Au) = 00 u:%,iwf/

und nur fiir diese Werte innerhalb des zugehorigen ersten Periodenparallelo-
grammes, wie aus den nebenstehenden Figuren 23a, b, ¢ ersichtlich, welche

S
NS
.
IS

Periodenparallelogramme der darunter stehenden Funktionen sind, und in de-
nen die Werte von u, fiir welche die Funktionen unendlich werden, durch x
bezeichnet sind. Hieraus folgt aber, dass diese Periodenparallelogramme fiir
die doppeltperiodischen Funktionen zweiter Ordnung su, cu, Au primitive
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Periodenparallelogramme sind, denn in jedem derselben wird die zugehorige
Funktion nur zweimal unendlich.
Es wird ferner

s(u) =0 fir u=0 , W

w : %w (7)

R u =

0 J
Aw)=0 " u=jw+io, Io+3u)

die betreffenden Werte von u sind durch 0 bezeichnet.
Fiir s(u) ergiebt sich also

1,7 1,7
n=s' m=wty

daher )
/
c=w+uw, §=4

Mithin wird mit Riicksicht auf S. 77, wenn
=2, 2=d
gesetzt wird:

/ /
s'(u) = 0 fiir u gleich: ¥4 3w o 30 (8a)

wenn man ganzzahlige Vielfache von w’ unterdriickt.
Ebenso findet man fiir ¢(u), dass

/

ist, und wenn
N=2w, N=w+d

gesetzt wird,
d(u) =0 ist fiir u = M—!—rw’? %w/, w, 0; (8b)
fiir A(u) ergiebt sich

c=2" $=uw und P =w, N2 =2

[\

Also ist
Aw)y=0firu=u, ' +%,0, %, (8¢)

wenn man ganze Perioden unterdriickt.
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23. Aus den Formeln (4) ersieht man, dass

2

s2(u+ w) = s%(u su+u)=s

s”(u) (
A(u+w) = (u) Alu+u) =P
A% (u+ w) = A% (u) A2(u+ W) = A%(u),

d. h. s%(u), ¢®(u), A%(u) sind doppeltperiodische gerade Funktionen mit den
gemeinschaftlichen primitiven Perioden w, w’. Sie sind alle von der zweiten
Ordnung, denn jede wird nur unendlich fiir u = %/ und zwar von der zweiten
Ordnung, wie ﬁ%(u) fiir u = “’7/

Aus Satz (18) folgt daher, dass je zwei der Funktionen sich rational durch
die dritte ausdriicken miissen.

Wir wollen ¢(u) und A?(u) durch s?(u) ausdriicken.

Es wird
/ /
A (u) = oo fiir u = 5, %9
A(u) =0 fiir u= g, 5
nun wird

52 (%) — 52(u)

Il
—~
IS
|
€
SN—

[N
—N—
|
DN | —
N\

S
IS
S~—
N——
<
Il
[N
+
—

s2(u , . )
(“027) .y =20y =24 )=

ist nach (8a), d. h.

&

2 (9) - W)

wird fiir u = % gerade so oft null, wie ?(u), es wird ferner nur fiir u = G
unendlich von der zweiten Ordnung, besitzt die Perioden w, w'; also muss

Au)=¢ [1 - 52(u)] :
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da s (%) = 1 ist, sein. Nun ist ¢?(0) = 1, also ist € = 1, daher ergiebt sich:
Au) =1 — s2(u). (9)

Wir haben ferner

Es wird

zweimal null, da wieder

(Cl(tjl—zU)>u_w§w/ =24 (wgw’) s (w;w’) —0

/

ist, denn s <w45”,> ist endlich und s’ <w§w ) = 0 nach (8a).
Also ist, da
[82 (w—gw’) o 82(u)]
auch nur fiir v = % unendlich von der zweiten Ordnung wird, die Perioden
2
w, w' besitzt:
A2u) =¢ [52 <%‘”l> - 52(u)] :

Da A%(0) = 1 ist, so folgt

also

sP(u)
)

Mittels (9) und (10) kénnen wir je zwei der Gréssen s2u, ¢?u, A%u durch die
dritte rational ausdriicken.

Wenn nun c¢(u) und A(u) selbst nicht rational durch s(u) ausdriickbar
sind, so geben uns die Gleichungen (9) und (10) ein Mittel an die Hand, die
erwidhnten Funktionen irrational durch s(u) auszudriicken. Denn es ist

= 2(w)
c(u) = £1/1 —s2(u), Au)==+ |1— W

A2(u)=1- (10)

S
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Da fiir u = 0
clu) =+1, A(u)=+1

ist, so ist fiir kleine Werte von u das Zeichen + der Quadratwurzel vorzuset-
zen. Da nun

clut+w)=—cu, clu+w)=—cu, Alu+w)=A),
Alu+w') = —Au
nach (4) folgt, so muss der Quadratwurzel ein anderes Vorzeichen gegeben

werden, sobald « um w resp. w’ sich &ndert.
Und, zwar da

d’ c’

cu=—+vV1-—su

jedenfalls innerhalb des Parallelogrammes
abgd, Fig. 24, ist, wenn

a =bb=w;, af=fd =d
ist, so wird im Parallelogramm ¥ gcb

cu=—v1-—s2u,

daher innerhalb des Parallelogrammes ab’df

cu=+V1-—su.

Ebenso ist innerhalb des Parallelogrammes ab’df

Au=+ |1-—

Mithin folgt fiir Werte

u=¢w+Ew, 05€6<1,05¢ <1
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cu=—+V1-—s2u

Au=+ |1—

auch dem Zeichen nach.

Analog kann man s(u) und c(u) oder s(u) und A(w) mittels einer Qua-
dratwurzel ausdriicken durch A(u) resp. ¢(u), wobei dann beachtet werden
muss, welches Vorzeichen der Quadratwurzel zu geben ist.

24. Wir fiithren folgende Grossen, die eine wichtige Rolle in der Theorie der
elliptischen Funktionen spielen, ein, indem wir

2

1
Vo= @ _ 2q1 cho qn(n_l)' Vod — @ _ 1 +22T0(_1)nqn )
U3 14230¢" 03 1+23 g

setzen, wobei der Quadratwurzel das Vorzeichen der rechten Seite zukommt,
die nur von

abhéngt.
Da nun

(o) - 2. 205 _ oy

R 9o <w+w’>

nach den Formeln auf S. 76 ist, so ist

wtw'\ _
s(45) =

1

N =

und man kann daher

Au+ s2u = 1, A2u+ 2P0 =1

oder

c(u) = /1 —s2(u), Au) =4/1— 3x252(u) (12)

setzen, wobei iiber das Vorzeichen der Quadratwurzeln die fritheren Festset-
zungen zu beachten sind.
Es ist

A(8) = +V1 -2,



95

andrerseits aber

Ag) =¥ () _ (@)2
Pz (3)  \ds
nach den Formeln auf S. 76, also ist nach (11) auch

i =1 — 32
oder
24 =1, (13)

woraus nach (11) folgt:
03 + 9§ = V3. (13a)

Durch die eingefiihrten Grossen kénnen die Definitionsgleichungen (2)
auch geschrieben werden:

L) VA o i)
= T T VEew A0V

25. Von Wichtigkeit fiir die Rechnungen mit den elllptlschen Funktlonen
sind die Formeln fiir die Anderung derselben bei Zugabe von g resp. 7 zum
Argument der Funktion. Wir wollen dieselben daher ableiten.

Wir haben hierzu immer nur die Formeln auf p. 60 und 61 wiederholt zu
benutzen. Es ist

s(u+%) U301 (u+3%) U3U2(u)  cu)
P 0y (utg)  V203(u)  Alu)
c(u+%) Yo V2 (ut5) _ Vg 01(u) :_%/S(U)
2 Vo 9y (u+ %) Yo 93 (u) (u)
) Po¥s(utg)  dodolu)
A( +2) 193190 (U—F%) 193193(10 _A(u)’
s (u w—') e <u+ %/) _Ugdp(w) _ 1
T gy (urg) B W)
c@+g>3@%@+%):g@%w 1 Aw)
2 ) 9o (u + %) i 0201 (u) i ses(u)
A<u+£'> @193 <u+%’> _ 1dgda(u) _ 1c(u)
T sy, <u+w7/> id30i(u) is(u)
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° (u Tr %/> T s (ul—i— £) - ﬁc((l;))
/ Alu+% >
c<u+%’+%> iﬁ 1%clu)
Y _ lefut s(u) _ . ,s(u)
A<u++>m——(—z@.
Wir stellen diese Formeln zusammen und erhalten:
c(u )
(u + 7) A(u))
clu+y)=—5 Z((Ig) (14a)
Alu+y) = A}((u) J
s <u+ %/> B %sl(u) |
¢ (u + %) - %i((z)) (14b)
o 1ec(u
Ao g) =150 )
s(ers+%) = iﬁ(ff |
c<u+%+%’) :%%ﬁ (14c)
A(u—k%—l—%) —Z%Iiézs J

26. Nach dem allgemeinen Satze {iber doppeltperiodische Funktionen zwei-
ter Ordnung (Satz 19 S. 81) konnen wir unter Riicksicht auf die Gleichun-
gen (8) (s'u)?, (du)?, (A)? leicht durch su, cu, Au ausdriicken.

Es ergiebt sich

(s'u)? = G2 <1 - 32(u)> (1 - %252(u)> :



97

da

ist. Analog folgt:
(G = G2 — ) (14 2
= G7 c“u )
1
(A'u)? = G3(1 — A%u) (1 - ﬁA%) ,

wo G2, G2, G% von einer unter ihnen abhéngen.
Beachtet man, dass aus

Au=1- s2u, Ay =1- %520
folgt:
Su=1- CQU, WPPu=1- A%y
12 2
9. X Lo 2 2
c“u —%,z(l—ﬁAu>, A%u = (1+ﬁcu),

so ergiebt sich
(s'u)? = G2u A%u
1
(du)? = —/2G%82u A%y
P
4
>
(Au)? = —ﬁG%SQU u.
Also ist
1 i3>
s'u=GeuAu; du= — Gsu Au; Ay = —Gasucu,
P P
indem wir voraussetzen, dass
/
SO =6 d(5) =6 A () =G

ist, da sich nach S. 56:
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ergiebt.
Da nun s'u und cu Au beide eindeutige doppeltperiodische Funktionen
mit den Perioden 2w, «’ sind und die Gleichung

/

/
su= GecuAu

jedenfalls im Parallelogramm ab’df in Fig. 24 auch dem Zeichen nach richtig
ist, so besteht dieselbe fiir alle Werte von u. Dasselbe gilt von den andern

Gleichungen.
Aus 2u =1 — s2u folgt aber
2cudu = —2su s'u = —2su Geu Au,
also
du = —Gsu Au.

Analog aus
APu=1— 2%
Au=—32Gsu cu,

woraus folgt, dass
G = —%IG, Gy = ixG
ist, und dass also

s'u=Geudu, du=—-Gsudu, Au=—»*Gsucu (15)

sich ergiebt, daher

su = G\/l - szu\/l — 1252y, )
2
du=—GV1-c2u\/1+ %—/262u,
P
1
AN =i/ GV — A2uy /1 — —/2A2u)
0

ist auch dem Zeichen nach im Parallelogramm ab/df (Fig. 24) richtig, fiir an-
dere u aber muss das Vorzeichen der Quadratwurzeln erst bestimmt werden.
Fiir die Konstante G ergiebt sich, da G' = s'(0) ist, und aus

_ U3 dh(u)
u R —
U2 Vo (u)
o () = U3 Uou Vi ; Dyudgu
D) Jgu

~

(16)
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folgt
_ U3t

o

denn es ist

Jo(—u) = Jo(u)
0o (—u) = = (w),

und da 9 (u) fiir jedes endliche u endlich sein muss,

95(0) = —395(0) = 0.

o
Es hingt also G von ¢ = ew ™ ab.




V. Das Additionstheorem der elliptischen Funktionen.

27. Das Additionstheorem fiir die eindeutige doppeltperiodische Funktion
F(u) von u ist in folgendem Satze enthalten:

F(u+v) driickt sich rational durch F(u), F'(u), F(v) F'(v) aus, wobei
F'(u) = 9E ist,

Wir fassen F'(u + v) als Funktion von u auf, indem wir dem v einen
beliebigen, aber konstanten Wert beilegen. Als solche ist F'(u + v) eine dop-
peltperiodische eindeutige Funktion von w und lésst sich rational durch F'(u)
und ihre Ableitung F”(u) ausdriicken (Satz 21 S. 84), d. h. es ist

F(u+v) = Ry (F(u), F'(u)).

Die Koeffizienten von F(u) und F’'(u) in Ry hiingen von v ab und miissen
auch doppeltperiodische Funktionen von v sein, denn F'(u + v) &dndert sich
nicht, wenn man v um die Perioden von F'(u) &ndert. Daher lassen sich diese
Koeffizienten auch rational durch F(v) und F’(v) ausdriicken, und es wird

F(u+v) = R(F(u), F'(u), F(v), F'(v))

sein, wo die jetzt auftretenden Koeffizienten von v und v unabhéngig sind.
Es muss

R(F(u), F'(u), F(v), F’(v)) = R(F(v), F'(v), F(u), F’(u))

sein und

sich ergeben.

28. Wir wollen die Formeln fiir das Additionstheorem der elliptischen Funk-
tionen wirklich aufstellen.
Wir setzen
f(u) = s(v+u)+s(v—u),

indem wir v beliebig, aber vor der Hand konstant annehmen. Dann ist f(u)

eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden 2w, «’,

welche nur unendlich wird, wenn s(v 4+ u) oder s(v — u) unendlich wird.
Nun ist

S(U—l—u):oofiirv—i—uz%w/,w—{—%wl

s(v—u):oofﬁrv—uz%w/,w+%w/,
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d. h. f(u) wird im ersten Periodenparallelogramm nur unendlich fiir
uz—v—k%w/, —v+w—|—%w/, v—%w/, v—w—%w/

und da v ganz willkiirlich ist, so sind diese vier Werte einander nicht kongru-

ent nach den Perioden, denn wire beispielsweise

—v—i—%wzv—%w/,

so misste
_ /
—20=0 (mod 2w,w")
sein, also v einen der vier Werte
(A), /
W, —g, g
haben.

Unsere Funktion f(u) ist also bei willkiirlich gelassenem v von der 4. Ord-
nung. Suchen wir nun die vier Nullstellen derselben.

Soll
fu)=s(v+u)+s(v—u)=0
sein, so ist
s(v+u)=—-s(v—u)=sv—u+w),
also

v+u:v—u—|—w+2mw+m/w',
wo m und m’ ganze Zahlen bedeuten. Aus der letzten Gleichung folgt
2u = (2m + 1w +m'w
oder
u=2m+1)% + m/%,.

Von diesen Werten fallen in das Periodenparallelogramm 2w, w’ die vier fol-

genden:

U= 3w wtw'  Bwtw’
-2 2> 2 2

Diese vier Nullstellen miissen fiir f(u) einfache Nullstellen sein, da f(u) von
der 4. Ordnung ist. Man iiberzeugt sich iibrigens leicht, dass f’(u) fiir diese
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Werte von Null verschieden ist. Diese Werte, welche f(u) = 0 machen, sind
nach (8a) S. 77 dieselben, welche s’(u) = 0 machen. Fiir die Werte, fiir welche
f(u) = oo ist, wird
s (v + %) — $*(v)

verschwinden und nur fiir diese Werte; denn der angeschriebene Ausdruck ist
im Periodenparallelogramm 2w, w’ eine doppeltperiodische Funktion 4. Ord-
nung von u, da er nur fiir

u = %/, w + “’7/
je zweimal unendlich wird.

Es wird also ,
s'u

!
s2 (U—l— %) — s2u

null und unendlich fiir dieselben Werte, wie f(u) und sonst nicht. Denn fir

(.0/

U= oder w—l—%/

werden Zéahler und Nenner beide von der zweiten Ordnung unendlich, der
Bruch bleibt also endlich . Daher ist

flu) =sv+u)+sv—-u)=C

wo C' eine von u unabhéngige Grosse ist.
Nach den Formeln (14b) ist

' 1
s v—i—w):—,
( 2 P
also ist auch
2.2, .
s(v+u)+s(v—u)=c reusu
1 — 22 520 s2u

Setzt man u = 0, so wird
250 = ¢ 520 G,

da s'(0) = G ist und daher



also ist

1 2sv s'u

s(v+u)+s(v—u)= G120

woraus

1 2su s'v
s(v+u)+ s(u—v) = G120

folgt, wenn man in der ersten u mit v vertauscht.
Beachtet man, dass nach Gleichung (15)

s'u = Geu Au

ist, so wird
(u+v) + 5( ) 2su cvAv
sflu+v)+slu—v)= ————+
1 — 2282u s2v
(u+ v) ( ) 2sv culu
s(lu+v)—slu—v)= ————+
1 — 2252u s2v

Durch Addition und Subtraktion ergiebt sich schliesslich

sucv Av + svcu Au

s(u + v) - 1 — »252u s2v
B sucv Av — svecu Au
s(u—v) = 1— 282usv

welche Formeln das Additionstheorem fiir die Funktion s(u) aussagen.

Setzt man

clv+u)+celv—u)= f(u)

(v +u) = (v —u) = p(u),
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(18a)

(18b)

(19a)

so ersieht man, dass f(u) und ¢(u) nur unendlich werden, wenn ¢(v+u) oder

¢(v — u) unendlich wird d. h. fiir Werte von u fiir die

1-— %252v 32u

verschwindet, wie wir soeben bei der Funktion s(v + ) sahen. Es wird

fu)=0, u=%, 3w,w+%,2w+%/
0,
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also ist
cu
) =A ——————
f( ) 1 — 2520 s2u
/
cu su Au
u)=21B- = -B——m———+—.
() 1 — 2520 s2u 1 — 2520 s2u

Setzt man in der ersten Gleichung v = 0, in der zweiten v = %, so wird nach
den Gleichungen (14)

2c0=A, 2svAv =BG

sich ergeben, und daher ist

cu cv

=92 7
cu+v)+ clu—wo) 22 2,
(u+ v) ( ) su Au sv Av
clu+v)—clu—v)=-2—n"—r—
1 — 32520 520’

mithin Au A
cucv — su sv Au Av
—|— = 20&
clu+tv) 1 — s252u s2v (202)
Aendert man in s(u 4 v) v um %, so erhélt man
c(lu+v)  cucvAudv— 2 su sv ~cucv AuAv — 2 su sv
Alu+v)  A2u—s2cucv 32 + 32cu v
Mit Hilfe der Gleichungen (12) ergiebt sich
(cucv Au Av — 3 su sv)(Au Av — 3¢ su sv cu cv)
= cucv(A%u A% + 3252 $%u s%0) — susv Au Av(3d? + 52 PucPv)
= (cucv — susv Au Av) (3% + 52Puc?v)
also ist
clu+v)  cucv—susvAudv
Alu+v)  Audv — s2susvcuco
und zufolge (20a) daher
Al +v) = Aulv — 3% su sv cu cv (21a)

1 — 3252u s2v

Diese Ausdriicke fiir s(u + v), ¢(u + v), A(u + v) kann man zufolge der
Gleichungen (12) noch auf andere Formen bringen. Denn es ergeben sich



leicht die Identitaten:

2 su sv)(Audv — 3 su svcucv) =

2 2

(cucvAulv —

= (cucv — susvAudv)(3d? + 32 Pu ),

(Audv — 3% su sv cu cv)(Audv + »*su sv cucv) =

2 2 2

= (1 —*s’us U)(% + #2PuPv),

(sucvAv + svcudu)(Audv + % su sv cu cv) =

= (1 — 5%5%u %) (su cvAu + sv cudv),

und daher wird

sucvAu + svculv

s(u+v)=
( ) AulAv + 32su sv cu cv
(u+v) cu cv Aulv — 32 su sv
clu+v) =
Aulv + 322su sv cu cv
2.2 2
—|— c‘ucv
Alu+v) = ot %

AuAv + s2susveucy’
Aus den folgenden Identitdaten
(sucvAv + svculu)(sucvAv — sv culu)
= (s2u — 321))(1 25 521))

(cucv — susvAuldv)(sucvAv — sv culu)
= (suculdv — svcvAu)(1 — 3 s%u s%v),
(Audv — 5% su sv cu cv)(sucvAv — sv cudu)

= (su cwAu — sveudw)(1 — »2s%u s%v)

ergeben sich dann die Formen

(1 + ) s2u — 52

s(u4+v) =

sucvAv — svculu

(u+ v) suculv — svcvAu
clu+v) =

sucvAv — svculu

sucvAu — svculv
Alu+v) =

sucvAv — svculv’
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(19b)

(20b)

(21Db)

(19¢)
(20c)

(21c)
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Stellen wir die erhaltenen Formeln zusammen, indem wir auch fiir v, —v

setzen, so erhalten wir:

s(utwv) =

c(u £ v)

Au £ )

Jede dieser drei Formen geht

der Gleichung (12)

sucvAv + svculdu )

1 — 3252u s2v

sucvAu £ svcuAv

Aulv + 32 su svcuco

82U — 8211

sucvAv F svculdu )

cucv F susvAuAv )

1 — 2282u s2v

_cucvAuldv F 7% su sv (20)

Aulv =+ 32su sv cu cv

su culv F svcvAu

sucvAv F sv culu )

)\
Aulv F 32 su sv cu cv

1 — 2282u s2v

%’2 + %202u czv (21>

AuAv + 32 su sv cu cv

sucvAu F svculv

sucvAv F svculdu )

iiber in die anderen lediglich durch Benutzung

Au+ sPu = 1, Au+ WsPu=1.

Es ergiebt sich auch noch einfach

s(u+v)s(u—v) =

da

S2U - 82U

1 — 32520 520’

(sucvAv + sv culu)(sucvAv — sv culu)

1st.

2.2, .2

s2u — s20)(1 — 3252 s%v)
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Fiir jede ganze Zahl m lisst sich s(mu) rational durch su und s’u aus-

driicken. Es ist % eine gerade doppeltperiodische Funktion von u, wel-

che die Per/ioden 2w und ' besitzt. Dieselbe lisst sich also rational durch
w+w

s (u + T) allein ausdriicken [nach dem ersten Satz 18 S. 77]. Da nun

' 1 Au 1 s'u
+ wHw ) = _ - =
S(“ 2 ¥ cu G 2u

ist, so lésst sich % rational durch s’u und s?u ausdriicken, so dass

s(mu) = su |:R(82U,) + s'u P(szu)]

ist, wo R und P rationale Funktionen des Arguments s2 sind. Da nun

s(utw) = —su, s*(utw)=s*u 5 (utw)=-su

ist, so folgt fiir ein gerades m = 2v

s[2v(u + w)] = s(2vu + 2vw) = s(2vu) = —su | R(s?) — ' (u) P(s?)

d. h. es muss R(s?) = 0 sein, also ist
s(2vu) = su s'u P(s*u):;
fiir ein ungerades m = 2v + 1 ergiebt sich dann
s[(2v + 1)u] = su R(su).

Die explicite Darstellung der Funktionen P und R bietet keine besondere
Schwierigkeit, da alle Null- und Unendlichkeitsstellen derselben bekannt sind,
doch soll dieselbe hier iibergangen werden. Man vergleiche hierzu: ABEL,
>Précis d’une théorie des fonctions elliptiques< Grelle Bd. 4 S. 236, sowie
die neue Ausgabe seiner gesammelten Werke Christiania 1881 Bd. I S. 518;
KONIGSBERGER, >Vorlesungen iib. die Theorie der ellipt. Funktionen< Leip-
zig 1874 II. Theil S. 204 u. 208 u. a.




VI. Additionstheoreme der Thetafunktionen.

29. Aus dem Additionstheorem fiir die elliptischen Funktionen ergeben sich
Additionstheoreme fiir die ¥J-Funktionen, und umgekehrt ergiebt jedes Ad-
ditionstheorem fiir die ¥-Funktionen, wie wir sehen werden, ein Additions-
theorem fiir die elliptischen Funktionen.

Fiithren wir in die Formel (22) 9J-Funktionen ein, so wird dieselbe, da

U3 01(u+v) . :@ﬁl(u—v)
slutv) = 92 9o(u+v)’ stu—v) Vg Jo(u — )
oy = P301(w) o = U301(v)

g 9o (u)’ U2 9o(v)

ist, lauten
U1 (u+v)d1(u—v) Puvdv — 93 93u
Do(u+v)do(u—v)  Yuvdv — P2vdiu’
Da Zahler und Nenner rechter Hand fiir allgemeine Werte von v und v

keinen Faktor gemeinschaftlich haben und der Zéahler links und rechts fiir
u = v verschwindet, wahrend der Nenner endlich bleibt, so kann man

001 (w4 v)01 (u —v) = 03 uﬁov — 19%@ ﬁ%u
0o(u + v)g(u —v) = 19011 190u — 19%11 ﬁ%u

setzen, wobei p zu bestimmen ist.
Nun ist
B V2 uﬁov — 19%1) ﬁ%u
V1 (u+v)Y (v — )
aus der ersten Gleichung bestimmt, bei konstantem v eine doppeltperiodische
Funktion von u, mit den Perioden w, «’. Denn &dndert man « um w, so bleibt
Ziéhler und Nenner ungeéndert. Aendert man aber u um «’, so wird

3 (u + W) 93 — 9B (u+ ') =
= (19 u 1902; - 19%1} ﬁ%u)e_2(2“+w,)%
N(u+v+ ) (u—v+u)=
=1 (u+v) 1 (u— 0)6_2(2“+“’/)%,
also bleibt ¢ auch ungeéndert. Es kann nun p im Periodenparallelogramm w,

w’ unendlich werden nur fiir v = v und v = —v; da aber fiir diese Werte der
Zahler auch verschwindet, so kann p iiberhaupt fiir keinen Wert von u im
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Periodenparallelogramm unendlich werden, ist also von « unabhéngig. Setzt
man also v = 0, so wird

0 =15
auch von v unabhéngig und von Null verschieden.
Dieselbe Betrachtung ergiebt fiir ¢ aus der zweiten Gleichung denselben
Wert. Also ist
0391 (u 4 v)01 (u — v) = Puvdv — v d3u
0290 (u 4 v)0o(u — v) = YBuvdv — V3u v,

Ersetzt man in beiden u durch u — %, so erhélt man

ﬁ%ﬁg(u +v)2(u —v) = ﬁ%u 19%1} - 19%@ ﬂ%u
ﬁ%ﬁg(u +v)U3(u —v) = ﬁ%u 19%1} — ﬂ%u 19%1).
Aendert man in diesen Formeln u und v jedes um %, so bleibt die linke
Seite bis aufs Vorzeichen ungedndert, wahrend rechts andere ¥J-Funktionen
auftreten; man erhélt daher fiir jede linke Seite zwei Ausdriicke. Es ergeben
sich hierdurch folgende Formeln
19(2)191(u +v)(u—v) = 19%11 19(2)1) - ﬁ%v 19(2)u‘
= ﬁ%u 19%1} — ﬁ%v 19%u
2 _ 92 2 2 2
Y500 (u + v)o(u — v) = Jyudjv — Y7ud{v
= ﬁ%u 19:2),1) — ﬁ%u 19%?)
2 _ 92 2 2. 92
Vg2 (u + v)v2(u — v) = Judjv — Vv d3u
= 19(2]u 19%1} — ﬁ%u 19%?)
929 N 0202 02 02
0U3(u 4+ v)¥3(u — v) = Y3udgv — Y5udfv
= 19(2)u 19:2),1) — ﬁ%u 19%2),

(22)

Die zweite Gleichung liefert uns eine bereits bekannte Relation, wenn man
u =0, v = 0 setzt, ndmlich

4 4 4
94 =03 — v3

oder

96 + 91 = 3,
die wir auf S. 95 (13a) bereits gefunden haben. Eine Aenderung von u und
v um “’7, lasst beide Seiten der Gleichungen (22) ungeéndert.
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Die erste Formel (18b) giebt, wenn man die elliptischen Funktionen durch
die ¥-Funktionen ersetzt:

U3 U1(u+v)dg(u —v) + 91 (u — v)do(u+v)
) Yo(u + v)dg(u — v)
B 19_(2) . Jou v u v Igv
19% ﬁ%u 19(2)11 — ﬁ%u 19%11

und zufolge der zweiten Gleichung (22)

192193 [191 (u -+ U)ﬁo(u — U) + (u — U)l(}()(u -+ U)}
= 20gu Y1 u v I3v,

woraus durch Vertauschung von v und v folgt

D993 (01 (u + v)Vo(u — v) — D1 (u — v)Jo(u + v)]
= 2¥gv Vv voudsu.

Durch Addition und Subtraktion beider erhélt man die Gleichungen

Vo301 (u + v)dg(u — v) = Ygu I udov 1931)\
+ Jgv Vv doudzu
Yo301 (u — v)Jg(u + v) = Ygu I udov V3v
— Yov v daudzu (23)
192193192(u + U)ﬁg(u — U) = Y3uJou v v3v
— Yov v udgu
Vo303 (u + v)d2(u — v) = V3uvou v V3
+ Yov v udgu

von welchen die letzten zwei aus den ersten zwei folgen durch Aenderung von
uum 5.

30. Die vorstehenden Formeln, welche aus dem Additionstheorem fiir s(u)
folgten, werden wir spéterhin allein verwenden. Doch soll hier, unabhéngig
von dem Vorhergehenden, ganz selbstdndig ein Additionstheorem fiir die
¥-Funktionen abgeleitet werden. Aus den Formeln, welche wir fiir die ¥-
Funktionen erhalten werden, ergiebt sich dann umgekehrt das Additions-
theorem fiir die Funktionen su, cu, Au. Die im Folgenden durchgefiihrte
Ableitung des Additionstheorems ist die von Herrn Prim im Crelle’schen
Journal Bd. 93 S. 124 fiir ¥-Funktionen beliebig vieler Argumente gegebene.
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Wir definirten die allgemeine ¥-Funktion durch die Gleichungen

Iu+w,e,e) = (=19 (u,e, )
Iu+uo e )= (—1)5/19(u, g, 5')6*@““‘)/)%, )
dann war
I u, e+ 2v,e") = I(u, e, &)

I(u, e, &' +2u) = (1) (u, e, ¢'),

/

I—u,e,e") = (=1)° Y(u, e, (c)

>/ 3
Iu+ Y + %‘*’7/, g,e) = (—1)€J5 I(u, e + », & + %/)e_%(u+?w/>i. (d)

Wir fiihren folgende Grossen ein:

uFv4+w+t=2u")
utv—w—t=20
u—v+w—t=2uw
u—v—w+t:2t',
woraus , . . (24)
u+v+w +t =2u
w0 —w -t =2
u =+ =t =2w

u =0 =W+t =2

/

folgt. Betrachten wir fiir einen Augenblick v, w, ¢ als konstant und nur u
variabel, und setzen demgemaéss

D2 e, 020 e, (2w e, N2t e, ") = o(2u, e, ).
Ersetzt man nun v durch u + %, so éndert sich
2u', 2, 20, 2t

jedes um %, also wird nach (d), da » = 0 ist, das Produkt der vier Funktionen
iibergehen in

92 e, e +1)9(20 e, + D2 e, &’ + )92 e, & +1)
= ¢o(2u, e, +1)
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oder es ist
0(2u+w,e,€) = p(2u,e,& +1).

Aendert man u aber um “’7’, so wird nach (d)

also
0 <2u/ + %,5,5') 0 (21}’ + “’7,,575/> 0 <2w/ + %,5,5') 0 <2t/ + %,6,5')
=92, e + 1,920, e +1,Y0(2u e +1,€)
x9(2t' e +1, 5/)6_(4u+wl)%,
daher ist

©(2u+w,e,€') = p(2u, e, +1)
p2u+u e,) = p(2u e + 1,¢ )Wt (e)

Nach Gleichung (b) ergiebt sich ferner

©(2u, e’ +2v. ') = p(2u, e, )
©(2u, e, e +2u) = p(2u,e,€),

d. h. die p(2u,e,¢’) sind nur fiir Werte e’ von einander verschieden, die 0
oder 1 sind. Wir wollen die vier Werte

©(2u,0,0), ¢(2u,1,0), p(2u,0,—1), ¢(2u,1,—1)
als die Fundamentalwerte annehmen, also (g, ¢/) die Wertepaare
(070)7 (170)7 (07_1)7 (17—1)

durchlaufen lassen. In diesem Sinne setzen wir

P(2u) = Z ©(2u,e,€'),
g’

dann wird nach der Gleichung (e)

P(2u+w) = P(2u)
P(2u+ ') = @(Qu)e_(4“+w/)%.
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Mit Riicksicht auf die Gleichungen (a) folgt hieraus, dass
D(2u) = ¢ - 19(2u,0,0)

ist, wo ¢ von u abhéngig ist.
Fiihrt man in (2u, €, ') an Stelle von w’, ' ... —w', —t ein, so wird das
Produkt

I2uw' e, NIt e, &) = 0(—2u e, I(—2t ¢, &),

d. h. ¢(2u, e, €’) bleibt ungeéndert.
Zufolge der Gleichungen (24) tritt aber an Stelle von w...v. Daher ist
& (2u) dieselbe Funktion von v, wie von u, d. h. es ist

D (2u, 2v) = c¥(2v,0,0)9(2u, 0, 0),

wo ¢ von u und v unabhéngig sind.

Fiihrt man nun —v’, —t' an Stelle von ¢/, ¢ und dann —v, —w’ an Stelle
von v/, w’ ein, so erkennt man, dass @ auch von w und ¢ dieselbe Funktion
sein muss, wie von u d. h. dass

&(2u, 2v, 2w, 2t) = c¥(2u, 0,0)9(2v, 0,0)J(2w, 0, 0)Y(2t, 0, 0)

ist, wo ¢ von u, v, w, t unabhéngig ist.
Wir erhalten mithin die Gleichung

¢ - U3(2u)V3(20)03(2w)v3(2t) )
= Z 92 e, 920 e, 02w, e, N9(2t e, )
= U3(2u’)03(20")03(2w")03(2t") (f)
= Jp(2u") 9 (20") o (2w") Vo (2t")
= P9 (2u' )99 (20") 92 (2099 (2t")
— 92y (20 )0 (2w (20).

also auch

setzen, dann folgt
% = 93 + 03 + V3
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oder
(c—1)93 = 93 + 03,

da wir aber auf S. 95 fanden
I3 = 0 + 03,

so ersieht man, dass ¢ = 2 sein muss.

Wir rekurriren hier aber nicht auf diese Formel, sondern wollen vor der
Hand c in der Gleichung behalten, da wir gleich ein Mittel bekommen, diese
Konstante direkt aus der Entwickelung zu bestimmen.

Vertauschen wir in der angeschriebenen Formel u, v, w, ¢t mit v/, v/, v/,
t', so muss dieselbe Geltung behalten, wie aus den Gleichungen (24) folgt.
Es ist dann

/

ed(24,0,0)9(20",0,0)0(2w’,0,0)9(2t', 0, 0)
= Z I(2u, e,)9(2v, e, )0 (2w, e, )0(2t, e, &)

e,e’
Nun setzen wir an Stelle von
2u, 2v, 2w, 2t
die Grossen
2u+nw+nd, 20+ g/% + g%,
2w+0/%+0‘%, 2t—#w—ﬁTaw,

dann gehen nach (24)
2!, 20/, 2, 2t
iiber in
/ /
20/ + 1'% + 0y, ' + T 4 T,

. VA o
2w + 15T 0w+ T2 ot 4 12820, 12829

Zufolge der Gleichung (d) wird daher
¥ (2u’ + 77’% + gw, 0, 0) ) (21}’ + #w + n—?w/, 0, O) X
0 (20" + 5% + B20/,0,0) 0 (2 + L4 + 4247 0,0)

=92 ;0,17 )920;n + 0,0 + )I2wW'sn + 0,0 + o)
—%N

x(2t'sn—o—o,n — o —d')e
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wobei
N =n [2ul+%/w+gw/] + (n+ o) [20/+#w+n—i—gw/
/ /
+(n+o) [Qw/ + %W+ U{Ew’]

/ / /
(n—o—o0) [275' + 1 7%70 w + nfffaw’]

ist. Ferner ist
O (2u+nw+nu e )y (QU + %w + 50 e, 5’) X
0 <2w+ %,w—i— %w’,g,s') 0 (215— #w— ﬁ%w',s,s’)
=9 (2u,e + 2n,&' +20') U (20,6 + 0,6’ + ) x
J(2w,e +o,e +0 )0 (2t,e—po—0, — 0o — ) e_TmMEE’,
wobei

El+277/ /

/
M_.r = 2n [2u + 5w+ gw/] +0 [21} + ﬁrgw + %w’
@

11

+o [Zw - El"’ialw - ‘—er/} —(o+0) [275 + £ Q_U/w — Q—Zaw/} .

Setzen wir dieses in die frithere Gleichung ein, so wird

cd(2u’ n, 0920 n+ o.n' + )2, n+ o0 +0")x
It m—o—on —o —0o)=
> 0u e+ 20,6 +2) x 02,2 + 0, + ¢/)x
g,e
2w, e+ 0,6 + 02t e—o—0,& — o — o )e & Meer =N,

Wir reduciren nun die Exponentielle. Es ist

(g+a)2 /
A

2 2
M. =2[2nu+ o(v—t) + o(w —t)] + 7]24—%--1-24——1-

' I, I
+ [77(5’ +20) 4+ 05FL + 05T — (o + J)Mﬁa} w.

Aus den Gleichungen (24) fithre man fiir u, v, w, t die v/, v/, w', ¥ ein,

so wird

M =2[nd + (n+ o) + (n+ o)+ (n—o0—o)t]

2 2 2
P gt

! /
W+ [27777’ + 00 + o0’ + 275 e’n] w.
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Nun kann man N umformen in

N=2[n/+n+ o) +m+o)w' +(n—0—o)t]

2 2 2 PR
B O L e L Ul }w/

C A
+ B+ 0+ T+ (+ ) 5T+ (n— 0 - ) 4T | w

:2[7_7u’+(77+g)'u + (4 o)’ + (n—o0—o)t]

2 2 2 / /
+ ?72+%-+g4-+(9—t1&1 W+ [27777’—1—@@/—%00/4——90;90]@0.

Mithin ist
M. — N =énw,
also , o / /
6_%[M55’_N] — e €N — (_]_)_{5 = (_]_>€ n
und da

9(2u, e+ 2m,¢" +20) = (1) 9(2u, ¢, ")
ist nach der Gleichung (b), so folgt einfach

cd(2u',n,1")0(20" 0 + 0,0 + )92+ o1 + o) x
It n—o0—0on —d —d) = Z(—l)gn,+€/nﬁ(2u, g, )x
e,
92, e+ 0, + NVI2w,e + 0,8 + )2, e —0—0, — o — ).
Hierbei sind 11/, 0o/, 0o’ beliecbige ganze Zahlen, die man aber nicht
grosser als 0 und 1 zu nehmen braucht.
Die vorstehende Gleichung giebt uns ein Mittel an die Hand, die Kon-

stante ¢ zu bestimmen. Wir setzen in derselben o =0, ¢ =0, 0 =0,0' =0
und erhalten:

cd(2u',n, 0 )92 .0 Y0 2w’ n, 0 )92t )
= Z 1)=1 "+’ 19(2u, e, )92, g, )0(2w, e, )9(2t, e, ).

Wir summiren nun rechts und links iiber alle zuliissigen 7, 7’ und erhalten,
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wenn wir rechts die Summation iiber 7,7’ mit der iiber ¢, ¢’ vertauschen:
CZ D2’ n, 0" )00 0, 0" )ow' 0 )02t 0, 1)

_ ZZ DY (2u e, )0 (20,2, ) 02w, e, )0 (21, 2, )
e’ n

= Z (2u, e, )9(20, e, )9(2w, e, )0(2t, ¢, ") - Z(—1)5”/+5’77
.1’
Der zu jedem Summanden fiir ein bestimmtes e¢’ zutretende Faktor
Z(_l)en’+s’n
1’

ist aber null, sobald nicht € = 0, ¢/ = 0 ist, denn es ist

ST = (1) 4 (<1)F (1) (1) =0,
nn

wenn nicht e = 0, ¢/ = 0 ist. Fiir e = 0, ¢/ = 0 wird

S s

n,n

und daher ist:
ey o n (@ .0 )ow n, 0 )o@t 1)

= 49(2u,0,0), 9(2v,0,0), ¥(2w,0,0), ¥(2¢,0,0).

Aus der Gleichung (f) auf Seite 113 folgt aber, wenn man beide Seiten
mit ¢ multiplizirt und 77’ statt e’ schreibt:

¢ 0@u 00020 9002w 0,7 )92t n.n)

= ?9(2u,0,0) 9(2v,0,0) (2w, 0,0) ¥(2t,0,0),

daher ist
A =4und c = +2.
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Welches Vorzeichen zu nehmen ist, entscheidet man leicht, da aus der
Gleichung (f) fur

folgt
¥y = 93 + 9§ + 93,

und nach den Gleichungen auf S. 59
00 4
cl1+2) q”2]
1
> 2
L+2) (=1)"¢"
1

4 ~ 4
+ 16¢ Z qn(n_l)]

1

°© 2
142> ¢"
1

fiir ¢ = 0, ¢ = +2 folgt.
Wir erhalten daher als Schlussgleichung

20(2u’,n, 0" )92, n + 0.0 + )2, n+ o9 + o)
><19(2t/ n—o—o, n/—Q’—U’)
= Z )¢ "n+en’ I(2u, e,e)0(2v,e + 0,&’ + o) (25)

><19(2w,5+0,5 + o), 92t e —o—0, —d -0,
wobei zwischen den Argumenten die Relationen stattfinden:

u+v—|—w—|—t:2ul ul—l—v'+w/+t/:2u

utv—w—t=2 W4+ =t =20
/A / / / (24)

u—vt+w—1t=2w u —v +w —t =2w

u—v—w+t:2t/ u =0 —w +t =2t

Die Formel (25) enthélt 20 von einander wesentlich verschiedene -
Relationen. Man kann linker Hand drei der 9 beliebig annehmen, dann ist
die vierte bestimmt, da 71/, 0o’, oo’ durch diese Annahme bestimmt sind.
Wahlt man alle drei ¥ mit denselben Charakteristiken , so hat die vierte
auch dieselbe Charakteristik. Denn ist

n=n+o+2v=n+0+2u
W =n+d+2/ =040 424
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(u 1, v V' ganze Zahlen), so folgt:

n—o—o=n-2p—v-—o)

/ /

0 —d —d =1 -2 v -d)

d. h. die Charakteristik der vierten o ist auch (n,n’).
Wahlt man zwei der ¥ mit denselben Charakteristiken, so haben die zwei
iibrigen auch gleiche Charakteristiken. Denn ist

n+o=mn+2v
W+ d =1 + 2/
so folgt, dass
n—o—oc=n+o0—-2v+o)
W —o —o = +o —20 +0o)
ist, und dass also die anderen zwei ¢ gleiche Charakteristik besitzen.
Hieraus folgt: Nimmt man bei drei der ¢ verschiedene Charakteristiken
an, so hat die vierte ¢ die noch iibrigbleibende vierte Charakteristik.
In der Formel (25) sind also 20 verschiedene Formeln enthalten, némlich:

4 Formeln, in denen linker Hand dieselbe ¥J-Funktion auftritt,
4 ' v e ' ,,  vier verschiedene,

2-6 ” ” 3 - 5y zZwel gleiche

U¥-Funktionen auftreten.
Wir wollen diese Formeln hier folgen lassen.
Setzt man zur Abkiirzung:

[T, = 9,0(20)0,0(20)0 (200 (2t)

und 26a
1T, = 9,,(2u")9,,(20")9,.(2w")0,.(2t), (26a)
so ergiebt sich aus der Formel (25):
2115 = IIs + IIy + I + 11y fiir n =0, = 0;0= 0,0 = 0;
oc=0,0'=0;
2y =3+ Iy — Iy — Iy 7 n=1,7=0;0=0,0 =0;
=0,0" =0;
/ ” i O-/ / (26)
201 = g — Iy + 11} — Iy n=1n=-1L0=0,0 =0;
o=0,0 =0;

2y =3 — Iy —Ih + Iy " n=07=-10=00 =0

oc=0,0' =0
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VI. Additionstheoreme der Thetafunktionen.

Diese Gleichungen (26) sind dieselben, wie die Gleichungen (24), wenn man
u, v, w, t durch I, Il9, Iy, Il ersetzt, und aus ihnen folgt auch in genau
derselben Weise die Auflésung nach den I1,, ndmlich

Jede Relation, die sich zwischen den Grossen u, v, w, t; v/, v

20T3 = II% + 1Ty + 117 + I,
2Ty = IT5 + 115 — 117 — 11},
21Ty = IT5 — Iy + 117 — 11},
201y = II — IT) — II] + II),.

(26)

"o, tals

Folge der Gleichungen (24) ergiebt, besteht auch notwendig zwischen den
¥-Produkten, und umgekehrt.

Setzt man
Py = 93(2u)Y9(20)0g(2w) v (2t)
Py = 02(2u)d3(20)01 (2w)do(2t) (27a)
P = 91(2u)dg(2v) 02 (2w)¥3(2t)
Py = U0(2u)d1(20)03(2w)d2(21),
so ergiebt die Gleichung (25)
201 (2u" )90 (20" )99 (2w )I3(2t) = Py + Py + P3 + Py
209 (2u)03(20)01 (2w )Ig(2t) = Py + Py — P3 — P
2193(21/)192(21},)190(210/)191(2t/) =P -PR+P-F
2190(21/)191(21)/)193(221/)192(2#) =P -P-P+F (27)
firn=1,1=-1;0=0,0 = —1;0 =1,0 =0;
"n=0,=-10=0,0=-1;0=1,0' =0;

"n=0,7=0;0=0,0=-1;0=1,0 =0;

”77:1777/:0;9207912_1;02170/20'

Durch Auflésung

dieser erhiilt man, wenn P, aus P, hervorgeht, durch

Vertauschung der u, v, w, t mit v/, v/, w', ¢

2P, = P+ Py+ P3+ P
2Py = P| + Py — Py — P}
2Py =P — Py + Py — P}
2Py =P — Py — P+ P},

(27)

Diese Gleichungen gehen iiber in die Gleichung (24), wenn man

Py, Py, P3, Py; P, P, P}, P}
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b
wu, v, W, tu v, w
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und jeder Relation zwischen den u, v, w, t und @/, v, w’, ' muss daher einer
Relation zwischen P und P’ entsprechen.
Wir setzen ferner:

I, = 0 (2u)0;(20) 9, (2w) Iy, (2t)
I}, = 9;(2u")0;(20") 9y, (2w) 9y, (21),

so ergiebt die Gleichung (25) fiir leicht zu bestimmende Werte die Charakte-

ristiken:

2]763 = Ilps + 112 + 191 + Hgo\
21119 = Iz + 1112 — 21 — T3
211y, = Iy — ITyg + Iy — I3
2113 = Ilo3 — 13 — 31 + 1130
QH(/)Q = [lpo + 1113 + IIog + 1137 )
21113 = Iyy + I3 — Iy — 113
2115y = Ilgg — I3 + Ilog — I3
20131 = Iy — 113 — Iz + 1131
20139 = II35 + o3 + I110 + Iy )
20153 = 3o + Ila3 — IT1g — Il
2111y = I3y — o3 + 1T — Iy
211y = I3y — Ilo3 — Iy + Il |

(28)

(29)

(30)

Es ist ohne weiters klar, wie man jede Relation zwischen den u’, v/, w’,
t', u, v, w, t durch solche zwischen den Gréssen II;, und IT Z’ ;, ersetzen kann.
Hier einige Relationen zwischen den Grossen, die sich aus den Gleichungen
(24) ohne Miihe ergehen:

/ /
u+v=u—+v
/ /
u+t+w=u +w

u—l—t:u/+t/

1 I
U —wt=uv —wt

! 1,/
uw —vt=uvw —v't

I !
ut —ovw=ut —vw

u—v:w'+t’
u—w:U+ﬂ

u—t:v/+w/
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u? + 02 +w? + 12 = u? + 0% + 0w + 17
2uv + wt) = u? +0'? —w? — 1?2

2 2 t/2

2uw + vt) = v — 0% + '

2ut +vw) = u? — % —w? + 1.

Aus diesen ergeben sich die reciproken durch Vertauschung von u, v, w,
t mit o/, ', W', t.

31. Aus den eben abgeleiteten Formeln fiir die ©¥J-Funktionen ergehen sich
die Additionsformeln fiir die elliptischen Funktionen su, cu, Au.
Setzt man beispielsweise in den Formeln (27)

U =v,w =t,
wodurch
/ / / /
U =u+wv =u—w,w =0,=0

wird, so giebt die erste Gleichung, wenn %u, %w an Stelle von u und w
geschrieben wird,

Vo391 (u+w)dg(u — w)

31
= Y1uvgudow Y3w + JouIg3u 1w Jgw. ( )

Macht man dieselbe Substitution in den Gleichungen (26), so folgt, da

I =0
wird, also
Iy — 111 = I3 — I
ist,
I}y = I3 — My = Il — Iy,
oder:

ﬁ%ﬁo(u + w)do(u —w) = ﬁ%u 19(2)10 - ﬁ%u ﬁ%w. (32)
Dividirt man beide Gleichungen durch einander, so folgt:

Vo3 U1 (u + w) B Y1udgu Jow J3w + You Y3u v w dow
fﬁ% Jo(u +w) ﬁ%u ﬁ%w - ﬁ%u ﬁ%w
(wtw)

( )

Y3 Yu Yo Yow Yo Yow | Vg Jou Vg Y3u 93 Yqw

Ty Tou U3 Dow U3 Jow T 0o Ogu U3 Dou Ty Tow
193 192 190u 192 190w

%191 U+ w
P9 Yo(u + w

1
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daher

sucwAw + sw culAu
2 2

s(u+w) =

1 — 2282u s2w

Setzt man in der ersten Gleichung (29)

also
/ / / /
u=u+v, v=0 w=u—v, t=0

und ersetzt dann v und v durch %u, und %v, so wird, da
M5 =0
31 —

ist, also
Ilpo + 131 = 1113 + 139

sich ergiebt,
Iy = oo + 31 = IT13 + II5,

oder
Yoo (u + v)do(u — v) = Ygu dgv You v + Y1u v I3udzv
und da nach eben hingeschriebener Relation
0390 (u 4 v)0o(u — v) = YEuvdv — V3u v
ist, so folgt:

@ﬂg(u —v)  YoudgvIou v + J1udivizudzv

Yo Yo(u — v) ﬁ%u 1931) — ﬁ%u 19%1}
oder
Vo Yau Vg Vv | Y3 V1u¥sviv Yo Yzu ¥ Y3v
Vo V2(u—v) 9y T0udy ov " U5 Jouda Jov D3 Dou U3 Dou
J2 Up(u — v) | _ Vg 03 9fu 930t ’
19§ 19% ﬁ%u 19% 19%1)
daher
cu cv + su svAulv
clu—wv) =

1 — 32s2u s2v
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Durch dieselbe Substitution, wie sie eben vorgenommen wurde, ergiebt
die erste Gleichung (28), da

Iy =0
ist, also
IIp3 + II91 = 19 + I3,
ITys = oz + o1,
oder

Vo300 (u + v)03(u — v) = Ygu Igv V3uV3v + Jou Jov Iy u v

und
19%190(14 +v)0o(u —v) = ﬁ%u 19%1} - ﬁ%u 19%1},
also
J3U3(u—v) _ Joudgvdgudzv + J1udivdaudgv
9o Jo(u —v) ﬁ%u 19%11 — ﬁ%u 19%1) ’
woraus
AuAv + 2 su svcucv
A J— =
(u U) 1 — »25%u s2v
folgt.

Nach dem Vorstehenden ist leicht ersichtlich, wie man die anderen in (19),
(20), (21) hingeschriebenen Formen des Additionstheorems unserer doppelt-
periodischen Funktionen erhélt.

32. Wir wollen die Relationen zwischen den 9J-Funktionen noch dazu benut-
zen, um die S. 99 berechnete Konstante

0193

G = G,

in einfacherer Form darzustellen.
Wenn wir die Gleichung

Vo391 (u + v)Jg(u — v) = Ygu P u v I3v + Jgv P1v Joudgu
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nach v differentiiren und % = 199'v setzen, wobei also

d(u + v) _ di(u+v)

dv d(u+v) - 19’(“ )

folgt, da w als konstant betrachtet wird, wahrend

d(u — v)
dv

=~ (u—v)
ist, so ergiebt sich
V91l3 [19’1(u -+ U)ﬁo(u — U) — 191(u -+ U)l%(u — U)]
=dgudiu [19/221 J3v + Jov 19%1}] + Youd3u [1961) Y1v + dou 19’117} :
Setzt man nun v = 0, so wird, da
9(0) =0, 5(0) =0, ¥5(0) =0
ist, denn 9 (v), ¥%5(v), ¥5(v) sind ungerade Funktionen von v,
D9t [0 udgu — qudyu] 9o ¥} 9oudsu.
Diese Gleichung zweimal nach u differentiirt liefert:
V903 [0 udou + 9 udfu — Pudyu — d1udy ul
= 9] [Vyudgu + 205uI5u + Joudiul .

Es ist aber auch
vy =0, 9 =0,

da beide Funktionen 9f)’(u) und 9/ (u) ungerade Funktionen von u sind, man
erhélt also, wenn u = 0 gesetzt wird,

Vo [9]"90 — 9105] = Vo] [9503 + Pos ]
und da 19’1, ¥9, 3, Y nicht null sind, die Relation

A
19—,1—79—24—19—34—19—0. (33)

Es ist die allgemeine ¥-Funktion durch die Gleichung definirt gewesen:

I(u,e,€') = io:o 6{(m+%)2w/+2(m+%)(u+%’wﬂ%"

m=—0oQ
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Die Reihe rechter Hand konvergirt fiir alle Werte von u unbedingt und
gleichméssig, kann also differentiirt werden, und die Summe der Differential-
quotienten der Glieder ist der Differentialquotient der Reihe, also ist

! i\ = m+5)%w +2(m+5 ) (utSw) |
W_ (%);O(m—i_%)e{( +5) w2(m+3) (ut5 )]w

und

Y

Piwee) (2_)2 S (4 )2l s (1 50) |2

du? S\ w
—0

~

da die Reihe rechts wieder gleichméssig konvergirt. Wir sahen nun, dass w

~

nur der Bedingung unterworfen war, damit die Reihe konvergire, dass *;
einen positiven Koeffizienten von i habe. Andert sich also w’ derartig, dass
diese Bedingung erfiillt bleibt, so wird die neue ¥-Reihe wieder gleichméssig
konvergiren. Es ist daher 9(u, e, ) auch eine stetige Funktion von w’, wenn
w' innerhalb eines gewissen Gebietes bleibt, z. B. wenn w reell und positiv
ist, wenn w’ = a + i3 oberhalb der Axe der reellen Zahlen liegt, d. h. wenn

[ positiv ist. Differentiirt man nun die
| mr8)2me ) (e 2
nach ', wodurch man

TS (g 5)2 e (m 8 2me 5 (w5 5

w

erhilt, so konvergirt diese Reihe fiir dieselben «’, wie die erste, und fiir alle
endlichen v und daher ist:

.+
dd(u,e,€") i~ -
Tar e

—o0
Vergleicht man die Reihen rechter Hand in dieser und der fritheren Glei-
chung, so ergiebt sich

d219(u,5,5’) B @dﬁ(u,s,s’)

du? w dw' (34)
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also fiir die vier J-Funktionen:
"o 471 d193u "o 47 d??()u

Usu w do 00U w dw'’

4 diou 4 dvqu
,19// _ o rram 19// _
24 w dw'’ 1 w dw'’

daher fiir die Nullwerte des Argumentes:
gy ATy dmiddy L, dniddy
3 w dw'’ 0 w dw'’ 2 w dw'’
Die letzte liefert ¥/ = 0, wird sie aber noch einmal nach wu differentiirt,
so ergiebt sich

477 ddu
9y = 222 1
L w dw
und daher
g A
w dw'

Fithrt man die eben erhaltenen Werte in (33) ein, so nimmt diese die

Gestalt an:
1 d19/1 1 dvs 1 dis 1 ddg

V) do T O3 de T g dw T g dw!
in welcher Form sie eine vollstindige Differentialgleichung nach «’ darstellt,
die integrirt
log ¥} = log e300
oder
W) = e¥3990

liefert, wobei ¢ von ' unabhéngig ist. Da nun

4 & 12 27 1
== 3D+ 5" = T -3 + )
0
> 2
do =142 (-1)"¢" —1-2¢+24 — ...
1
> 2
?93:1+22qn :1_|_2q_|_2q4_|_...
1

N

o0
lz —
1



128 V1. Additionstheoreme der Thetafunktionen.

ist, so folgt aus der Gleichung fiir 19’1:
27
w

oder

5(1—3q2+~-):c(1+q2-~-)(1+2q+'--)(1—2q+~~~).

Setzt man in dieselbe

also .
g

q — %) = 07
wobei w endlich bleiben soll, so wird
s
c=—
w
und es ist daher -
W) = ~Uga03.
w
Macht man von dieser Gleichung Gebrauch, so ergiebt sich
B 19’1293 o

~v3.

G_ﬁoﬂg_w

1 1
11 =3¢+ ) =2cqT(1+ @+ - )1 +2¢+--)(1—-2¢+---

(35)

(36)

Es hiangt 13 blos von % ab, dndert sich also nicht, wenn dieser Quotient
konstant bleibt. Nimmt man daher fiir die willkiirliche Konstante G irgend

einen Wert an und setzt % als bekannt voraus, so ergiebt die Gleichung (36)

/
den Wert fiir w und aus dem bekannten Quotienten - ergiebt sich w'. Nimmt
man beispielsweise G = 1 und berechnet den Wert von w mit wy, so wird

w) = 7T19§

und da fiir ein beliebiges G
T 42
W = 5193

folgt, so wird bei konstantem Quotienten

/
wl w’
_— = — = a,
w1 w
/
w1 / wl w1
W= —, W = =wa = —a

G G G
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sich ergeben. Hieraus ersicht man, wie von der doppeltperiodischen Funktion,
fiir welche

s/u:\/1—32u-1—%2s2u

ist, iiberzugehen ist zu derjenigen, fiir welche

s/u:G\/1—32u-1—%2s2u

1st.




VII. Realitidtsbetrachtungen fiir die Funktionen
su, cu, Au.

33. Essollen hier noch Betrachtungen iiber die reellen und komplexen Werte
der elliptischen Funktionen angestellt werden. Es ist

2 _ 1) .
oy — I3diu 142302 ¢" ' Yool (=)™ Lgn(n=1) gin(2n — 1)&n

~ dadou %0, gn(n=1) 142 Z%O:l(—l)”q”Q cos 2nim
oy = J0Y2u _1+2 S0 (=1)"g™  2nel """V cos(2n — 1) x
U2 You % | gn=1) 1+2 Zgozl(—l)”qnz cos 2nm
(37)
A Yod3u 142 Z;’lo:l(—l)”q”Q 1+25 09, q”2 cos 2n5m
u = — =

U3 dou 1+2% 00, q"° 142 Z;’lo:l(—l)”qnz cos 271%7{"

wobei ¢ = ew ™ ist. Setzt man in diese Gleichungen

(a+Bi)mi

u
—=x+iy, gq=e€ = ¢ P (cos am + i sin o)
w

ein, wenn % = «a + i3 gesetzt wird, und trennt die reellen und imaginéren
Theile, so nehmen jede der drei Funktionen die Form P + i) an. P und
@ sind reelle Funktionen von z, y. Will man nun die Werte von u haben,
welche den reellen Werten der doppeltperiodischen Funktion entsprechen,
so hat man nur ) = 0 zu setzen, wodurch man eine Relation zwischen x
und y erhélt. Zu jedem Werte = wiirden sich ein oder mehrere Werte von y
ergeben, so dass fiir den Wert & = z + 4y die doppeltperiodische Funktion
einen reellen Wert annimmt. Man ersieht hieraus, dass die Werte von u, fiir
welche die doppeltperiodische Funktion reelle Werte annimmt, innerhalb des
Periodenparallelogrammes gewisse Linien erfiillen.
Diese Linien miissen fiir su jedenfalls durch

u=0, u=%, uwu=w, u=23%

und

gehen, denn es ist
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welches reelle Werte von su sind. Ebenso miissen diese Linien fiir cu durch

/ /
u=0, u=9% u=w u=3%5 u=wt+YG, u=2w+%9,

o€

fiir Au durch

gehen, da fiir diese Argumente die Funktionen reell sind.

Ich will zwei spezielle Félle wegen ihres hdufigen und fast ausschliessli-
chen Vorkommens in der Anwendung der elliptischen Funktionen besonders
hervorheben.

1. Es sei w reell positiv und o’ = @'i rein
imaginir, also @’ reell. Dann wird

reell und da es kleiner als 1 sein muss, so muss

&' positiv sein. Das Periodenparallelogramm w,

W hat also die Form eines Rechteckes (Fig. 25).
Es wird

, 05 16 [Zi’o q”("1>]4 i
" _ﬂ_g [1+2an2]4 o
K [1 +2 Z(—1)”qn2]4

U3 [1—1—22(]”2]4

Y

also 32 und »/2 reell und positiv, mithin beide
kleiner als 1, da »2 + »/2 = 1 ist.

Die Formeln (37) zeigen, dass fiir reelle Werte von u die Funktionen su,
cu, Au reell werden.

Da nach den Gleichungen (14) S. 96

1 1A 1
(o d) = e )= A2 afeg) -1

2S5V ix sv’ i sv

ist, so ersieht man, dass fiir Werte von u = v + %z’, deren imaginérer Theil
/ ~, . . .. . .

konstant %4 = %4, ist, wihrend v reell ist, su reelle Werte annimmt, cu und

Au aber rein imaginar wird.
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Es ist ferner su eine ungerade Funktion von u, wihrend cu und Au gerade
Funktionen sind und in unserem Falle enthalten diese Funktionen blos reelle
Konstante. Setzt man also

s(v+iu) = P +1Q,
S0 1st
s(v—iu) = P —1iQ.

Ist also v = 0, so ist

s(iu) = R+ 1S
s(—iu) = R—1iS

und da
s(—iu) = —s(iu)

ist, so muss R = 0 sein, d. h. s(iu) ist rein imaginér.

Da ferner
c(iu) = Ry + 151
c(—iu) = Ry — 157,
aber
c(—iu) = c(iu),
SO ist
S1 =0,
also ist c(iu) = Ry reell.
Da
A(iu) = R 4159
A(—iu) = Ro — 59
und

Aiu) = A(—iu),
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so ist auch A(iu) = Ry reell.

Nun ist
cv
s (v + %) = A
also
, c(iu)
S (w—i— %) = Aiw)’

d. h. fiir reelle u reell. Ebenso ist
S (zu + 37‘”)
reell, da
cliu+w) = —cliu), Aliu+w)= A(iu)

ist und c(iu), A(iu) reell ist, wenn u reell ist. Es ist

/
o
A(Y +iu) = —
(2 ) AZU’
also ist auch
A (% + Zu)
reell fiir reelle w.
20’
3wl ___h____
2
Wr . W, : : '
w', : waw/ o ' wl_ . ___
2] ! / i 2
0° w w 3w 20 o° @) w S0 2 0 W w
2 2 2 2 2
a) su b) cu ¢) Au
Fig. 26.

Zeichnen wir die Periodenparallelogramme fiir die doppeltperiodischen
Funktionen su, cu, Au, so kann man in denselben leicht die Werte von u
markiren, fiir welche jede von ihnen reelle Werte annimmt.
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In vorstehenden Figuren 26a, b, ¢ sind die Linien, auf welchen die Werte
von u liegen, fiir die die zugehorige Funktion reelle Werte annimmt, dick
ausgezogen, die Linien, auf denen die Funktion rein imagindre Werte erhélt,
sind punktirt. Die letztere ergiebt die folgende Betrachtung.

Da s(iu) rein imaginér ist fiir reelle u, so ist auch

s(w +iu) = —s(iu)

rein imaginér fiir reelle u. Es ist ferner
1A 1
(o)1 aerg) -l
1 xSsU L su
also fiir reelle u ist / /
c(u—f—%) undA(u—i—w—g)

rein imaginédr, daher auch

Und da

ist, so ist
c (zu + %)

fiir reelle u rein imaginér, ebenso
c(iu—l—%) , c(iu%—é%) .
2. Es sei w reell und positiv und
W' :w+w/1 :w—i—wéz’,
WO wé reell und positiv ist, dann wird

/
/o Wy

qg=ew = _—¢ w7

/
wesentlich negativ und absolut kleiner als 1, da % positiv ist. Es ist daher

- 19_421 - 16¢ [Z qn(n—l)}él

3 [1+22qn2}4
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negativ und

574
o vh_ [1H2ECD]

U3 [1—1—22(1"2}4

positiv, also ist s rein imaginir von der Form isz; und ¢ reell, wihrend 5/
reell ist.

Die Funktionen su, cu, Au enthalten auch jetzt nur reelle Konstante und
sie sind also fiir reelle u reell, und da su ungerade, cu, Au gerade Funktionen
sind, so folgt, wie frither, dass s(iu) rein imaginér, c(iu) und A(iu) reell sind
fiir reelle w.

Es ist aber

W 1
S <u + 7) = —,
7SU
y AW : - - 1
also fiir reelle u---s (u + 7) im vorliegenden Falle rein imaginir, da - =

1

T ist. Ebenso ist

s(iu+w),  s(iu+ 2w)

rein imaginar.

s(iu+$) -

ist aber fiir reelle u reell.

Wir haben also die Darstellung der Werte von « im Periodenparallelo-
gramm (Fig. 27 a) fiir su. Die dickgezogenen Linien stellen Werte von u vor,
fiir die su reell wird, die punktirten, fiir welche su rein imaginéar ist.

cu und Awu sind reell fiir reelle und rein imaginéire Werte von u, also sind

cu, c(iu), cliv+w), cliv+2w), c(iu+ 3w)
reell und da
W' 1 Au
17 su
ist, so ist auch ¢ (u + %) fiir reelle u reell.

, s(iu)

Aliu)

c(iut+4)=—x
ist rein imaginér, ebenso

c(iu—f—%"), c(zu—i—%)
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Es ist
Au, Alu+d), A(iu), Aliv+w), Aliu+2w)...

reell und da

so ist auch

Aiu+%), A(zu—i—%‘”)

fiir reelle u reell.
A <u + %) = Lew
ist rein imaginar fiir reelle u.
Die Periodenparallelogramme fiir die Funktionen cu, Au haben in den
Figuren 27 b, ¢ nach fritherer Art die Werte von u eingezeichnet, fiir die die

1 SU

2w+2w;

20+ w+w]
@ W e e w
2 2
b) cu ¢) Au
Fig. 27.

Funktionen reell resp. imaginér werden.
Hat ' irgend einen anderen komplexen Wert, so wird ¢ imaginér und su,
cu, Au enthalten imagindre Konstanten.




VIII. Darstellung der doppeltperiodischen Funktionen
durch logarithmische Differentialquotienten der
Y-Funktionen.

34. Es moge hier noch eine Art der Darstellung der doppeltperiodischen
Funktionen dargelegt werden. Wir setzen

~ dlog ¥y (u) P

du D’

Z(u)

so ist Z(u) eine eindeutige Funktion von wu, welche im Periodenparallelo-

gramm w, w’ nur fiir u = 0 unendlich wird. Es ist ferner

Z(u+w)=Z(u)
211

Z(u+ o) = Z(w) - =,

wie sich aus den Formeln (I) auf S. 53 ohne weiteres ergiebt, d. h. Z/(u) =

2
dii“) _d 125;91“, Z"(w), Z"(u) ... Z™(u) sind lauter doppeltperiodische

eindeutige Funktionen von u mit den Perioden w, ', welche nur fiir « = 0
unendlich werden.

Es wird Z(u) fiir u = 0 unendlich von der ersten Ordnung. Denn es ist
fiir kleine Werte von u:

1
V1 (u) = udy + gu?’é"lﬂ +e

da ¥4 =0, 19’1’:0... ist, es wird

1
V1 (u) = u [19/1 + §u219/1” + - }

1
log 91 (u) = logu + log (19’1 + 6u219’1” +.. )
119///
= logu + log ¥} + = —+-u?+ But + - -
6 )

da das Argument des zweiten Logarithmus in der ersten Gleichung fiir « = 0
nicht verschwindet; daher ist:

dlogdiu 1 119/1”
Z(u)=——— ="+ -—u+---
du u 319'1

wo nur positive ungerade Potenzen von u folgen.
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Mithin wird [uZ(u)]y=g = 1 und Z(u) ist fiir v = 0 unendlich von der
ersten Ordnung. Z(™ (u), wird daher fiir © = 0 unendlich von der (n + 1)te"
Ordnung, da

Z(n)(u) = % + Ay + -+ - pos. Pot.(u)

ter

ist. Z(")(u) ist mithin eine eindeutige doppeltperiodische Funktion (n+ 1)
Ordnung mit den Perioden w, «'.

Es sei nun F'(u) eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u mit
den Perioden w, ', welche fiir v = a1, ay...ap unendlich wird und zwar,
wie wir vor der Hand voraussetzen wollen, stets von der ersten Ordnung.

Es sei also fiir kleine Werte des Moduls |u — «|

A;

o — U

F(u) = + B+ Bi(a; —u)+---.

Da Z(u — a;) = ——— + - pos. Pot.(o; — u) ist, so ist

a;—U

Fu)+ AjZ(u—q;) fir uw=q

nicht mehr unendlich, daher ist

n

p(u) = F(u) + > AiZ(u— o)
i=1

fiir keinen der Werte aq, as ... ay unendlich, und da Z(u — «;) nur fiir diese
Werte unendlich werden kann, ebenso F'(u), so wird ¢(u) fiir keinen Wert
von u innerhalb des Periodenparallelogrammes w, w’ unendlich. o(u) ist aber
eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u, denn es ist

p(u+w) = p(u)
21
plut ') =pu) == A,
da jedes Z(u — a; + ') = Z(u — o) — % ist.

Da aber Y ' | A; als Summe der logarithmischen Residuen fiir jede ein-
deutige doppeltperiodische Funktion null ist (pg. 66, Sekt. 14), so ist

olu+w) = ()
plu+u) = o).



139

¢(u) wird aber nicht unendlich innerhalb des Periodenparallelogrammes,
also ist p(u) = C' und daher
n
F(u):C’—ZAiZ(u—ai). (I)
=1
Wir nehmen nun an, F'(u) werde fiir u = oy, a9, ... ay von den Ordnun-
gen ni,n9,...ny unendlich; so dass fiir die Umgebung von «; die Entwick-
lung gilt

Ajp. Ajp A;
Flu) = —2M L Gl 271—|—---—|— ZU+B+--- pos. Pot.(a; —u).

(o —u)™ (o —u)™ o —
Da nun Bl
(R) () — ) — : o
ZV(u— ) = (o7 — u)iFl + pos. Pot(a; — u)
ist, so wird
Aini-1 (ni—1) Aini—2 (n;—2) A
Ajpi—1 Ajni—2 A;
— 3Tl 3T . B P. L
[(ai o a1 T g TR R )
daher wird: .
Pt Y, g o2 e e
»x=1 ¢ )
oder auch
ni—l Ah
F(u)—i— Z fz,' Z(h)(u—ozi)”'Ai’():Ai
h=1

fiir u = a; nicht mehr unendlich und mithin wird

m ni—l

A
F(u) + Z Z T;hZ(h)(u — ;)
=1 0 '

fiir keinen Wert von u innerhalb des Periodenparallelogrammes w, w’ unend-
lich, und da es eine doppeltperiodische eindeutige Funktion von wu ist, ist
dieselbe eine Konstante. Die doppelte Periodizitéit folgt daraus, dass jedes
z(h) (u — a;)(h > 0) doppeltperiodisch ist, dass aber die Summe der Koeffi-
zienten von Z(u — «;), d. h. Y°" A; = 0 ist. Daher ist

m n;—1

A.
Fuy=Cc-5 %" hLEhZUL) (u— a;). (1)

i=1 h=1
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Hierdurch ist die doppeltperiodische Funktion F'(u) in eine Summe von
Funktionen Z((u — ;) zerlegt, die nur fiir einen Wert des Argumentes

unendlich werden.
Diese Zerlegung ist ganz analog der Zerlegung einer rationalen Funktion
von z in Partialbriiche, nur dass hier Z(u — a;) an Stelle von Z_Laibei der

rationalen Funktion tritt. (Vgl. Einleitung S. 30.)




[I. Theil

Elliptische Integrale.



I. Die Riemann’sche Fliache der Funktion
Yy = \/A(:c —a1)(x — ag)(z — a3z)(z — ay).

35. Indem wir z = s(u) = %gégzg setzten, fanden wir, dass z einer Diffe-

rentialgleichung zweiter Ordnung

dz\ 2
() —eta-2a-22, 1)
oder J
(£> = G\/(l — 22)(1 — »#222)
4
T oo U
G—wﬁ,% —19§

geniigt, und dass fiir kleine Werte von u sich z als Potenzreihe von u darstellen
lasst in der Form

1 1
z:z(u):Gu+§A3u3+aA5u5+...’

denn man kann ¥ (u) und Yg(u) in Potenzreihen von u entwickeln, und zu-
folge der Bedingung
s(—u) = —su

miissen alle geraden Potenzen aus der Entwicklung ausfallen.
Sei nun umgekehrt die Differentialgleichung (1) gegeben, in der wir G
beliebig und ‘%2| < 1 voraussetzen wollen, so wird aus derselben

du 1
dz 1= 21— 227

und
+C

dz
Cu= / VA= 21 =22

folgen. Setzen wir fest, dass u = 0 sein soll fiir z = 0, so stellt sich u als
bestimmtes Integral zwischen Null und dem komplexen Werte z = ( dar.

Es wird c
dz
Gu = /0 \/(1 —22)(1 - %2z2)‘ @
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Durch dieses Integral ist fiir kleine Werte von (u als eine eindeutige Funktion
von ¢ in der Umgebung von ¢ = 0 dargestellt. Denn so lange |z| < 1 ist, kann
man

1
(1-2%)"2=1+3214...
(1_%222)% 122

=1+ 522"+
als konvergente Potenzreihen entwickeln, und es wird
1
(1= 21— )72 = 1 514272 4

also

Gu=C+ it +:23+- (A)
sich ergeben, mithin « in der Umgebung des Punktes ( = 0 innerhalb des
Kreises, dessen Radius gleich 1 ist, sobald |»| < 1 ist, eine eindeutige unge-
rade Funktion von ( sein, da in der Potenzreihe, wie man sieht, nur ungerade
Potenzen vorkommen.

Da nun zwei verschiedenen Werten von ¢, die in der Umgebung von ¢ = 0
liegen, stets zwei verschiedene Werte von u in der Umgebung von u = 0
entsprechen und (2—2‘) fiir ¢ = 0 nicht verschwindet und nicht unendlich ist,
so wird auch ( fiir kleine Werte von u eine eindeutige Funktion von u sein
und sich daher in der Umgebung der Stelle © = 0 in eine Potenzreihe der
Form

¢ = Gu+ Bou® + Byu® + Byut + - (B)
entwickeln lassen. Da aber fiir ( = —(” auch u = —u’ aus (A) folgt, so miissen
in (B) alle gradzahligen Potenzen ausfallen, d. h. es ist

¢ = Gu+ Byud + By + -+,

also fiir kleine Werte von u eine eindeutige ungerade Funktion von w.

Die Gleichung (2) definirt also fiir kleine Werte von uw und ¢ die obere
Grenze ( des Integrals als eindeutige Funktion von u, welche der Differenti-
algleichung (1) geniigt.

Konnen wir direkt zeigen, dass bei beliebig gegebenem G und s die Glei-
chung (2) durch die obere Grenze ¢ des Integrals eine eindeutige doppeltperi-
odische Funktion definirt, dann werden uns die Perioden dieser Funktion ein
Mittel an die Hand geben, die ¥-Funktionen, welche ihnen entsprechen, zu
konstruiren und dadurch ¢ als doppeltperiodische Funktion von u in anderer
Form, als es die Gleichung (2) thut, darzustellen, ndmlich in der Form

_ U391 (u)
Vo Jp(u)

Diesen Weg wollen wir nun einschlagen und zwar in etwas allgemeinerer
Form.
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36. Wir setzen

y? = Alx — ap)(z — ag)(z — a3)(z — ay), (3)
wo ai, a9, ag, a4 irgend welche reelle oder komplexe Grossen sein mogen,
die durch die Punkte aj, a9, ag, ag in der z-Ebene, wo wir die komplexe
Verénderliche x deuten, dargestellt seien. Indem, wir dann das f;o %x be-
trachten wollen, miissen wir uns iiber die Funktion y vorerst orientiren.
Wie wir ersehen ist y keine eindeutige Funktion von z, denn jedem x

entsprechen die beiden Werte

y=+VA(x —ar)(z—ag)(z — a3)(z — ag) }
y=—VA@x—a)(z—a2)(z —a3)(z — aq),

welche beide der Gleichung (3) geniigen. Diese Werte sind im Allgemeinen
von einander verschieden und koénnen nur gleich werden, wenn y = 0, d. h. z
einer der Werte ap, ao, asz, a4 ist.

Es sind die beiden Werte fiir alle  von einander verschieden, die ausser-
halb eines Kreises K liegen, der um den Anfangspunkt z = 0 geschlagen ist,
und der die Punkte a1, a2, a3, aq einschliesst.

Setzt man um diess deutlicher zu ersehen 2’ =
annehmen, wenn x ausserhalb K liegt.

Da nun

(4)

1

2> 80 wird 2’ kleine Werte

(a”y)* = A(1 = a12)(1 = aga’)(1 — aga’)(1 — aya’)
ist, so wird
(m/2y)x/:0 entweder + VA oder — VA sein.

Da ferner fiir kleine |2|

VAL = a12")(1 — ag2’)(1 — aga’) (1 — ayx’)
—VA+ Bz +Ca? + -

eine konvergente Potenzreihe ist, so wird (z/?y) fiir kleine 2’ die Entwicklun-
gen

%y =+VA+ B +C2? + -
2%y =—VA—-Bx' —C2?— ...
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haben, oder die beiden Werte y; und ¥, welche kleinen Werten 2’ =
grossen Werten von x entsprechen, sind in der Form

VA

B
y1:+$72+;+0+ pos. Pot.

VA B

ylz—ﬁ—;—(}’— pos. Pot.

, also

8=

entwickelbar, also eindeutige Funktionen von z’, daher auch von z, so lange
x ausserhalb K liegt.

Ist ferner x = x( irgend ein endlicher Wert von x, der von den Punkten
a1, ag, asg, a4 verschieden ist, und setzt man fest, dass fiir x = x

y=1yo =V Alxg — a1)(wo — ag)(zg — a3)(xg — ag) = b

auch dem Zeichen nach gegeben ist, so wird in der Umgebung von xq auch y
eine eindeutige Funktion von z sein und zwar so lange als x innerhalb eines
Kreises um zq liegt, der alle Punkte ay, a9, a3, a4 ausschliesst.

Denn da sowohl y als % fiir x = x( endliche und ganz bestimmte Werte
haben, da y = b fiir x = x( werden soll, so kann man y in der Form

y:b—f—Al(x—:L’o)—f-AQ(x—mo)z—f-"'

entwickeln, woraus die Eindeutigkeit klar ist. Wiirde man festsetzen, dass
y = —b werden soll fiir x = x(, dann wiirde die Entwicklung

y = —b— Aj(z — x0) — Ag(zx — x0)? —

lauten und diese wiirde wieder eine eindeutige Funktion von x sein, in einer
bestimmten Umgebung von xy.

Nennt man die beiden Werte y; = y
und y9 = —y, welche die Funktion y fiir
jedes x annimmt, die Zweige der algebrai-
schen Funktion gy, so kann man sagen:
In der Umgebung aller Punkte xq der x-
Ebene werden von den Zweigen der Funk-
tion y jeder eine eindeutige Funktion von
x sein, wenn xg von den Punkten ay, as,
as, a4 verschieden ist.

Wir untersuchen nun das Verhalten
der beiden Zweige der Funktion y in der
Umgebung der Punkte a1, a9, ag, ag. Wir
machen die Untersuchung fiir a; sie gilt genau so auch fiir ag, ag, ay.

Fig. 28.
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Um aq schlagen wir (Fig. 28) einen Kreis £, so beschaffen, dass er die
Punkte a9, ag, ayq ausschliesst. Sein Radius sei R.
Wir setzen .
r—aj = pe'?,
dann werden alle x, fiir die o < R ist, innerhalb K liegen, d. h. x wird von

a9, as, a4 stets verschieden bleiben.
Es wird innerhalb &

VA(x — ag)(z — ag)(x — ay)

= \/A(a1 —ag + 0e'?)(a1 — ag + 0e'?) (a1 — ay + 0e?) = F(o,¢)

eine eindeutige Funktion von g, ¢ sein, die immer denselben Wert annimmt,
sobald p seinen urspriinglichen Wert erhélt und ¢ entweder wieder den ur-
spriinglichen Wert erhélt oder gleich ¢ + 2n7m wird, wo n eine beliebige ganze
Zahl ist, d. h. es ist F'(p, o+ 2nm) = F(p,¢). Da dann x auch immer densel-
ben Wert erhélt, so ist auch F'(p, ¢) = Fy(z) eine eindeutige Funktion von z.
Sollte namlich F fiir irgend ein Wertepaar o, ¢ und g, ¢ + 2nm verschiedene
Werte haben, so konnten sich dieselben nur im Vorzeichen unterscheiden, da
F12 eine rationale Funktion von z ist, daher miisste, wenn wir das ¢ stetig
von ¢ bis ¢ + 2nm dndern, notwendig fiir irgend ein g die Funktion F'(g, )
verschwinden (da sie nicht unendlich werden kann) um ihr Zeichen zu dndern.
Da dieses der Voraussetzung nach iiber die
zulédssigen Werte ¢ unmoglich ist, so kann
F(o, ¢) auch nur einen Wert fiir jedes o und
@ + 2nm besitzen. Es wird nun

o1
y=¢€202F(p, )

sich ergeben und wir wollen festsetzen, dass
fiir
rT=21...0=01, $=¢¥1

wird, und

Fig. 29.

¢l

1
y=1y =¢€"2 9

F(o1,¢1)-

Nun lassen wir ¢ von ¢ = @1 ab sich &ndern, indem wir x von z = z7
langs der ganz innerhalb K verlaufenden Kurve € (Fig. 29) sich bewegen
lassen. Kehrt x nach x zuriick, so wird nach diesem einzigen Umlauf des
Punktes p = g1, aber ¢ = ¢1 + 27, also

i(p142m)

T —ay = o€ = 01l =31 —ay
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xr = x1, wie es sein muss, hingegen wird

i@1+2ﬂ %
y=¢e'"2 o{F(o1,¢1+2m)

oder

da e™ = —1ist, d. h. es wird y = —yj.

Umkreist daher die Variable z den Punkt aj einmal, so erhélt y den
entgegengesetzten Wert. Erst wenn x noch eine zweite Umkreisung vollfiihrt,
wird y = —(—y1) = y1 den urspriinglichen Wert wieder annehmen.

In der Umgebung der Punkte ay, ag, ag, ayg ist also y keine eindeutige
Funktion von x. Fir alle andern Werte von x, fiir welche y nicht verschwin-
det, ist die Fortsetzung von y aus dem einmal angenommenen Werte +y oder
—y eine vollstindig bestimmte und eindeutige.

37. Es fragt sich nun ob man man diese Zweideutigkeit, welche bei unserer
Funktion y auftritt, nicht durch eine passende Darstellung der Werte von x
beheben konnte, indem aus dieser Darstellung ersichtlich wére, dass x nur
dann seinen urspriinglichen Ort erhélt, wenn y seinen urspriinglichen Wert
annimmt.

Dieses ist in der That nach dem Vorgange von Riemann sehr leicht mog-
lich*) .

Da fiir jeden Wert von = zwei Werte von y angenommen werden konnen,
so denken wir uns fiir  nicht eine, sondern zwei Ebenen oder Blatter dicht
untereinander gelegt, in denen wir die komplexe Variable x deuten. Jedem
Werte z entsprechen also zwei Punkte: einer in der oberen Ebene 2/, einer in
der unteren z”’. Es sei nun x( ein von aj, ag, ag, as verschiedener Wert, dem
die beiden Werte +yg, —yg entsprechen. Wir setzen fest, dass dem Punkte x6
in der oberen Ebene der Wert +yg und dem Punkte mg in der unteren Ebene
der Wert —yq entsprechen soll. :v6 und :Eg stellen den komplexen Wert xg
dar. Bleibt nun 2’ in der Umgebung 2’ von :156, und daher der entsprechende
Punkt z” des unteren Blattes in der Umgebung von xg , so wird die stetige
Fortsetzung von y in eindeutiger Weise vor sich gehen und den Punkten der
oberen Ebene wird immer +y, den darunter liegenden der zweiten Ebene —y
entsprechen. Wird 2’ den Punkt x’l, welcher in der Umgebung 2’ von m6 liegt,

*) »Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer komplexen verénder-
lichen Grosse.< Inauguraldissertation von B. Riemann. Sowie auch: Crelle’sches Journal
Band 54, S. 101.
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umkreisen, ohne aus A’ auszutreten, so wird, wenn 2’ seinen urspriinglichen
Wert erhilt, auch y den urspriinglichen Wert annehmen. Dasselbe gilt fiir die
untere Ebene. In dieser Weise werden je zwei Punkten 2’ und 2’ in der oberen
und unteren Ebene, welche denselben Wert von x représentiren, die Werte +y
und —y entsprechen. Die Zweige der Funktion y sind auf diese Art in der
Umgebung des Punktes xq auch in der Darstellung der Variablen x getrennt.
Eine Schwierigkeit tritt fiir die Werte © = ay, a9, a3, a4 auf, fiir welche
beide Zweige der Funktion gleich werden und welche man Verzweigungswerte
nennt.

Diese Schwierigkeit wird folgendermassen
behoben: Nehmen wir den Punkt x = ay. Da R
fiir diese beide Werte y null, also einander I
gleich werden, so lassen wir die urspriinglich
getrennt verlaufenden Ebenen, in denen wir z
deuten, daselbst zusammenhéngen. Sei nun x1
ein Wert von x, welcher so beschaffen ist, dass
der Modul |z — aq| kleiner sei als der Radi-
us des Kreises K1, der alle anderen Punkte ao,
as, aq ausserhalb ldsst, und seien x’l, :1:’1’ die
beiden Punkte (Fig. 30) in der oberen und un-
teren Ebene, welche diesen Wert représentiren
und +y; und —y; die zugehorigen Werte von y.

Wir umkreisen nun mit 2/, von m’l ausgehend, den Punkt aq, ohne aus K
hinauszutreten. Dabei wird, wenn z’ in die urspriingliche Lage :L"l kommt.
y nicht den urspriinglichen Wert +y; anneh-
men, sondern —yq, d. h. den Wert, den wir !
dem Punkte a:’ll zugeordnet haben. Konnten 1
wir es nun so einrichten, dass nach einmali-
ger Umkreisung von aq der Punkt 2’ nicht
mit a:’l, sondern mit dem darunter liegenden
x’ll zusammenfillt, so hiatten wir bewirkt,
dass auch bei einmaliger Umkreisung von aq q
die Funktion y eindeutig bleibt, da ja x’l’ mit
m'l der Lage in den Ebenen nach nicht iden-
tisch ist.

Das Verlangte ist aber leicht zu errei-
chen. Denken wir uns (Fig. 31) von a; aus
eine Gerade aq in beliebiger Richtung gezo-
gen bis iiber K1 hinaus und ldngs dieser die beiden Ebenen zerschnitten.
Hierdurch erhalten wir vier Rédnder. Nun verbinden wir jeden Rand des obe-
ren Blattes mit dem gegeniiberstehenden Rande des unteren Blattes, wie ne-

Fig. 30.

Fig. 31.
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benstehende Fig. 32 im Querschnitte zeigt. Hierdurch ist ein Zusammenhang
zwischen der oberen und unteren Ebene ldngs der ganzen Linie a1q bewirkt,
derart, dass bei dem Ueberschreiten dieser Linie man aus dem oberen Blatte
stetig in das untere und umgekehrt gelangt.

Umkreisen wir nun mit 2’ von :c'l ausgehend den
Punkt aj. Sobald wir mit 2’ an (Fig. 31) @1¢ kommen Oberes Blatt

und es iiberschreiten wollen, treten wir in das zweite un- ><
tere Blatt ein und gelangen auf der punktirt gezeichneten
Linie nach z!, wo, wie wir wissen, der Wert —y; stattfin- Unteres Blatt

det. Umkreisen wir von :c’l’ weitergehend im unteren Blatte
wieder den Punkt a; ldngs der punktirten Linie, so wer-
den wir, sobald der Punkt an die Linie aq gelangt, aus dem
unteren Blatte in das obere gefiihrt und gelangen bei Fortsetzung des Weges
nach $'1 im oberen Blatte zum Werte +y;, was auch damit {ibereinstimmt,
dass bei zweimaliger Umkreisung von a1y den Wert +y1 erhélt.

Auf diese Weise ist die Zweideutigkeit von y in der Umgebung von a
behoben und jedem Représentanten von x entspricht nur ein Wert von y je
nachdem wir den z reprasentirenden Punkt im oberen oder unteren Blat-
te nehmen. Machen wir dasselbe fiir alle vier Punkte alt aq, a9, ag, a4, so
wird hierdurch fiir  eine Darstellung erhalten, so beschaffen, dass jedem
Punkte nur ein Wert von y zugehort. Um die Vorstellung des Zusammen-
hanges der beiden Blétter einfach zu gestalten, wéhlen wir die Linien ag,
welche man auch Verzweigungsschnitte nennt und auf deren Verlauf es nur
derart ankémmt, dass sie durch die Punkte a und bis iiber die Umgebung
des Punktes hinausgehen, in spezieller Weise.

Wir verbinden némlich die Punkte ajas und asgay
durch Gerade und nehmen diese als Verzweigungsschnit- 4
te an. Man kann es stets so einrichten, dass die Strecke \az
ajas von azayg nicht geschnitten wird. Langs der gan-
zen Strecke ajas und azag hédngt also das obere Blatt a
mit dem unteren, gegeniiberliegenden zusammen. Um a4/
die Punkte a1, a9, as, ag windet sich die aus den beiden
zusammenhédngenden Bléttern bestehende Flache nach
Art einer sehr niedrigen Schraubenfliche herum, diese
Punkte heissen daher auch Windungspunkte. Die ganze Fliche, auf welcher
wir nun x zu deuten haben, heisst Riemann’sche Fliche der Funktion y.

Wir konnen sagen: unsere Funktion y ist eine eindeutige Funktion von x
auf der eben konstruirten Riemann’schen Fldche. Sobald x auf derselben
einen geschlossenen Weg beschreibt, so erhélt auch y denselben Wert.

Da fiir grosse Werte z ...y zwei verschiedene Werte annimmt, so verlau-
fen im Unendlichen die beiden Blatter der Riemann’schen Fliache getrennt

Fig. 32.

Fig. 33.
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von einander, es héngt das obere mit den oberen, das untere mit dem un-
teren zusammen und wir kénnen daher sagen unsere Riemann’sche Fléche
héngt vollstédndig zusammen, wenn wir x = oo eben als einen Punkt im
oberen Blatte fiir den y = 400 wird und einen zweiten im unteren Blatte
fiir den y = —oo wird, deuten. Hierdurch ist das von der Darstellung der
komplexen Variablen x Verlangte vollstdndig geleistet.

38. Es tritt aber hier etwas auf, was von Bedeutung fiir das Folgende wird.
Man sagt: Eine oder mehrere geschlossene Linien C' begrenzen auf einer
Fldche T einen Theil derselben wvollstindig, wenn es unmoglich ist, aus diesem
Theile ohne Ueberschreitung der Linien C' an den Rand der Fliche (wenn
dieselbe einen besitzt) oder in einen anderen Theil derselben zu gelangen.
Sind p und p’ einander gegeniiberliegende Punkte der Ufer von C, so werden
dieselben verschiedenen Theilen von T" angehéren, die C' begrenzt. Kann man
von p sowohl als von p’ an den Rand der Fliche kommen, dann begrenzen
die Linien C' fiir sich allein genommen keinen Theil vollstindig. Oder auch,
kann man von p nach p’ auf einer Linie, die innerhalb T verliuft, gelangen,
ohne C' oder irgend einen Rand von 7' zu {iberschreiten, so begrenzen die
Linien C' sicherlich keinen Theil von T wvollstindig.

So begrenzt ein Kreis auf der Kugel jede der
beiden Calotten vollstdndig; hingegen begrenzt ein
Meridiankreis eines Torus keinen Theil desselben
vollstandig, denn ein Parallelkreis desselben fiihrt
von einem Uferpunkte zu dem gegeniiberliegenden,
ohne ersteren zu iiberschreiten. Auch begrenzen
beide zusammen, als Linien C' aufgefasst, keinen
Theil des Torus vollstdndig. Wohl aber begren-
zen zwei Meridiankreise zusammengenommen einen
Theil vollstindig. Jede geschlossene Linie in der
Zahlenebene, auf der wir die komplexe Grosse z
deuten, begrenzt ebenfalls einen Theil dieses Ge-
bietes vollstdndig. Anders ist es bei unserer aus
zwei Blittern bestehenden Riemann’schen Fléche.
Zieht man eine geschlossene Linie, welche keinen
der Punkte ay, ag, a3, ay einschliesst, so begrenzt,
wie man sieht, diese den Theil, den sie einschliesst,
vollstandig. Denn schneidet man ldngs dieser Li-
nie, welche ganz in einem Blatte verlaufen muss, die
Fléache durch, so féllt das Innere heraus, ein Beweis, dass es mit der iibrigen
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Flache nicht zusammenhéngt und man also aus dem Inneren nicht hinausge-
langen kann, ohne die gezeichnete Linie zu iiberschreiten.

Ziehen wir aber die Kurve A, welche ganz im oberen Blatte verlauft, und
welche die Punkte ay, ao (Fig. 34) einschliesst, dann begrenzt diese keinen
Theil der Flache vollstdndig. Denn man kann von einem Punkte m, der auf
der einen Seite des Randes von A liegt, zu dem gegeniiberliegenden m’ des
anderen  Randes gelangen, ohne A zu
iiberschreiten, lings des Weges mnom’, welcher PR N
bei n ins untere Blatt tritt und bei o aus diesem ,"
wieder ins obere. Da A blos im oberen verlauft,
so trifft mnom’ die Linie A nicht.

Durchschneiden wir also lings A das obe-
re Blatt, so bleibt die Flache noch zusam- AR
menhéngend, und durchschneiden wir die Flache
lings der Linie mnom’, so bleibt sie auch noch Fig. 36.
zusammenhédngend, denn geht man von m am in-
neren Rande von A fort, so gelangt man notwendig an das gegeniiberlie-
gende Ufer des Schnittes mnom’, was beweist, dass die Fliche noch zusam-
menhéngt.

Wir denken uns nun die Fléache T" ldngs der gezeichneten Linien A und B
durchschnitten, so dass ein Ueberschreiten des Randes nicht moglich ist. Die
so erhaltene Fliche 7" hingt zusammen in allen ihren Theilen und ihre Be-
grenzung besteht aus einem Zuge mnopqrstuvwzm. In dieser Fliche T’
begrenzt jede geschlossene Linie C' einen Theil vollstdndig; schneidet man al-
so T' langs C durch, so fillt dieser Theil aus. Denn eine solche Linie C' kann
entweder blos in einem Blatte verlaufen, dann ist das Gesagte von vornherein
klar, oder sie kann durch beide Bléatter laufen, dann kann sie entweder nur
einen der Punkte a einschliessen und sich also in Form einer Spirale (Fig. 36)
um diesen herum winden. Durchschneidet man lings dieser 7", so fillt der
Theil, welcher a enthélt, hinaus, daher begrenzt C' diesen Theil vollstindig.
Oder C' umschliesst mehrere Punkte a, dann muss sie
parallel dem durch die Schnitte A, B entstandenen
Rande verlaufen und beim Durchschneiden léngs der-
selben féllt also ein Theil ab, d. h. C' begrenzt einen
Theil vollstindig.

Jede geschlossene Linie D auf unserer Flache T, die
also langs A und B noch zusammenhéngt, begrenzt
entweder fiir sich allein oder in Gemeinschaft mit A
und B einen Theil von T vollstidndig. Denn wiirde D
diess nicht thun, so kénnte man von einem Punkte p
(Fig. 37) am inneren Rande zu dem gegeniiberliegenden
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Punkte p’ am dusseren Rande von D auf einer in 7" verlaufenden und A, B,
D nicht schneidenden Linie L gelangen. Durchschneidet man nun 7" langs A
und B, so treffen diese Schnitte L nicht, und man kann daher langs D fortge-
hend, néthigenfalls an den Rand von T” weiterschreitend®) von einem Ufer
von L zu dem anderen gelangen, d. h. L ist eine geschlossene in T” verlaufende
Linie, die fiir sich allein genommen keinen Theil von 7" vollstéindig begrenzt,
was, wie wir zeigten, nicht stattfinden kann. Es muss also jede geschlossene
Linie D in T fir sich allein oder mit A und B zusammengenommen einen
Theil von T vollstindig begrenzen.

Hieraus folgt aber, dass wir auf unserer
Fléche T nicht mehr als zwei geschlossene Li- A’
nien finden konnen, die fiir sich sowohl, als A
zusammengenommen keinen Theil der Fldche
vollstindig begrenzen. Denn seien A’, B!, C' 2/
irgend drei Linien, welche keinen Theil von m
T weder fiir sich noch zusammengenommen
vollstéandig begrenzen. Dann kann man von
dem Randpunkte p (Fig. 39) von A’ zu dem
gegeniiberliegenden p’ auf einer Kurve L ge-
langen, welche A in m schneiden moge, die
aber B’, C' nicht trifft, was nach der Vor-
aussetzung, dass A’, B’, C’ keinen Theil von T vollstéindig begrenzen, stets
méglich ist. Durchschneidet man nun 7" lings A, B’, C’, lisst aber lings A’
den Zusammenhang bestehen, so kann die Flache durch diesen Schnitt langs
A nicht zerfallen; denn die Linie L, welche bei p’p die Kurve A’ iibersetzt,
fithrt von einem Randpunkte m zu dem gegeniiberliegenden, ohne einen der
entstandenen Rénder zu iiberschreiten, da sie B’ und C' nicht schneidet, da-
her werden A, B’, C' auch keinen Theil der Fliche vollstindig begrenzen.
Verfahrt man nun auch so mit B und B’, so sicht man, dass auf Grund
der Voraussetzung auch A, B, C’ zusammengenommen keinen Theil der
Fléache vollstdndig begrenzen kénnen, was nicht angeht. Daher konnen auf T’
nicht mehr als zwei geschlossene Linien existiren, welche weder einzeln noch
zusammen keinen Theil der Fliche vollstandig begrenzen. Mit jeder wei-

Fig. 39.

*) Es konnte ndmlich D von A in a geschnitten werden und hierdurch wiirde beim

Durchschnitte der Punkt a (Fig. 38) in die Punkte o/, a” auf entge- D A
gengesetzten Ufern von A getrennt werden. Da man aber lings des >€
Randes von T”, der eine einfache zusammenhingende Linie ist, von a’’

ausgehend sicher nach a’ gelangen kann, so kann man auch von jedem D},/A
Punkte der Linie D aus diese durchlaufen, ohne den Rand von T zu '

iiberschreiten. Fig. 38.
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teren geschlossenen Linie begrenzen dieselben dann notwendig einen Theil
vollsténdig.

Existiren auf einer Flédche n geschlossene Kurven, welche zusammenge-
nommen keinen Theil derselben vollstdndig begrenzen, welche aber im Verei-
ne mit jeder anderen geschlossenen Linie einen Theil vollsténdig begrenzen,
so heisst die Fliche nach RIEMANN n + 1-fach zusammenhéngend. Unse-
re Fliche T ist also dreifach zusammenhingend, die Fliche T ist einfach
zusammenhédngend. Die Fldche T kann aber auch nicht durch mehr als zwei
Schnitte, z. B. langs A und B, in eine einfach zusammenhdngende verwandelt
werden; denn wie wir eben zeigten, existiren hochstens zwei Linien, welche zu-
sammengenommen noch keinen Theil vollsténdig begrenzen, mit denen aber
zusammengenommen jede dritte einen Theil von T vollstédndig begrenzt. Zer-
schneidet man also T" léngs allen drei Linien, so muss ein Theil herausfallen.

Die vorstehenden Betrachtungen bezogen sich blos auf unsere geschlossene
Fléache T, lassen sich aber ohne weiteres auf berandete Flichen beliebigen
Zusammenhanges erweitern, worauf aber nicht eingegangen werden soll*) .

*) Vergleiche: RIEMANN: 1. ¢., NEUMANN: Theorie der Abelschen Integrale. DUREGE:
Elemente der Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen, u. a.
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39. Auf unserer Flache T haben wir x gedeutet und jedem Punkte auf der-
selben entsprach ein bestimmter Wert von x und .

Wir sagen: Es ist y eine eindeutige Funktion des Ortes auf der Rie-
mann’schen Fliche, indem wir unter Ort einen Punkt der Flidche verstehen,
dem ein bestimmter Wert der komplexen Variabeln z zugehort, dem aber
auch ein bestimmter Wert y entspricht. Ist nun R(zy) eine beliebige ratio-
nale Funktion von x und y, so wird diese auch eine eindeutige Funktion des
Ortes auf unserer Riemann’schen Fléche sein, denn jedem Punkte derselben
ist ein bestimmtes x und y zugeordnet, also auch ein bestimmter Wert von
R(zy). Auf der Riemann’schen Fliche T' der Funktion y ist also jede ratio-
nale Funktion von x und y eine eindeutige Funktion des Ortes. Wir werden
spéter die Umkehr dieses Satzes beweisen (vgl. 44, S. 168).

Betrachten wir nun das Integral

/ T dx

w = R

x9 Y

so ist dieses auf T keine eindeutige Funktion des Ortes mehr, wohl aber auf
der zerschnittenen Fliche T'. Denn auf 77 bildet jede geschlossene Linie die
vollstandige Begrenzung eines Theiles der Fliche 77, auf derselben ist ferner
y eine eindeutige Funktion von z. Erstrecken wir daher das Integral w einmal
lings des Weges xgax, das anderemal léngs xgbx, so wird die geschlossene
Linie xgaxbx( einen Theil der Fliache vollstdndig begrenzen und durch stetige
Aenderung innerhalb dieses Theiles kann man den Weg xgbx in den Weg xgax
iiberfiihren.

Es tritt nur ein Bedenken auf, ndmlich das, dass bei dieser Ueberfiihrung
einer der Punkte a1, a9, a3, ay fiir den y = 0 wird oder der Punkt x = oo
iiberschritten wird. Wir sahen aber (Einleitung 14, S. 36), dass ein Punkt, fiir
den der Integrand unendlich wird, immer vom Integrationswege iiberschritten
werden kann, wenn das geschlossene Integral

éf(m)dx:()

ist. Dies trifft aber fiir die Punkte a1, a9, a3, aq zu. Denn setzen wir z. B.
T —aj = pe'?

und halten p konstant, so ist
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wo F'(ay) endlich ist.
Es wird

dx 1 /‘904'4” idgpe_i%
—_— = QZ I ———
a Y ©0 F(x)

d. h. das geschlossene Integral wird unendlich klein, sobald p unendlich klein
wird und ist mithin null. Wir kénnen daher mit dem Integrationswege einen

solchen Punkt iiberschreiten.
Aehnliches gilt fiir den Punkt z = oo, denn es ist

d
/—mzo.
5y

Setzt man namlich

y = \/A(l —a12")(1 — aga’)(1 — aza’)(1 — aya’),

so wird ,
dx

y/

und da fiir = co...2’ = 0 ist, so folgt

[
0y 2 Y

Es ist aber ¢/ fiir 2/ = 0 endlich und von Null verschieden, daher

_dx
y

dz’

-y =0.

Nehmen wir nun das Integral

Td
w(z) = d
x0 Y

innerhalb 7" auf irgend einem Integrationswege von xg nach x hin erstreckt,
so kann bei Abédnderung des Integrationsweges innerhalb 7" der Wert des

Integrales sich nur um von x unabhéngige Grossen dndern, die von der Form
des Integrationsweges abhéingen. Denn da

dw(z) 1
dr gy
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()

eine eindeutige Funktion des Ortes auf 7' ist, so wird stets de denselben
Wert haben, wie immer wir die Variable von xg nach x fiithren, und folglich
konnen sich die verschiedenen Werte von w(z) nur um Grossen unterscheiden,
die von x unabhéngig sind.

Wir wollen nun zeigen, dass alle diese Grossen sich als ganzzahlige Viel-
fache zweter bestimmter Konstanten darstellen lassen.

Wir wissen, dass

innerhalb der zerschnittenen Fliche 7" eine ein-
deutige Funktion des Ortes ist, also unabhéngig
von dem Integrationswege, der fiir x vorgeschrie-
ben ist. Es sei w(m”) und w(m') der Wert von
w(z) in zwei Punkten m’, m” von T’ (Fig. 40), die
einander gegeniiber auf den Ufern von A liegen,
die gleichsam als die Punkte aufzufassen sind, die
aus einem Punkte der Linie A durch Zerschnei-
dung entstanden sind. Da der Wert des Integrals
w(m'") von dem Integrationswege innerhalb 7" unabhingig ist, so kénnen wir
das Integral w(x) von xy nach m’ und von da nach m” fithren und erhalten,
wenn wir als letztern Integrationsweg m/ninongnam’ wihlen,

Fig. 40.

w(m") = w(m’) + w(m'ng) + w(ninansng) + w(ngm’),
wo w(m/ny) das von m/ nach n; erstreckte Integral ist. Da nun diﬁl—g;x) im
m” und m’ denselben Wert besitzt, so wird das Integral, von m/ nach nq
erstreckt, denselben Wert haben, wie das von m” nach n4 hin erstreckte und
daher ist
w(m'ng) = w(mny) = —w(ngm”)

Es folgt somit aus der obigen Gleichung
w(m) = w(m’) = w(ninanzng)

fiir alle Punkte m/, m/”, die einander auf den Ufern von A gegeniiberliegen.

Wir setzen
dx
w(ningngng) = | — =C,
B Y

indem wir das Integral ldngs der geschlossenen Linie B im Sinne ningngng
hin erstrecken und ny mit ny zusammenfallend denken.
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Wenn wir also unserer Variabeln z erlauben, von m/ nach m' iiber A

hiniiber zu gehen, d. h. wenn wir x in 7T variiren, so wird bei diesem Ueber-
schreiten sich w(x) plotzlich um C dndern.

Es ist klar, dass bei dem Ueberschreiten der Linie A in entgegengesetzter
Richtung von m” nach m/ sich w(z) plétzlich um —C' #ndert. Aehnliches gilt
fiir das Ueberschreiten der Linie B von p’ nach p”. Setzt man

so wird
w(p") =w®) + C1.

Aendert sich also x in T, so wird bei dem Uebertritt des « von p’ nach
p" sich das Integral plotzlich um C; éndern.

Da sonst die Aenderung von w(z) in T und 7" dieselbe ist, so erhalten
wir das Resultat:

Ist w(x) der Wert des Integrals von xy nach x innerhalb T" auf irgend
einem Wege J erstreckt und wi(zx) der erlangte Wert auf irgend einem Wege
J1 innerhalb T', so wird

w(x) = wy(z) +nC +n1Cq,

wo n und ny ganze Zahlen sind.

Es moge J; die Linien A und B resp. m + mq und m’ + m’lmal schnei-
den und zwar, wenn wir J; von xg nach z durchlaufen, m resp. m’mal in
positiver, mj resp. m’lmal in negativer Richtung, wobei wir unter positiver
Ueberschreitungsrichtung die im Sinne der Pfeile der Fig. 40 verstehen.

Wollen wir den Weg J; nun so in Jy abéndern, dass er auch in 7" intakt
bleibt, also beim Zerschneiden von T nicht in getrennte Theile zerfillt, so
miissen wir bei jedem Ueberschreitungspunkte von
s nach t (Fig. 41) den Weg ss1s2s3s4t hinzufiigen,
wobei also w(x) um C oder C1 wichst, wenn die Ue-
berschreitung von A resp. B in positiver Richtung
stattfand oder um —C, —C'1, wenn diese Ueberschrei-
tungen in negativer Richtung erfolgten.

Hierdurch wird aber wq(z) den Wert

w (z) 4+ (m —m)C + (mq — m’l)C’l

erhalten auf Jo und da Jo auch in 7' zusam- Fig. 41.
menhéngend bleibt, so muss dies derselbe Wert sein, den w(x) auf J erhélt,
da w(z) in T eindeutig ist, also ist

w(z) = w1 (z) +nC + n1Ch.
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Wir wollen C' und C7 die Elementarperioden des Integrals w(x) nennen
und nC + n1Cy die Konstante, um die sich iiberhaupt die Werte von w(x)
in einem Punkte von T unterscheiden konnen, sollen Perioden des Integrals
heissen. Dann ersehen wir, dass alle Perioden des Integrals w(zx) ganzzahlige
Vielfache der Elementarperioden C' und Cq sind.

40. Wir wollen diese Konstanten C' und '] néher
betrachten. Es ist

dx
B Y

C=—

das Integral in der Richtung des Pfeiles (Fig. 42) er-
streckt. Da aber die Linie B genau in derselben Wei-
se von einem Ufer von A zu dem entgegengesetzten

fiithrt, so ist auch
c=— / dr.
B Y

Nun lassen wir By aus der Geraden 12, dem kleinen Kreise 234, der Geraden
45 im unteren Blatte von T und dem kleinen Kreise 561 bestehen. Dabei
setzen wir voraus, dass 4 unterhalb 2 und 5 unterhalb 1, also die ganze
Gerade 45 unterhalb 21 liege. Es wird also

2
o= ﬂdw / / dx /
1 Yy 234 y 561 y

Die Integrale lings der kleinen Kreise 234 und 561 sind mit dem Radius
dieser Null als Integrale um den Punkt a9 resp. ag, wie wir S. 155 sahen.

In zwei untereinanderliegenden Punkten der Geraden 12 und 45 wird y
gleiche, aber entgegengesetzt bezeichnete Werte besitzen. Ist also y der Wert
fiir  im oberen und 3’ im unteren Blatte, so wird

dx B dx
Yy Yy

also
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wobei das erste Integral im oberen, das zweite im unteren Blatte zu erstrecken
ist. Es wird mithin

Lésst man nun 1 und also auch 5 mit a9, sowie 2 und 4 mit ag zusammen-
fallen, so wird

wobei das geradlinige Integral im oberen Blatte zu erstrecken ist.
Genau so verfahren wir mit

d
o= | &
AY

Wir ersehen, da (| auch das Integral erstreckt
léngs 1234561 ist, wobei 5 resp. 4 unterhalb 1 resp.
2 liegen sollen (Fig. 43).

und da genau so wie friither

[\)

)
e
Y Yy
4

folgt, und wenn wir 1 und 2 mit a; resp. ag zusammenfallen lassen, die
Integrale lings 234 und 561 also verschwinden, so ergiebt sich

[y

d
o= | &

ai

das Integral im oberen Blatte links von der Geraden @jas hin zu erstrecken.
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41. Wir hétten unsere Riemann’sche Fldche T durch irgend zwei an-
dere dieselbe nicht zerstiickelnde Schnitte A’, B’ in eine einfach zusam-
menhéngende 7 verwandeln kénnen und hétten dadurch zwei andere Kon-

stanten
' = / d_x7 Ci — d_x
B'Y AY
als Elementarperioden erhalten.

Nun sahen wir aber S. 157, dass man eine der Kur-
ven z. B. B’ immer durch B ersetzen kann, d. h. dass
die Kurve B’ genau so von einem Ufer von A zu dem
gegeniiberliegenden fiihrt, ohne A weiter zu treffen,
wie B und also ist ' = £C je nach dem Sinne, in
dem B’ durchlaufen wird. Dann wird aber A’ durch
A ersetzbar und also auch C{ = +(1. So z. B. kann
A (Fig. 44) ersetzt werden durch A’ auch dem Sinne
nach, da sie in derselben Weise B iiberschreitet, d. h.

es 1ist
/ = 01 Fig. 44.
AT A $

oder mit Riicksicht auf den in 40 gefundenen Wert, dem sich ein analoger fiir
A" an die Seite stellt,
/ dy dy

beide im oberen Blatte, das erste hnks, das andere rechts von der Geraden
hin erstreckt.

Ebenso hitte man B durch B’, diese im entgegengesetzten Sinne des
Pfeiles (Fig. 44) ersetzen konnen, woraus dann

Je-)

folgt, beide Integrale im oberen Blatte, das erste rechts,
das zweite links von der Geraden hin erstreckt.

Hieraus ersehen wir aber, dass, wenn wir die ur- I
spriingliche Riemann’sche Fliache statt mittels der Ver-
zweigungsschnitte ajas und @gayg zu bilden, mit Hilfe
der Schnitte ajag und asag (Fig. 45) herstellen, dadurch die Elementarperi-
oden fiir die nun etwa auftretenden Kurven A’, B’ die Werte Ci = —C und
C' = —C erhalten.

dy

—

Fig. 45.
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Wir sehen also, dass die Elementarperioden unabhéngig sind von der
Art der Zerschneidung von T ebenso wie von der Art, wie wir die Verzwei-
gungsschnitte in 7" annehmen, wesentlich nur von den Werten a1, a9, as, a4
abhingen.

42. Die Funktion
z d
w(z) = =

vo VA(@ —ar)(z — az)(z — a3)(z — ay)

wird, wie wir gleich zeigen werden, fiir keinen Wert von x unendlich und heisst
>ein tiberall endliches Integral< auf der Riemann’schen Fléche T, welche zu
der Funktion

y= VA —a1)(z — ag)(z — a3)(x — ay)

gehort.

w(z) konnte unendlich werden fiir x = ay, a9, a3, a4 oder fir r = co.
Fiir alle anderen Werte verhélt sich der Integrand reguldr und kann w(x)
daher nicht unendlich werden.

Es sei z in der Umgebung von aq gelegen. Wir nehmen x; ebenfalls in
der Umgebung von a1 an und schreiben

1 dx T dx
X

0 y :Cly

wo der Integrationsweg des zweiten Integrals ganz in die Umgebung von aj
fallen soll. Da das erste Integral jedenfalls endlich ist, sobald wir vorausset-
zen, was wir thun wollen, dass der Integrationsweg durch keinen der Punkte
ai, a9, az, ag oder oo fithrt, in denen wir das Verhalten noch nicht kennen,
so bleibt nur das [ T dr auf seine Endlichkeit zu untersuchen iibrig.

. xr1 Yy
Wir setzen )

VA(ar — a2)(a1 — az)(ar — ay)
so ist B endlich. Da die Funktion

=B

’

1
VA — ag)(z — a3)(z — ay)

fiir x = a1 endlich und von Null verschieden ist, ebenso ihre Differentialquo-
tienten, so kénnen wir dieselbe nach dem Taylor’schen Theorem entwickeln
und erhalten fiir die Umgebung von ay

1
VA(x — a)(x — a3)(x — a4)

:B—i—Bl(:E—al)—f—"'
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und daher wird

1 1
—=————[B+Bilz—a))+---
Yy (r—ay)?
B 1
= —+Bi(x—a)2+---,
(x —a1)?

wobei es gleichgiltig ist, welchen Wert von \/r — a; wir nehmen. Es wird
dann

dz 1 3
/?:N—i—QB(x—al)? +%Bl(x—a1)2 +-ee
wenn N die Integrationskonstante ist.
Indem wir

1 3
0=N+2B(zx;—ay)? —1—%31@1 —ay)2 +---

setzen, wodurch N endlich und bestimmt ist, da x1 in der Umgebung von a;
liegt, sehen wir, dass

Td 1 3
/ —I:N+2B($—a1)§+%B($—a1)?+---
X

1 Y
ald
[
Tl Yy

endlich ist. Dasselbe gilt fiir a9, as, ay.

Fiir x = oo betrachten wir das Integral vor Allem fiir sehr grosse Werte
von z, fiir welche also x nicht mehr die Werte alt a9, a3, ay annehmen kann.
Wir setzen zu diesem Behufe

wird, und dass daher

1

A
I/

Tr =

dann wird 2’ sehr kleine Werte annehmen. Wir fiihren ferner den Integrati-
onsweg in T’ von zg nach x in bestimmter Weise, dann wird sich auch 2’ in
bestimmter Weise von :U6 bis 2’ dndern. Es wird nun

dx’

x’2 ?

dr =

VA —ar)(z — ag)(z — a3)(z — ay)

_ \/A(1 —a1z’)(1 —aga’)(1 — aga’)(1 — aqx’)
3312 )
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also

dx
VA — a1)(z — ag)(x — az)(x — ayg)

dx’
VA — a12”)(1 — ag2’)(1 — aga’)(1 — aya’)

Y

und daher
z dx
w(x) =
v VA —a1)(z — ag)(z — a3)(z — ay)
/x’ d%’l
= — IO 9

VA —a12")(1 — aga’)(1 — aga’)(1 — aya’)
wenn z’ den Weg beschreibt, der ihm vermége der Beziehung x = % zu-
kommt. Aus der Gleichung sicht man aber ohne weiteres, dass w(z) fiir x = oo
oder z = 0 endlich bleibt, da das zweite Integral sich in der Umgebung von
1’ = 0 ganz regulir verhilt.

43. Da das Integral w(z) eine Funktion der komplexen Variabeln z ist,
so wird durch dasselbe die Zahlenebene oder die Riemann’sche Fliche, auf
welcher wir « deuten, konform auf die Ebene, in der wir w deuten, abgebildet.
Bei dieser Abbildung bleiben die Winkel im Allgemeinen erhalten und nur

fiir die Werte, fiir welche ‘CZZ—I;:’ = 0 oder oo ist, findet eine Ausnahme statt.

Nun wird CCZZ—Z; = oo nur fiir x = aq, a9, ag, ag. Untersuchen wir daher die
Abbildung der Umgebung von aq der Riemann’schen Fldche auf die Ebene
von w. Wie wir eben sahen, ist

—
[\I[eN)

w—wal:2B(x—a1)f—l—%Bl(x—a1) +e

wenn fiir z = a1 ... w = wy, wird. Es entsprechen also jedem z zwei Werte
von w, aber diese Werte von w kommen in der Umgebung von wg, miteinan-
der nicht in Kollision, sondern haben auf der schlichten Ebene um wq, herum
Platz; denn die beiden Werte sind

1

w1 — Wqy = (x—a1)§{23+ %Bl(;c—al) _|_}
1

wy — Wqy = —(SU—al)?{QB—l— %Bl(x—a1)+...}
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und liegen also (Fig. 46) stets diametral einander gegeniiber in wy
Bezug auf wg,. Daher wird jedem Werte w in der Umgebung '
von wg, ein ganz bestimmter Wert von (z — a1) entsprechen T
und dem diametral gegeniiberliegenden Wert w’ wird derselbe @
Wert (x — ap) entsprechen, nur wird

Fig. 46.

1
w1 — Wqq = (x—a1)§{23+%Bl(gp—al)+...}
1

sein, d. h. ordnet man dem Punkte w den Punkt x im oberen Blatte der
Riemann’schen Fliche zu, so wird w’ dem Punkte z im unteren Blatte
entsprechen, da fiir diesen y, also auch /xr —aj das entsprechende Vor-
zeichen besitzt. Mit anderen Worten: Die Umgebung von ai in den bei-
den tbereinanderliegenden Bldttern der Riemann’schen Fliche wird auf die
schlichte Umgebung von wq, durch das Integral w abgebildet. Es hort in dem
Punkte z = ay fir w = wg, die isogonale Abbildung auf und zwei Werten
von = und 2/, fiir welche @jz und W den Winkel ¢ miteinander bilden,
entsprechen die Werte w und w’, so dass Wg,w und we,w’ den Winkel %

bilden. Denn setzt man
T —aj

/ =€,
' —aq
so wird in erster Annéherung
w — wa £
/—1 — el 2 ,
W' — wa,

da man fiir sehr kleine Werte
1
w—wq, =2B(z —ay)2

setzen kann.
Hieraus ergiebt sich, dass der Winkel

(W' wa, w) = %(m’alx)

ist.
Da ferner Ccll—?;:} = % nur null werden kann fiir x = 0o, so kénnte noch dieser

Wert eine Ausnahmsstelle geben. Wir sahen aber (S. 163), dass sich fiir die
Umgebung der Stelle x = oo das Integral ganz regulér verhélt, also, dass
die Umgebung dieses Punktes mit Erhaltung der Winkel auf die Umgebung
eines bestimmten Punktes w abgebildet wird.
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Fig. 47.

Wir denken uns nun (Fig. 47a) die Riemann’sche Fldche léngs der Kurven
A und B durchschnitten, so dass wir aus jeder Kurve A und B die beiden
Begrenzungslinien A1A9 und BjBg erhalten, die zusammengenommen die
ganze Begrenzung von T bilden. Wir setzen voraus, dass w im Punkte myq,
welcher der Schnittpunkt der Begrenzungslinien A By ist, den Wert w; ha-
ben soll, dann ist der Wert von w in my gleich wy + C. Lassen wir nun z die
Linie A durchlaufen, so wird w von w; aus irgend eine Kurve A’l beschreiben
(Fig. 47b) und nach wo gelangen, wenn x nach mg gelangt. Denken wir uns
gleichzeitig mit x, welches lings A; lduft, einen Punkt 2’ verbunden, welcher
lings As lduft, so dass entsprechende Punkte x und 2’ gerade einander ge-
geniiber am Rande liegen, so wird w(z’) auch eine Linie A} durchlaufen, die
aber derartig mit A} im Zusammenhange steht, dass die Punkte w(z) und
w(2') gerade immer um C' von einander abstehen.

Wird z nach ms, also 2’ nach mg gelangen, so hat w den Wert wy resp.
w3 erhalten, und es ist die Strecke

wywg = wawg = C'

nach unserer geldaufigen Deutung der komplexen Grossen.

Von myg, wo wir mit z anlangten, durchlaufen wir (Fig. 47a) nun die Linie
manams, wodurch w (Fig. 47b) irgend eine von ws nach ws gehende Kurve
Bi beschreibt. Der Punkt 2’ wird gleichzeitig die Kurve By oder mjnsmy
beschreiben, also w’ eine Kurve Bé, deren entsprechende Punkte um die
Konstante C'| von denen von Bi entfernt sind. Es ist

wowy = w3wyg + C1.

Hierdurch ist die Begrenzung mqinimangmsngmynam der Fliche 77 in
den Zug wiwowswawi in der w-Ebene abgebildet. Dieses krummlinige Par-
allelogramm ist nun das Bild der zerschnittenen Riemann’schen Fliche T”.
Denn da auf 7" das Integral w nicht unendlich wird, so kann die Abbildung
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von 7" mittels w den Punkt w = oo nicht enthalten, und das Bild muss eine
zusammenhingende Begrenzungslinie haben gerade so wie T".

Die Punkte wg,, Way, Was, Way, die den Punkten ay, as, a3, ag von T”
entsprechen, sind ganz gewohnliche Punkte der w-Ebene.

Die Winkel des krummlinigen Parallelogrammes wqwowsgw, miissen zu-
sammengenommen 4 Rechte geben, denn sie geben zusammengenommen die
isogonale Abbildung der Umgebung des Punktes m, welcher zu den vier Zip-
feln m1, ma, ms3, my in 77 wird, und der Punkt m ist ein ganz gewthnlicher
Punkt von T, es wird also seine Umgebung mit Erhaltung der Winkel abge-
bildet.

Denken wir uns nun die Flidche T unzerschnitten, aber die Linien A und
B markirt. Wenn wir mit x dann A
iiberschreiten, so wird w nicht mehr im Paral-
lelogramm wywow3gwy liegen, sondern, da man
mit z in 77 an die Linie Ay gelangen wiirde
und {iiber dieselbe hinaustritt, so wird w die
Linie A} in der Richtung des Pfeiles (Fig. 48)
iiberschreiten und wenn wir nun wieder 7" ab-
bilden wollen, so miissen wir von my4 d. h. auf
der w-Ebene von w4 anfangen und erhalten
das Parallelogramm w4w3w’2w’1, welches sich
an das erste wjwowsgwy léngs wzwy anlegt,
und diesem kongruent ist. Analog wird bei Ue-
berschreitung von B in T die Abbildung von
T' ein Parallelogramm wagwﬁf w’ll liefern, das
dem ersten kongruent ist.

Neben das Parallelogramm w4 w3 w’2 w’1
wird sich nun wieder langs wgwl2 ein anderes legen, welches auch wgwll’ wﬁf w3
léngs wﬁl’wg anliegt und dieses nicht iiberdeckt. Denn da um wsg sich die
Winkel wsg, w1, wy des ersten Parallelogrammes lagern, so werden dieselben,
da ihre Summe vier Rechte ist, gerade die Umgebung von ws erschopfen
und die vier kongruenten Parallelogramme lagern sich also liickenlos um wsg
herum.

Auf diese Art erhalten wir die Riemann’sche Fliache T auf unendlich viele
Parallelogramme in der Ebene w abgebildet und diese lagern sich lickenlos
so nebeneinander, dass sie die ganze w-Ebene dberdecken. Hierbei wird auf
jedes derselben die Riemann’sche Fliche T' vollsténdig abgebildet.

Nennt man Werte von w, welche von einander nur um ganzzahlige Viel-
fache von C' und (' verschieden, sind einander kongruente Werte, so liegen
die zu dem Punkte w kongruenten Punkte jeder in einem anderen Paralle-
logramm und alle die Punkte kommen zur Deckung, sobald man die Paral-

Fig. 48.
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lelogramme alle aufeinander legt. Solchen Werten von w entspricht derselbe
Punkt der Riemann’schen Fliche, d. h. derselbe Wert von = und y.

/ T dx
w= —
) Yy
w als unabhéngige Variable, dann wird das Integral  und zufolge
y =A@ —ar)(z —ag)(e — a3)(x — ay)
auch y als Funktion von w definiren. Wir setzen
z = f(w)
y = F(w).

Nach dem Vorstehenden erkennen wir nun, dass dem Werte w und w +
mC + m1C1, wo m und mq ganze Zahlen sind, derselbe Wert von x und y
entsprechen muss, also

44. Betrachten wir nun in

z = f(w) = f(w+mC+ m1Cq)
y = F(w) = F(w+mC +m1Cq)

d. h. x und y sind doppeltperiodische Funktionen von w. Da aber jedem Werte
von w in einem Parallelogramm ein und nur ein bestimmter Punkt auf T'
entspricht, dem ein bestimmter Wert von x und y zugehort, so sind x und y
ewndeutige doppeltperiodische Funktionen von w.

Da in jedem Blatte der Riemann’schen Flédche ein Punkt z = oo existirt,
so wird z = f(w) nur fiir zwei Werte von w innerhalb eines jeden Peri-
odenparallelogrammes unendlich d. h. x ist eine doppeltperiodische Funktion
zweiter Ordnung von w. Wie man aus

y=vAlx — a1)(z — ag)(z — a3)(x — ay),

oder auch aus der Entwicklung S. 144 erkennt, muss y eine doppeltperiodische
Funktion vierter Ordnung sein.

Soll F' eine eindeutige Funktion des Ortes auf der Riemann’schen Fliache
T sein, dann muss dieselbe ihren Wert wieder erhalten, wenn x auf einem
beliebigen Wege auf 7" in seinen Ausgangspunkt zuriickkehrt. Da aber T auf
die w-Ebene so abgebildet ist, dass jedem Punkte von T je ein Punkt in einem
der Parallelogramme entspricht, so wird dem Wege, den x in T" beschreibt, ein
bestimmter Weg des w in der w-Ebene entsprechen, der méglicherweise aus
einem der Parallelogramme in ein anderes fiithrt. Es ist aber F' als eindeutige
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Funktion von x und y auf 7" auch eine eindeutige Funktion von w auf der
w-Ebene und da F' in kongruenten Punkten der Parallelogramme denselben
Wert erhalten muss, so ist I’ eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von
w und als solche daher rational durch x und y ausdriickbar nach Satz 21
S. 84. Diess die Umkehr des Satzes auf S. 154.




I1I. Das elliptische Normalintegral.

45. Wir kehren zu unserer speziellen Funktion z zuriick, fiir welche

Z_z — G\/(l — 22)(1 — »#222) (1)

ist und setzen vor der Hand G = 1. Die Riemann’sche Flache der Funktion

y=1/(1-22)(1 - »2:2) (2)

hat in z = 1, z = j:}lf ihre Verzweigungspunkte. Wir wollen die Verzwei-
gungsschnitte (Fig. 49) von +1 nach —l—}lf und von —1 nach —Jl{ fithren, und
setzen fest, dass im oberen Blatte fiir x = 0, y = +1 ist, also im darunter
liegenden Punkte x = 0, y = —1 ist.

Wir haben dann

+1
C = %:2‘% 4
B Y y

1
1 /‘
com [T [FE ; ,
1

AY y N/
Wir setzen™)
-z
13

1 3\
dz
K :ﬂ \/(1 _ 22)<1 _ %222) Fig. 49.
L (3
dz
o :ﬂ V=202 |

dann wird, da
1

+1 0
/ dz / dz  [tdz dz
o[ [
Yy Y 0o Y Y
-1 -1 0
ist, denn der Integrationsweg verlduft ganz im oberen Blatte und geht durch

z=0,y=+1,
C=4K, (1 =2K;

*) K1 soll auf der linken Seite von 1 bis - im oberen Blatte hinerstreckt sein und wird
jedenfalls imaginér sein.



170 ITI. Das elliptische Normalintegral

und es sind mithin z und y eindeutige doppeltperiodische Funktionen von

/Z dz
u =
0 /(1 —22)(1 — 5222)
mit den Perioden 4K und 2K7, so dass also
z=f(u) = f(u+4mK 4 2m1 Ky)
y=F(u) = F(u+4mK + 2m1 K1)

ist, wenn m und mq beliebige ganze Zahlen sind.
Wenn wir das Integral
“dz

0o vy zlz

u =

(von z =0, y = +1) lings eines beliebigen
Weges 0zz1, (Fig. 50) nehmen, so moge es
in z; den Wert

/ dz
up = —
0zz1 Y
dz

erhalten. Das Element des Integrales ==
besitzt in untereinander liegenden Punk- Fig. 50.
ten der Riemann’schen Fléiche gleiche und
entgegengesetzt bezeichnete Werte, da z =

n.l:‘\<
)
!
i -
I
]
t
!
H s
N =
“w
~
3,

2! ist, aber y im oberen Blatte den Wert v, im unteren v’ = —y besitzt, also
ist

dz dz’

y v

Nehmen wir also das Integral im oberen und unteren Blatte langs Wegen, die
genau unter einander verlaufen, denen dasselbe z und gleiche entgegengesetzt
bezeichnete y entsprechen, so wird

d dz’'

_Z:_/_Z;_|_A

Y Yy
sein.

Wir wollen das erste Integral von (0, 1) bis zu (21, y1), das zweite von
7 =0,y =1dh z2=0,y=—1bis zu (21,4}) = (21,—y1) in der oben
angedeuteten Art fithren und es wird daher

(z1,91) ¢y (z1,-91) g/
/ g _/ — + A
(0,1) Y (0,_1) Yy
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Setzen wir nun z; = 0, y; = 1, so wird A = 0 sich ergeben und daher ist
/(Zay) dz /(Zv_y) dZ/
oy v Jo-y v

/( Y) dz /(Z—)d

u: E— ’U: —’

01 Y’ 01 Y
flu), y =

F(u) die doppeltperiodischen Funktionen

Wir setzen

so dass also, wenn z =
von u sind,

z=[f(v), y=-F(v)
wird, d. h. z nimmt fiir v und v dieselben Werte, y gleiche entgegengesetzt
bezeichnete Werte an. Es kann

/(z,—y) dz /(0,—1) dz /(Z»—y) dz /(07—1) dz' /(Z,y) dz
R — — 4+ - -~ -
01 Y oy Y  Jo-ny ¥ oy Y Jouy v

oder

gesetzt werden, da
(0,*1) d / d /
/ o ‘ E 9K
(

sich ergiebt, wenn man das Integral rech-
ter Hand so nimmt, dass der Integrations- .
weg die nebenstehende gezeichnete Kurve
(0,1)1(0, —1) ist.
Somit folgt, dass wenn f(u) = f(v) ist,

LT

{01, +7

——

~7

u=—v+2K+mAK +m12K; P
=—v—2K + (m+ 1)4K (4)
+m12K4

ist, wenn u und v nicht selbst kongruente Wer-
te sein sollen, d. h. wenn Fig. 50a.

u# v+ midK +m12K,

sein soll. Die Werte v und 2K — u oder —2K — u, welch letztere nach den
Perioden kongruent sind, liegen, wie man sieht, in einem der Parallelogram-
me, auf welche die Riemann’sche Fléche abgebildet wird und sind diejenigen,
welche demselben 2z und gleichen entgegengesetzt bezeichneten y angehéren.
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Die Funktion z = f(u) ist also doppeltperiodisch, eindeutig und von
zweiter Ordnung, welche fir uw und 2K — u dieselben Werte annimmdt.

Es ist f(0) = f(2K) = 0 und f(K) = 1, da u = foz%_x fir 2 = 0

verschwindet und fiir z = 1 den Wert K annimmt.

46. Es sei v = « fiir den Punkt z = oo des oo
oberen Blattes, dann wird u = 2K — « fiir den
Punkt z = oo des unteren Blattes. Es ist dann

/Oodz
o= —
0oy

Wir erstrecken das Integral lings Omoo
(Fig. 51), welche Kurve ganz im oberen Blatte
verlaufen soll, also ist

o= / @ Fig. 51.
Omoo Y

Wir konstruiren eine zweite Kurve Onoo, welche aus der ersten Omoo ent-
steht, wenn man auf dem Radiusvektor des Punktes m die Strecke Om in
entgegengesetzter Richtung nach On abtrigt. Dann wird, wenn man in « die
Substitution z = —z' macht,
/ dz'
a=— —
Onoco Y

da y das Vorzeichen nicht dndert, d. h.

/ dz
a=— —,
Onoo Y

wenn die Integrationsvariable wieder mit z bezeichnet wird. Es ist daher

/ dz / dz / dz
200 = — + — = —
Onoo Y Omoo Y Onoomoo Y

Nun begrenzen die Linien A und conOmoo zusammengenommen einen
Theil des oberen Blattes vollstédndig, d. h. die Kurve oconOmoo ist in die
Kurve A durch stetige Umformung iiberfithrbar, also ist

d d
[y
oconOmoo Y AY




173

Oder auch die Linie conOmoo iiberschreitet (Fig. 51) bei b die Kurve B, fiihrt
also gerade so wie die Kurve A und in derselben Richtung von einem Ufer
von B zum anderen, also muss

d d
/ o Z 9k
bOmoonb Y AY

sein. Es ist daher « = K1 und wir ersehen also, dass f(K1) = f2K + K1) =
o0 1st.

47. Wir wissen aus der Theorie der doppeltperiodischen Funktionen, wie
solche zu konstruiren sind. Bestimmen wir also ©-Funktionen, deren Perioden
w = 2K und ' = 2K sind, fiir die

q — 677%/1 — 67‘(%2
ist, so wird™)
U3 V1 (u)
z= f(u) ===
Ftw) 2 Jo(u)

sein; denn die Funktion rechter Hand ist doppeltperiodisch, mit den Perioden
2w = 4K, w' = 2K, sie ist eindeutig, verschwindet fiir v = 0, v = w = 2K,
wird unendlich fiir

/ /

u:Klz%, u:w—l—%:2K+K1

und nimmt fir § = K den Wert 1 an, wodurch sie vollstandig bestimmt

ist und mit z = f(u) identisch sein muss. Wir erschen also, dass unsere
Differentialgleichung

(Z—if = (1= 2%)(1 = 522 ()

durch die Funktion
193 191 (u)
Z=8su=—

5
Vg Jp(u) ®)
integrirt wird. Dann liefert die Gleichung 36 S. 128, da G =1 ist,

w:2K:7r19§.

*) Sollte in % der Koeffizient von i negativ sein, so kann man fiir K - - - — K einfiihren.

Man kann {ibrigens zeigen, dass bei unserer Wahl der Grossen K und K; der Koeffizient
K,

i in 7L stets positiv ist. Vergleiche hieriiber: KONIGSBERGER, »Theorie der elliptischen

Funktionen<, I. Theil, S. 295-299.
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Wiire die Differentialgleichung

(Z_>2 = G2 (1 22)(1 - 5% (1a)

vorgelegt, so wiirde sich z = f(v) als eine doppeltperiodische Funktion zwei-
ter Ordnung von v ergeben. Setzt man aber u = Gv, so wird (1a) {ibergehen

. (j—)2 (1= (a2,

deren Losung

_ U301 (u)
= —
92 9o (u)
ist. Also ist 95 01(Gv)
3 V1LY
f) 2 Jo(Gv)
und die Perioden von f(v) sind
K, 2K
ML= = T

/

Dann ist mit Riicksicht auf 2K = 7r19§, da ¥3 nur von Zt = % abhéngt,
_ 2
G = wllﬁg.

=

Fig. 52.

Es wiirde nur noch zu erwahnen sein, dass wir frither das Periodenparalle-
logramm auch gradlinig begrenzt annahmen, wahrend wir auf S. 165 fanden,
dass im Allgemeinen die Begrenzungslinien unseres Parallelogrammes krumm
sind. Diess ist aber unwesentlich und kann das krummlinige Parallelogramm
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einfach in ein geradliniges verwandelt werden. Denn seien uq, ug, us, ug die
Ecken des Parallelogrammes (Fig. 52 b), dessen Seiten A}, A’ ,B/,Bé den
beiden Ufern Ay, Ao, By, B9, der Schnitte A und B entsprechen; so verbin-
den wir ujug durch die Gerade All' Einem Punkte u dieser Geraden wird, wie
wir wissen, ein bestimmter Punkt x = f(u), y = F(u) der Riemann’schen
Flidche entsprechen. Lassen wir also u von u; aus die Gerade ujus durch-
laufen, so wird (zy) von m aus irgend eine Kurve A auf der Riemann’schen
Flache beschreiben, die von m ausgeht und wenn u nach ug gelangt, wieder
in m endigt. Da das Integral von uy bis ug um ug —uq = C gewachsen ist, so
muss die Linie A gerade so wie A von einem Ufer von B zum anderen fiihren,
kann also bei der Zerschneidung der Riemann’schen Fléche an Stelle von A
gesetzt werden. Thut man letzteres, so wird die langs A und B zerschnittene
Riemann’sche Fliche sich auf die u-Ebene so abbilden, dass die beiden Ufer
von A die Geraden ujus und uguz zu Bildern haben werden. Ersetzt man
ebenso B durch eine Linie B, welche das Bild der Geraden usus ist, so er-
sieht man, dass die ldngs A und B zerschnittene Riemann’sche Fléche sich auf
die u-Ebene in ein geradliniges Parallelogramm abbildet, dessen Seiten die
Langen C'1 und C haben, also die Repréasentanten der Perioden des Integrales
u sind.

Wir sind also stets im Stande, die Riemann’sche Flache derart zu zer-
schneiden, dass das Periodenparallelogramm ein geradliniges wird.

48. Wir wollen die Abbildung der Riemann’schen Flidche mittels des Inte-
grals u auf die Zahlenebene von u in zwei Féllen besonders betrachten.
1. Es sei s reell und kleiner als 1. (Wir werden sehen, dass man stets den

Modul von s kleiner als 1 machen kann.)
Es wird

u—/z dz
—Jo V(1= 22)(1 — »222)

so lange 22 < 1 ist und z reelle Werte annimmt, auch reell sein. Sobald z
reell und % > 22 > 1 ist, wird der reelle Theil von u konstant bleiben und
es wird sich blos der rein imaginédre Theil &ndern, denn es wird

- /1 dz +¢/Z dz
o VO -#222)  Nh JE DA - 222

[F dz
UZK+Z/1 JE—D(1=22)

also das von z abhéngende Integral reell unter obiger Voraussetzung. K selbst
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ist nach Fritherem reell, und
1
>

1
S .
J (1—22) V(22 1—%2z2)

1

rein imaginar.

Die Verzweigungspunkte der Riemann’schen Fléiche sind in diesem Falle
alle auf der Achse der reellen Zahlen gelegen. Wir fithren nun (Fig. 53) die
Schnitte B und A so, dass sie durch
die Achse der reellen Zahlen gehen. In
der Figur sind sie knapp an dieselbe ge-

zeichnet. In m hat u den reellen Wert v
K und auf der u-Ebene entspricht al- =3 T 7«5,'—?)""‘§ z
so der Punkt ¢ = K dem Punkte m.

Durchléduft z nun von m aus die Linie B,
so wird wu sich von a reell &ndern bis es,

[
&
Yy

sobald der Punkt wieder in m angelangt ¢ °
ist, um 4K gewachsen in b eintrifft, also

ist b —a = 4K und b das Bild von m

als auf dem anderen Ufer von A gelegen - 1

betrachtet. Wenn 2z von m aus das eine
Ufer von A durchlduft, so wird sich nur
der imaginére Theil von v d&ndern, d. h. Fig. 53.

das Bild dieses Ufers wird eine durch a

oder b (je nachdem auf welchem Ufer

von B wir uns befinden) gehende zur Achse der rein imaginiren Zahlen par-
allele Gerade ad oder be sein, deren Linge 2K ist. Die Gerade, welche die
Punkte d und ¢ verbindet, ist das Bild des zweiten Ufers von B.

Wir ersehen also, dass unsere Riemann’sche Flédche, sobald s reell und
< 1 ist, derart zerschnitten, dass die reelle Achse die Schnittlinien bildet,
sich mittels des Integrals u auf ein Rechteck abbildet. Das Periodenparalle-
logramm der Funktion z = f(u) ist also ein Rechteck. Dass, wenn das Peri-
odenparallelogramm ein Rechteck ist, unsere Funktion su so beschaffen ist,
dass s reell wird, haben wir frither gesehen (S. 130 u. ff.).

2. Es sei 3¢ = isr1 und s reell. Dann wird

u:/z dz :/Z dz
0 /(1 —=22)(1-2222) Jo \/(1_22)(1+%%22)

reell sein, sobald z reelle Werte, die absolut kleiner als 1 sind, durchlduft.
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Also ist

1
dz
" :ﬂ N

reell. Hingegen

dz
V=21 222)

=
I
T~

komplex.

Nun kann man, statt das Integral auf dem geradlinigen Wege von 1 bis }l{
links von dem Verzweigungsschnitte (vgl. Anm. S. 169), es auch rechts von
diesem im oberen Blatte erstrecken, wenn man nur beachtet, dass die Qua-
dratwurzel auf dieser Seite des Verzweigungsschnittes das entgegengesetzte
Vorzeichen besitzt und dass also dann

/ \/1—;; #222) /\/ ~5222)

zu setzen ist, sobald man das Integral im oberen Blatte rechts von der Linie

1 erstreckt. Dieser Weg aber ist (Fig. 54) stetig in den gebrochenen Weg

}{01 iiberfithrbar, ohne dass einer der Punkte +1, j:; iiberschritten wird.
Also ist

0
dz
e ﬂ V-0 29 |

dz
\/(1 — 22)(1 — 5222)

O:)—‘

dz ‘
V(I = 22)(1 = #222)

nun ist im zweiten Integral z rein imaginir, also z = iz’, wo 2’ reelle Werte
annimmt, daher ist

— K —

S —

1 1

/ /

d
K=K — / - —z] .
\/ 1+z’2)(1+%2 /2 \/ 1+z’2 %2z’2)

Setzt man also

_ 1
dz’'

dz , B
_0] VI + 22)(1 — 52272) - 26/ VI + 22) (1 — 52272) = Ka,
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s0 ist Ko reell und positiv, da 22 < %% ist und 2’ reelle Werte durchliuft.
i
Es ist dann
K1 =K+ 1K>.

Bildet man nun wieder, wie frither, die Riemann’sche Fldache auf die
u-Ebene ab, so wird der Kurve B (Fig. 54) die Achse der reellen Zahlen
ab entsprechen und einer gewissen Kurve A wird die Gerade ad resp. bc ent-
sprechen, so zwar, dass ad die Summe aus 2K und 2:Ky ist.

.MI-

Fig. 54.

Wir wissen aus Fritherem, dass wenn
W' =w+iwy ist, oder 2K7 = 2(K +iK>),

wo w1, wo resp. K und K9 reell sind, dann die doppeltperiodische Funktion
s(u) ein Parallelogramm besitzt, das wie abed beschaffen ist (S. 134 u. ff.).

49. Wir wollen nun noch folgenden wichtigen Satz beweisen:

> Jedes Integral
/ Todz
w = ,
o \/ R(2)

worin R(x) eine ganze rationale Funktion vierten oder dritten Grades in x
ist, ldsst sich durch eine lineare Transformation in das Integral

z dz
w0 V- 21— 22
verwandeln; wobei M eine Konstante und

a+ Bz a+ Bz
x = xg = —————
v+ 02

v=M

oy 462
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ist. a, (3, 7y, 6 sind bestimmte Grossen.<

Wir setzen
R(r) = A(r — a1)(xr — ag)(z — a3) (v — ayq) (7)
und fithren 2z durch die Gleichung
a+ Bz

= 8
v v+ 0z (®)

ein. Dann wird Ry(2)

1(z
R(x) = ———— 9

wobei Rp(z) wieder eine ganze rationale Funktion des 4. Grades von z wird,
die «, B, v, 0 als willkiirliche Konstanten enthélt. Wir verfiigen nun iiber die
letzteren so, dass

Ry(2)

B(1—2)(1+2)(1 —»2)(1 + »z)
B(1 — 22)(1 — 2%
— B[l — (14 2%)22 + »22%

wird. Hierdurch sind fiir o, 3, 7, § drei Gleichungen gegeben, in denen sie
homogen vorkommen, und aus welchen sich die drei Verhéltnisse a: 3: v: 6
ergeben. Die Gleichungen selbst ergeben sich aus der Bedingung, dass in
R1(z) die Koeffizienten von 23 und z verschwinden sollen und der Koeffizient
von 22 gleich sein muss der entgegengesetzt bezeichneten Summe aus den
Koeffizienten von 20 und 2%,
Diese Bedingungen sind nun noch alle vertraglich mit der, dass der Modul

von |s| < 1 ist. In der That, soll

(1—22)(1 — »%2?)

R(x)=B
(@) (7 + 622)4
und
a+ Bz
xrT =
v+ 0z

sein, so muss, wenn R(z) = 0, also = = aq, a9, a3, a4 ist, auch (1 — zz)(l —
%222) = 0 sein, daher s = =1, i}%, d. h. den Werten ay, a9, ag, ag von x
entsprechen in irgend einer Reihenfolge die Werte +1, —1, +%{, —%. Setzen
wir also fest, dass fiir

Tr =al,az,a3,aq
1 1
Z = +17_17_7__7
e v
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wird, so muss nach dem in der Einleitung sub 5, S. 11 bewiesenen Satze das
Doppelverhéltnis erhalten bleiben, also

s —1\?2 al —az a9 — a4
(i) e w0

w+1 a1 — a4 a9 — as

sein. Diese Gleichung ist fiir » eine reziproke und lésst sich also s stets so
bestimmen, dass || < 1 wird. Hat man s bestimmt, so folgt aus (8)

By — ad

dy = 21 =20
Tt d2)2

dz

und da

/—R \/_\/1—2 1—%222) (11)

sich ergiebt, so folgt
dx 57 —ad dz

VER(x) VB \/1—2 (1 — 3222) (1)

=M
\/(1 —z )(1 — 1222)

wo M eine Konstante ist.

Um diese zu bestimmen, braucht man nur ein Paar entsprechender Werte
von z und z zu kennen, fiir die nicht R(z) und R(z) verschwinden. Es sei fiir
2=0,2= % = x1, dann folgt

dx
— = M+\/R
( yi Z) - (z1),
woraus M bestimmbar.

Nun soll z =1, —1 werden fiir x = a1, a9, also muss

r—ay z—1
r—ay 122—1—1

(13a)

sein, wo A9 eine Konstante ist.
Da aber fiir

1 1
r=ag, a4; 2 = —, ——
> >
wird, so ist
as — ajq 1—
— — — 412
as — a9 1+
as — ai 14 5
= A2 :

a4 — a9 1—
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also ist

Ay = \/(a?, —ay)(ag — ay)

(a3 — a2)(ag — ag)’
wobei das Vorzeichen der Wurzel sich aus

r1 —ap :—A12

1 — a2

bestimmt, (da x = x1 und z = 0 entsprechende Werte sind) oder auch, wenn
2 bekannt ist, aus den Gleichungen (13a) sich ergiebt.
Man sieht ohne weiteres, dass wenn
T — a9 z+1
= Ay

T —ay z—1

gesetzt wird, Aoj A9 = 1 ist. Setzt man ebenso

T — as 1 — 2z

T — ay M1 o

Ay = \/ (a1 — as)(az — a3)

(13b)

so ergiebt sich

(a1 — ag)(ag — ay)

und
x1 —as
DIy,
Tl —aq

Differentiirt man die Gleichungen (13), so folgt
al — ag 2

dr = Aj9———=d
(z — ag)? * 12(,z—|—1)2 =

also
dv 2419 (v — a2)2'

dz  aj—ay (z+1)2°

analog ergiebt sich

dx 2491 (z — a1)2
%:_ag—al (z—1)2

dx 2 A3y (x — a4)2
dz a3 —ag (1+ 2)2
dr  2xAu3 (v — CL3)2

dz ag—az (1 —x2)%
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Multiplizirt man alle vier Gleichungen mit einander, so folgt

(d_“'>4 — 16 ” (z — a1)(x — a9)*(z — a3)*(x — as)?
dz (a1 — ag)? (a3 —ay)? (1 —22)2(1 — 5222)2
— 16 > R?(x)

(a1 — a2)?(ag — aq)? A2(1 — 22)(1 — »222)2
also ist

dx _ 2Y/xy/R(m1) -

(@)z:o N \/A(a1 —ag)(az — ay) = M+/R(z1),
woraus ) 2\/;
VA(ar — az)(az — ag)

folgt.

Ist nun fiir x = xg... 2 = 2 und setzt man

/ZO dz .
0 VI-2)01-22)

und

/Z dz B
0 V(1= 22)(1 — 5222) -

dx dz

— =M
R(z) \/(1 — 22)(1 — »#222)
z dz

w—/%—dg]j =M
zo V R(2) 20 V(1 —22)(1 — 5222)

so folgt aus

0 dz
[zo\/l—z 1—n2z /\/1—2 1— 222 )]

oder
w = M(u — ug)

da man den Integrationsweg von zg nach z, welcher dem von zg nach x
fithrenden entspricht, so abéndern kann, dass er durch den Punkt z = 0
geht, ohne den Wert des Integrales wesentlich zu beeintrachtigen, denn es
kénnen dann nur ganzzahlige Vielfache von Perioden hinzukommen.

Nun wissen wir aber, dass aus

u—/z dz
o V(L= 22)(1 — »%222)
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z = su
folgt, also ist
a+ Bsu
r=—
v+ dsu
und
v +u
U= — .
M 0

Will man z direkt mit z in Verbindung bringen, ohne zuerst «, (3, v, § zu
berechnen, so ersieht man, dass

r—agay—az  l4+z 1—3

x—agal—ag_l—%z 2

gesetzt werden kann.

50. Aus (10) ergiebt sich

= Ve

11— \/(al —ag)(az — ay)

143\ (a2 — ag)(a1 — ay)

und .
Lol Ve
14 +/e

bei der bestimmten Anordnung, dass den Punkten
Tr=ajg, a2, az, a4

die Punkte

Z:17 _17 sy T
4 4

entsprechen. In welcher Weise éndert sich nun s, wenn die Zuordnung eine
andere wird? Die Aenderung des Doppelverhéltnisses ¢ ist uns bekannt, es
treten namlich bei den 4! = 24 Permutationen der aq, a9, a3, as im Ganzen
blos sechs verschiedene Werte auf, die, wenn ¢ einer der Werte ist,

1
g, —,1—¢,
€

sind. Also wird s die Werte haben:

1—vE Ve—11—-V1—¢ V1—ec—¢ Je—V1—¢ Ve—1—/¢
1+e' e+ 11+ VT - Vi—e+e Vet+t/l—e Ve—1+/¢




184 ITI. Das elliptische Normalintegral

da aber }l{ und —}l{ gleichzeitig in Ry(z) auftreten, so werden wir blos drei
verschiedene Werte von s erhalten, wenn wir die Zuordnung der Grossen

L _ 1 iy beliebiger Weise vornehmen.

T =aj,a,a3,a4 und z =1, -1, -, ——
Nun wissen wir, dass das Doppelverhéltnis € dann und nur dann reell ist,
wenn die vier Punkte aq, ag, ag, ay auf einem Kreise liegen. Ist diess also der

Fall, so ist einer der Werte € oder 1 — ¢ positiv und daher ist

1—+/¢ 1—V1-—¢
n = —_—
1++/c 1+v1i+e

reell und absolut genommen kleiner als 1. Liegen die vier Punkte nicht auf
einem Kreise, so wird das Doppelverhéltnis komplex und auch s¢ ist komplex.

oder =

51. Ist
R(z) = Az + B2? + Co+ D = A(x — a1)(x — ag)(x — a3)

blos vom dritten Grade, so dndert das die Betrachtungen nicht wesentlich.

Setzt man
a+ Bz

oy 46z’

so wird
Ry (2) (v +92)Ri(z)

Rlz)= (v + 62)3 B (v + 62)*

wobei Ry (z) jetzt blos vom dritten Grade in z ist. Nun kann man aber wieder

(v +02)(Ry2) = A(1 — 22)(1 — 5%2?)

setzen und erhalt
Al — 22)(1 — 222

R(x) = ,

(@) (v + 62)4

worauf dieselben Betrachtungen wie frither folgen.

Den Werten:

r =ajg,az,a3, o0
werden die Werte 11
= 17 _17 Ty T T
n  x

zugeordnet sein, denn (v + dz) muss verschwinden, wenn eine der Grossen
1—2, 142, 1 — 2z, 1+ »z verschwindet, also z. B. wenn
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ist, muss
vy+6z=0
sein, also
y=_J
5
d. h. es ist
xr = 00.

Aus dem Doppelverhéltnis der vier Wertepaare folgt

1 2
- a1 —as

= = £
<1+%> as — a4

die Gleichung fiir .

52. Das Integral

/ o dz

u =

0 V(1 —22)(1 — 5222)

nennt man nach LEGENDRE das Normalintegral I. Gattung, indem auf diese
Form jedes elliptische Integral von der Art

w—i T dx
M xo \/R<x)7

worin R(z) eine rationale ganze Funktion dritten oder vierten Grades ist,
zuriickgefiihrt werden kann. Wir sahen, dass v und w fiir keinen Wert von z
unendlich werden. Ersteres soll das diberall endliche Normalintegral, letzteres
das allgemeine tiberall endliche Integral heissen. Man nennt s den Modul des
Integrals. Ich will noch eine Umformung des Integrals u erwdahnen, die von
LEGENDRE eingefiihrt wurde. Setzt man

z = sin p,
so wird
dz = cospdp = V1 — 22 doy,
also
dz B dy
V(1= 22)(1 — »#222) 1 — »%2sin2 ¢

und folglich, da fiir z = 0 auch ¢ = 0 ist,

(17)

|
u = .
0 1 —s2sin? ¢
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JACOBI nannte ¢ als Funktion von u betrachtet die Amplitude von w und
schrieb
» = amu. (18)

Da z = sin ¢ gesetzt wurde, so folgt
z =sinamu (19)

und wir sehen, dass diese Funktion von u unsere Funktion su ist. Da cos¢ =
1 —sin? ¢ ist, so ersieht man, dass unsere Funktion cu als cosamu zu
bezeichnen ist, da <p = amu ist. Ebenso haben wir die JACOBI'sche Funktion
Aamu = V1 — 2 sinamu mit Au bezeichnet.

Die Perlodenthelle K und K7 ergaben sich

1 e dz
h= ﬂ\/l—z — %222) Kl:/o V(1= 22)(1 — »#222)

und da fiir z = 1---p = § folgt, so ist

(20a)

3 d
K= / LA
0 /1—s2singp
JACOBI nannte K das ganze elliptische Integral.
K lasst sich aber genau auf die Form von K bringen. Setzt man nédmlich

1
I _ 2
1— s 21
z % Y ( )

wobei 52 + 52 =1... 5 =1 — 32 gesetzt wird, so wird

g — —? zdz
w1 — 22
Da ferner
N1 — 22 =ix\/1— 22
und

V1— 3222 = 32

ist, so folgt durch Multiplikation beider Gleichungen

%’\/(1 — 22)(1 — 52212) = is%2\/1 — 22
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also ist 0 p
- = : (21a)

VI =221 =222 /(1= 22)(1 - 222)

Nun wird fir z =1---2' =1, fﬁrz:}lf~~-z':(), also ist

Z/

/L dz _ 1/0 d
1 V(1 =22)(1—5222) i J1 \/(1—22)(1 — 52272

. 1 dZ,
- Z/o SO =) (1 =27

Hierbei ist vermoge (21) dem Integrationswege von z der von 2’ zugeordnet.
Durchlauft z die reellen Werte von 1 bis %, so wird, im Falle »? reell ist,
auch 2’ die reellen Werte von 1 bis 0 durchlaufen.

Setzt man

1 dz /
/O V(1= 22)(1 — »#222) -

wobei K’ von s/ gerade so abhingt, wie K von s, so wird K1 = iK', und
wenn z = sin ¢ gesetzt wird,

(20b)

K/:/2 dy
0 1—3?sin?yp

Wir ersehen also, dass wenn s reell und kleiner als 1 ist, sowohl K als K’
reell sind, da dann auch s kleiner als 1 ist. Es sind iiberdiess beide Grossen
positiv.




IV. Integrale 1II. und III. Gattung.

53. Neben dem Integral I. Gattung, welches fiir keinen Wert von (z,y) auf
der Riemann’schen Fldche unendlich wird, und welches sich stets auf das
Normalintegral I. Gattung reduziren lésst, fithrte Legendre noch zwei andere
Normalformen von elliptischen Integralen ein, die er Normalintegrale I1. und
III. Gattung nannte, und die wir nun betrachten wollen.

Als Normalintegral II. Gattung fithrte er das Integral

24 dz
/\/1—2 (1 — »222) 22)

ein. Dieses Integral ist dadurch charakterisirt, dass es unendlich wird, wie
z fiir z = oo, d. h. einfach algebraisch, fiir gewisse Punkte auf der Rie-
mann’schen Fliache der Funktion

y=/(1-22)(1 - 222,

Firz =1, —1, l, —% erkennen wir, wie auf S. 161, dass J nicht unendlich

x
wird.
Betrachten wir aber jetzt den Punkt 2 = 0o und setzen wir zu dem Behufe
1
z ==
¢

und sei (7 ein kleiner Wert, dem also ein sehr grosser Wert z = 21 entspricht.
Das Integral
22dz

\/ 1—22)(1 — »222)
hat einen endlichen Wert und es ist

z 2dZ

J=J1+ :
A V(1= 22)(1 — 222)
oder
1 dC
z=—dz=——5
¢ ¢
gesetzt,

¢ d¢
J=J - / .
G GV =1)(¢7 — %)
Nun entwickeln wir die Wurzelgrosse in der Umgebung ¢ = 0, indem wir

den Zweig derselben wihlen, fiir welchen dieselbe sich auf s reduzirt fiir
¢ = 0, der andere ist durch den Wert —s¢ fiir ( = 0 bestimmt.
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Dann ist
1
V(2= 1)(¢2 - 52

Die Entwicklung muss in der Umgebung von ¢ = 0 so lange |¢| < ||
gelten, da |s| < 1 ist, also auch fiir —(, d. h. es ist auch

1
=;+A1C+A2C2+A3C3+'“-

1
V(= 1)(¢ = )

Beide Gleichungen kénnen nur bestehen, wenn

1
= = A+ Ap(® - A

A1 =0, A3=0--, Agyy1=0

ist. Mithin ist

1 1 9 4
— 1A A
V@@ B = e
und
dz 1 [d¢ 9
=— | =24+A d¢+ A d
/C2\/(C2—1)(C2—%2) - C2+ 2/ ¢+ 4/( ¢+
_ 1 L.
_%C+A2C+3A4C +
und daher ist
1
J:J1+C—%LC—A2C—§A4C3—"‘7

wo C' die Integrationskonstante bedeutet, die dadurch bestimmt ist, dass
J = Jp fiir ( = (q ist.

Aus der obigen Entwicklung nun sieht man, dass J fiir ( =0,d. h. 2 = o0
unendlich wird wie + resp. wie z, d. h. das Integral J wird fiir z = oo in dem

einen und anderen Blatte der Riemannschen Fldache der Funktion

y=1/(1—22)(1 - 2:2)

einfach unendlich.
Die Entwicklung im anderen Blatte, fiir das —¢ gilt fiir ( = 0, ist:

1 1
J=To+ 01+ — + Al + 2 AuCP + -
7( 3



190 IV. Integrale II. und III. Gattung

Dieses Integral J verdient den Namen Normalintegral insofern, als sich
jedes Integral von der Form

/ ™ dx
V(1 —22)(1 — 5222)

auf dasselbe und eine rationale Funktion von x und

y=1/(1-22)(1 - 22)

zuriickfiihren lasst, wozu noch das Normalintegral I. Gattung treten kann.
Vor allem ist klar, dass fiir ein ungerades m = 2n + 1 das Integral J,,
kein elliptisches ist. Denn setzt man

=z,
so wird

rdr = %dz

J 22n+1l o / M
S 0 /(1 — a2 V(1 —2) 322)

in welchem der Ausdruck unter der Wurzel blos zum zweiten Grade steigt
und durch die Substitution

1—¢2
%2—t2

b1 —¢2)n
Jon+1 = —/1 —(%2 — 2yt dt

verwandelt wird, das als Integrand eine rationale Funktion enthélt.
Wir haben also blos Integrale von der Form

/ 2ndz
V(1= 22)(1 — »#222)

z =

in das Integral

zu betrachten.
Setzt man

y= /(1 22)(1 - 52:2),
SO 1st
d 2n Z2n—2 Z?n—4

L2073y = (20 — 1)52 2 — #2)(2n — n—
L) = (n = A (142 on =)+ n =)
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Multiplizirt man diese Gleichung mit dz und integrirt in Bezug auf z von
0 bis z, so ergiebt sich

2203y = (20 — 1) Jy — 2(n — 1)(1 + 32)Jp_1 4 (20 — 3)Jp_o
und hieraus

1 on-3,  2(n—1)(1+ %)

B ) (2n — 3)
(2n — 1)s2 2n — 1) 2

Jn—1— m%—? (22)

Jn:

Diese Gleichung zeigt, dass man Jy, aus J,_1 und J,_o berechnen kann.
Da nun J; das Normalintegral II. Gattung und Jy das Normalintegral I. Gat-
tung ist, so kann man Jo aus diesen beiden, Jg aus Jo und Ji u. s. w. be-
rechnen und man erhélt .J,, ausgedriickt durch eine rationale Funktion von z
und y und durch J und wu:

z 22dz z dz
J:/O V(1= 22)(1 = x222) u:/o V(I = 22)(1 = #222)

54. Elliptische Integrale III. Gattung nennt man solche Integrale aus einer
rationalen Funktion von y und z, welche logarithmisch unendlich werden,
d. h. welche fiir z = a so unendlich werden, wie log(z — a). Ein solches

Integral ist
I — /Z _dz
0 (z—a)y

y= /(- 22)(1 - 52:2),

wenn a von den Werten 1, —1, %, —}lf verschieden ist. Denn entwickeln wir £

in der Umgebung von z = a, so ist dieses, sobald das Blatt der Riemann’schen
Fléche festgesetzt ist, nur in einer Weise moglich. Ist y = b fiir 2 = a im ersten

Blatte, also y = —b fiir 2 = a im zweiten Blatte, so ist:
1 1 9
;ZE—FA:[(Z—Q)—{—AQ(Z—(I) + ...

dz 11

(z—a)y:Ez—a+A1+A2(Z_a)+"'

1 1
HzC’—I—Elog(z—a)+A1(z—a)+§A2(z—a)2+...,

wo C' eine Konstante bedeutet, die dadurch bestimmt ist, dass I = Il fiir
2z = 21 ist, wenn 21 ein Punkt der Umgebung von «a ist und

zZ1 d
1, :/ _d
0o (#—a)y



192 IV. Integrale II. und III. Gattung

Aus der Entwicklung sehen wir aber, dass Il so unendlich wird wie
%log(z —a) fir z = a, y = b. Fir den Punkt der Riemann’schen Fliche
z = a, y = —b wird II unendlich, wie %log(z —a).

Ein Integral III. Gattung, welches in weniger als zwei Punkten der Rie-
mann’schen Flidche der Funktion

y =121 -2

logarithmisch unendlich wird, existirt nicht.
Denn setzen wir voraus, dass das Integral IT nur fiir

Z=a1,a2...0an

y=>b1,b2...0p
auf der Riemann’schen Fliche unendlich wird fiir (z = ag, y = by.), wie

A(n—l) A(Q) A<1)

k K k K
T N +
(z—ap)™  (z—ap)" ! (z—ap)? (22— a)

+Mj, log(z — ay,),

so wird die rationale Funktion von z und ycgl—g fiir z = ay, y = b, unendlich
wie

) (n-1) 2)
A A A
e Ul s T Ak 2y
(z —ay) (z —ay) (z — ag)
Alg) M,

und kann sonst nur noch fiir z = £1, j:%{ unendlich werden.
Dann gilt die Relation

My + My + M3z + -+ -+ M, = 0.

Denn umgeben wir die Punkte (ag, by, ), welche in einem bestimmten Blat-
te der Riemann’schen Fléche liegen, mit kleinen Kreisen, welche nur je einen
1 1

Punkt umgeben, und thun wir dasselbe mit den Punkten 1, —1, -, ——, so

wird % in dem ausgeschlossenen Gebiete der Riemann’schen Flédche sonst
nicht unendlich, da IT stets endlich bleibt. Nehmen wir also das [ dIT lings

allen diesen Kreisen, so muss
/ dIl =0
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sein. Nun ist fiir den Punkt (ay, by.)

(n) (1)
diI nAy Ay, Mj, 0) , 1)
dz (2 — ap)"t] o (z — ay)? +z—ak BB mag)+
also

/A dIl = 2miM;..

af

Fiir die Punkte 1, —1, %, —}l{ soll II endlich sein, also kann % nur so
unendlich werden, dass, wenn « einer derselben ist,

i A

1
— = + Blz—a)2 4+ -
dz (z—a)% ( )

ist, da sich y fiir diese Punkte nur nach gebrochenen Potenzen von (z — «)
entwickeln lasst, wie wir schon frither (S. 162) sahen. Wiirden in %—IZ] Potenzen

von der Form Amm auftreten, wobei m > 1 wére, so wiirde

(z—a) 2
dll A A, A
i mm+ m;71_|_..._|_—1_|_..
dz (z —a)2 (z—a) 2 (z— )2
und
2 A 2 A, _
H:— mm+1__m—11n_.+2A(Z_a>%+.
m+1(z—a>T Tn(Z—O()7

fiir z = a unendlich; da dieses nicht stattfinden soll, so muss A4,, =0, A,,,_1 =
0...,A2 =0 und die gegebene Form die stattfindende sein.

Dann ist aber
/ dIl =0,
o

da kein Glied in der Entwicklung C(li—g auftritt, welches von der ersten Ordnung
unendlich wiirde.

Wiirde aber selbst I fiir 2 = « unendlich, so siecht man aus der Ent-
wicklung, dass man nur den Koeffizienten des Gliedes (z — ) ™! zu beachten
braucht und wenn dieser von Null verschieden ist, ihn mit unter die M}
aufzunehmen, um die Richtigkeit der weiteren Schliisse nicht zu alteriren.

Dabher ist

/dﬂ—Qﬂ'i(Ml—i-MQ—i-“'—i-Mn)—O,
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d. h.
My + Mo+ -+ + My = 0.

Wiirde also ein Integral IT blos in (aq,b) wie M7 log(z — aq) unendlich,
so miisste M1 = 0 sein, d. h. das Glied Mlog(z — a;) wiirde in der Ent-
wicklung von II fehlen, also wiirde II nicht ein Integral III. Gattung sein.
Hieraus folgt beildufig: das Integral einer rationalen Funktion von z und v,
welche in Punkten der Riemann’schen Fldche nur so unendlich wird, dass
der Koeffizient der —1%" Potenz iiberall null ist, ldsst sich immer durch eine
rationale Funktion von z, y, Integrale II. und I. Gattung ausdriicken. Wir
werden bald die Richtigkeit dieses Satzes noch auf andere Art einsehen.

Das anfénglich angeschriebene Integral

B /Z dz
0 (z—a)V/(1—22)(1 — »222)
wird fiir z =a, y= b unendlich wie %log(z —a)
poy A= 0, Y = —b b3 b3 _% IOg(Z - CL)
und es ist in der That
1 1
M+ My=—-——-=0.
L=

Als Normalintegral III. Gattung wurde von Legendre eingefiihrt das In-

tegral
dz

/o (22— a2) /(1 - 22) (1 - 222) ’

, = (23)

welches fiir

z=+a,y=+b
z=—a,y=+b
z=+4a,y=—b

z=—a,y=—b

unendlich wird wie :l:% log (z — a) resp. :l:% log (2 + a), also in vier Punkten
der Riemann’schen Fléche.
Man nennt a den Parameter des Integrals.
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55. Ist
y2:Ax4+Bm3—|—C’x2—|—D$+E

und B von Null verschieden, wenn A verschwindet, so dass y2 eine rationale
Funktion des 4. oder 3. Grades von x ist, so nennt man

U= / f (2.y) dz, (24)

wo f eine rationale Funktion von x und y ist, ein allgemeines elliptisches
Integral.

Wir beweisen folgenden Satz:

Jedes elliptische Integral von der Form (24) ldsst sich zuriickfihren auf
eine rationale Funktion von x und y, einen Logarithmus einer solchen Funk-
tion, ein Normalintegral I. und II. Gattung und auf Integrale III. Gattung
mit bestimmten Parametern.

Wir transformiren vor allem R (x) durch die Substitution

a+ Bz
.T:
v+ 0z
in die Form ) 5 o
R = R 0=0 =)
(v+9d2) (v 4+ 02)

wodurch
U= /f1<z, \/P(z)) dz,

wird, wenn wir
772 =P(z)=(1- z2)(1 — %2,22)

setzen.
Nun ist, wenn 7;(2) eine rationale ganze Funktion von z bedeutet,

(2 + () VP
eV PE) = VP

da durch

| = Py VP

VPG)
alle hoheren als 15'™ Potenzen der \/P(z) verschwinden, indem sie als ratio-

nale Funktionen von z in die Funktion fi eintreten. Multiplizirt man Z&ahler
und Nenner mit

r3(z) — r4(2)\/ P(2),
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so wird
r1(2) +ro(2)\/P(2)||r3(2) —ra(2)\/ P(2
e ””:[”“%“%@9%$A@“) )]
_ Ri(2) + Ra(2) v/ P(2)
Ry(2)
Also ist Ri(2) P
=20 gy [ 2EE) g,
U_/Rs(z)d +/R3(z) P(z)d

Das erste Integral ist von einer rationalen Funktion von z zu nehmen, also
durch logarithmische und rationale Ausdriicke von z darstellbar. Wir wollen
es mit V' (z) bezeichnen, so dass

o [ RPE)
U‘W>+/am>Pwd

ist. Da aus
_a+fz _a—9z

v v+ 6z’ T —B+ oz
folgt, so ist

Ry (2) /
Vz:/ dz= [ R(x)dx =Vi(x
&= 50 () de = Vi(2)
auch das Integral einer rationalen Funktion von x allein. Das Integral
e [ RO
R3(z) n
behandeln wir weiter. Es ist

Ry(2)P(z) _ Ro(2)P(2)R3(—2)
R3(2) R3(z)R3(—2)

und da R3(z)R3(—z) eine gerade Funktion von z ist, so enthiilt sie blos 22,

also kann man

Ry(2)R3(—z) = (%)

setzen und

Ry(2)P(2)Ry(—=2) = @1 (%) + 2P9(2%),

so dass

W — / By (22) + 2P9(2%) dz / 2Bo(22) dz /¢1(22)dz

W (22) n o

w(22) 7

W (22) n
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wird.

Im ersten Integrale fithren wir ¢ = 22

ein, wodurch es in
Bo(2?)dz 1

/ _ / ()¢
V(22 (1= 22)(1 =222 2J w(O)V(1 -1 - %)

iibergeht, welches Integral sich durch die auf S. 190 angegebene Substitution

2
z = ;{_22 als Integral aus einer rationalen Funktion von ¢ darstellen ldsst,
und mit

/ Po(¢)d¢
2

bezeichnet sei. Durch die Substitution ¢ = z* wird

V(G /(1= Q1 - 520) = V(2.

so dass 0
D1(2%) dz
U=V V(52 / 1 az

sich ergiebt. Das letzte Integral fithrt nun auf elliptische Integrale.
Wir wissen, dass die rationale Funktion

D1(¢) v PE)
() 0Tt e

gesetzt werden kann, wo p(¢) und ¢(¢) rationale Funktionen von ¢ sind und
erstere wenigstens um eine Einheit niedriger in ¢ als letztere ist.

Nun lasst sich
Jy = / 22Nz
n

durch eine rationale Funktion von z und 7 und durch J und u ausdriicken,
d. h. es ist

p(¢)

Jy =ra\(z,n) + A\J + Byu,

daher ist
/@1(22) dz . dz ta /szz bt / 22dz n / p(2?) dz
=g [ =+ i
w(z2) n 77 77 YJoom q(=%) n

p(z?) dz

q(z?) n’

:g(z,n)+AJ+Bu+/



198 IV. Integrale II. und III. Gattung

wenn o eine rationale Funktion von z und y bedeutet und A und B gewisse
aus Ay, By und ag . ..a, und »? zusammengesetzte Konstanten sind.

Was das letzte Integral anbelangt, so fithrt dieses auf elliptische Integrale
II1. Gattung.

Denn es ist

g(¢) = A —ad) (¢ —ad) -+ (¢ — a?)

ist. Da p(¢) hochstens vom (n — 1)%% Grade ist, so muss
A1 +As + A3+ +A, =0

sein. Wenn d
I, (z) = / (22 — a2)v/(1 - 22)(1 - »#222)

gesetzt wird, so wird

2
/ZE;;O;_Z = Al (2) + Apllay (2) + -+ + Andla, (2),

so dass wir schliesslich erhalten

U=V(z)+ V’(22, n) + o(z,n) + AJ + Bu + i Ayl (2), (25)

v=1

was das ausgesprochene Theorem beweist. Wenn man bedenkt, dass aus

x_a+ﬁz PO Tl
oy 40z’ - =B+’
und aus
A 5§ — By)
y= A Yy 4 62)4 = y  (ad—py)

(v +02)4 A (=B + dz)* A

folgt, dass somit z und 7 sich rational durch = und y ausdriicken, also in
den obigen Funktionen jene durch diese ersetzt werden konnen, so ersieht
man, dass obige Funktionen in (25) ihre Art beibehalten als Funktionen von
x und y.
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Wir sehen mithin, dass wir das allgemeine elliptische Integral

U= /j f(z,v/R(z)) dx

0

zu berechnen im Stande sind, sobald wir die drei Normalintegrale berechnen
konnen.*)
Diess letztere wollen wir nun darlegen.

*) Hierbei ist von der Ausfithrbarkeit der algebraischen Operationen, als z. B. das

Auflésen der Gleichung n*® Grades ¢(¢) = 0, um a?---a? zu finden, abgesehen. Soll-

te die Gleichung ¢(¢) = 0 eine v-fache Wurzel ¢ = a2 haben, so wiirde

p(¢) AW) Alv—1) A Ay
() C-ay Tyt T e e T

als Partialbruchzerlegung sich ergeben. Man sieht nun leicht, dass durch bekannte Rekur-

sionsformeln jedes der
AN gz
Re=re

auf die Normalintegrale reduzirt werden kann.




V. Berechnung der Integrale 1., II. und III. Gattung.

56. Wir schreiten zuerst zur Berechnung des Integrales I. Gattung

z dz
-/ (26)
0 V(1 —22)(1— 5222)
unter der Voraussetzung, dass |z| < 1 ist, was, wie wir sahen, durch eine
passende Transformation stets bewirkt werden kann.
Unter dieser Voraussetzung ist

1
2 d(p
| -, e
0’\/1—2 #222) 0 1 — »2sin? ¢
(27)

und

S i
/ V(1 — 22)(1 — #/222) 0 1 — »Zsin?

reell und positiv, wenn s¢ reell ist. Fiir imaginére s ist aber in

Ky iK'
K K
der Koeffizient von i stets positiv. (Vergleiche die Note S. 173.)
Setzt man nun

2K =w, 2K =2%K'=dJ

und konstruirt die Y-Funktionen mit Hilfe von w,w’, was moglich ist, da der
UJ, _K/

Koeffizient von 7 in % = 17~ positiv ist, so kann man fiir jeden gegebenen
Wert von u 9o
U3 9o (u)

berechnen und das Integral (26) giebt uns umgekehrt fiir jeden Wert von z bis
auf Vielfache von 4K und 2K das zugehorige u. Um einen der Werte von u
in eine konvergente Reihe zu entwickeln, verfahren wir folgendermassen.
Fiir Werte von z, die der Bedingung |sz| < 1 geniigen, wird die Reihe
1 1-3 4 1-3---2n—1
_|._ N

— 14 i .
5 2)? o) 2.4---2n

konvergiren, und es wird

o d o d 1 1-
/ - :/ = [1—1— “322? + 3%4z4+~~
0 V(1 —22)(1—x222) Jo V122 2 2-4

(a)

(52)%" 4 - -

D=

(1—52%2%)~
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sein.
Nun ist
2.4...9n  22"dz dz
- —d [G V1 2} ,
3 n—Ivi-? Vi 2 n(2)V1 -z
wobei

(29)

sich ergiebt.
Setzt man

so wird

z 2n z
/ Z_dz_cn/ LQ_CnGn(x).\/il_zz
0 0

1—,22_ 1—=2

= Cparcsinz — Cp V' 1 — 22 Gp(w);

eine Konstante ist rechter Hand zuzufiigen nicht nothig.
Fithrt man diesen Wert des Integrales in die rechte Seite von (a) ein, und
setzt

ﬁ:1+0%%2+c%%4—1—---

2 2 2
1 9 1-3 4 1-3-5 6
=1 Z - -
+<2>%+<2-4>%+(2-4'6>%+ ,

0.0}
u = Rarcsinz — /1 — 22 Z C2 "G (2),
n=1

so wird

wo die Summe der rechten Seite wegen der Grosse 2, deren Modul kleiner
als 1 ist, fiir kleine Werte von |z| gut konvergirt. Sie konvergirt jedenfalls, so
lange |»z| < 1 ist, also fiir z = 1, und da u = K wird, so folgt

s
K=8/—
ﬁ2
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und daher -
2K
u =" arcsinz — V1 — 22 Z C2 "G (2) (30)
T n=1
2K 1\? , 1-3-5---2n—1\% ,
2 z n.
- +<2> o ( 2-4-6--2n ) g

Aus dieser Gleichung ersicht man nun auch die Vieldeutigkeit von w.
Dieselbe hingt nimlich von der von arcsinz und V1 — 22 ab. Behilt die
letztere ihr Vorzeichen, so ist arcsin z unbestimmt um 27, indem

» = arcsin z + 2nmw

stets z = sin s liefert und also ist w unbestimmt um 4K.
Da auch

z dz 1 T
s — /1 = 52 z
/0 m Z,log(z 1V 1 z)—|—2

ist, so kann man

2K

v

u— K = log(z—z’\/l —22) — V11— 22 iC,%%%Gn(z) ((30a))
n=1

setzen, woraus die Vieldeutigkeit wieder ersichtlich, da der Logarithmus um
2mi unbestimmt ist. Aus dieser Form ersieht man aber auch einfach das
Verhalten von u, wenn an Stelle von +v/1 — 22 gesetzt wird —v/1 — 22. Denn
da

log(z —1V1-— 22) + log(z +1v1— 22)
zlog(z—i\/l—22)(z+i\/1—z2) =0

ist, so folgt, dass fiir diese Zeichendnderung

2 (0.9]
W — K = —k log(z +iV1—22) + V1 — 22 E C252" G (2)
i
1

2K -
= — Elog(z —iV1—22) =122 ;C%%QHGTL(Z)

wird, oder
u - K=—(u—K),
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d. h. bleibt 2z dasselbe und wird fiir

y:\/1—22~\/1—%22

eingefiihrt,

—\/1—z2-\/1—%2z2,

so geht w iiber in ' = 2K — u. Dies stimmt mit den S. 172 gefundenen
Resultaten vollkommen iiberein.

Aenderungen um die andere Periode 2K; konnen hier nicht auftreten,
da wir |s»z| < 1 als Konvergenzbedingung aufstellten, also z den Punkt
Jl{ nicht umkreisen kann, mithin ein Unbestimmtheit derart nicht eintreten
kann, dass z einen der Linie A, Fig. 49, dquivalenten Weg beschreibt, weil z
immer innerhalb des mit der Lénge ‘}l{| beschriebenen Kreises bleiben muss.

Es lassen sich iibrigens Reihenentwickelungen aufstellen, die dieser Be-
schrankung fiir z nicht unterliegen, und die fiir jedes z konvergiren, wie Herr
Weierstrass in seinen Vorlesungen iiber elliptische Funktionen gezeigt hat.
Diese lassen auch die Unbestimmtheit von u beziiglich der anderen Periode
2K ersehen.

57. Wollten wir nun zur Berechnung der Integrale II. und III. Gattung
iibergehen, so wiirden wir sehen, dass wir hierzu die ¥-Funktionen fiir einen
beliebigen Wert von u zu berechnen im Stande sein miissen. Nun schreiten
die Y¥-Funktionen nach Potenzen von

fort.

Man konnte nun diese Grosse berechnen, indem man K und K7 berechnet.
Aber wie die Formel (30) zeigt, konvergirt die Reihe fiir K schlecht, wenn ¢
grosser als % ist. Man konnte eine dhnliche Reihe fiir K’ aufstellen, die von
» genau so abhingt wie in (30) K von s. Ueberdiess ist, da K’ und K von
abhingen, ¢ blos eine Funktion von s und es ist ein Umweg, zuerst X und K’
zu berechnen um dann ¢ berechnen zu konnen. Es ist wiinschenswert ¢ direkt
aus s durch eine hinreichend konvergente Reihenentwicklung zu berechnen.
Diess wollen wir thun.

Wir setzen »2 = \ und stiitzen uns auf die S. 94 aufgestellte Formel

dy _ 24T Y50 g(n=1)
U3 14230

1
2q2(142¢> +2¢5 + )
1+ 2¢+2¢* +2¢% + -~

Vo= VA=

1
A1 =
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indem wir voraussetzen, dass in den J-Funktionen

eingefiihrt wurde. Unsere Aufgabe wird sein, aus der Gleichung fiir /3¢ den
Wert ¢ zu berechnen.
Erhebt man beiderseits zur 4. Potenz, so wird

61+ q®+ g+ )
(1+2q+2¢*---)*

Fiir sehr kleine Werte von |g| wird, da der Nenner nahezu 1 ist, |A| sehr
kleine Werte annehmen, also kann man

A=16¢(1+aqg+ag® +---)
setzen. Aus dieser Beziehung folgt aber, dass in erster Anndherung fiir sehr

kleine |q|

1
— )\
1= 16

wird, also dass fiir kleine |A| eine Reihenentwicklung
1 2
q= 1—6A(1+aA+ﬁA )

existirt, die fiir kleine || konvergirt. Wir setzen

1

g = A1+ POV (b)

wobei P()\) die Potenzreihe aX 4+ A% + --- bedeutet, also (0) = 0 ist.
Wir wollen nun zeigen, dass () auch noch fiir A = 1 konvergirt und lauter
positive Glieder besitzt, sobald s reell ist, welchen Fall wir fiir das Folgende
der Einfachheit wegen vorauszusetzen.

Fiihren wir neben A1 = \/x auch

2

S N - S S I s 25 °(=1)"q"
ds 1423
ein und setzen )
/7
)\i _ 1— Nz
1 1-
14+ N2
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Da wir wissen, dass fiir reelle Werte von s auch s reell und positiv ist, so

1
ist M4 reell und ! auch reell und kleiner als 1.

Nun ist )
1—)\/1_193—190
1+ N1 U347
und da )
O3 =1+ 2¢ +2¢* +2¢7 +2¢"6 4 +2¢"
9o = 1—2q+ 2% — 2¢° + 216 — -+ 4 (—1)"2¢""
SO ist
2
93+ 99 = 2[1+2¢* +2¢'0 + - 42" 4],
mithin
1
1 1—(1=MN12 20(1 4-2 4-6 dn(n—1) 4 ...

I+ (=N L+2gt+2gdd 4 pogin® 4o

Aus dieser Gleichung ersehen wir, dass der Uebergang von A zu Ay dquivalent
ist dem Uebergange von ¢ zu ¢*, wie man aus dem blossen Anblick der
Formeln (a) und (a;) ersieht.

Nun ist fiir sehr kleine A der Werte (1— )\)% nahezu gleich 1 und daher 1—

1
(1 —/\)% oder A{ selbst sehr klein und es wird sich ¢ daher als eine Potenzreihe
von A1 entwickeln lassen, die mit A1 selbst verschwindet. Nach der obigen
Bemerkung aber, dass bei dem Uebergange von A zu A1 ...q iibergeht in q4,
ersieht man aus (b), dass

A
¢t =T [L+BO], PO =0 (b1)
wird.
Geht man nun von Ay zu A9 auf dieselbe Art iiber, wie man von A zu Ay
iiberging, d. h. setzt man

Ay = ﬂ, (ag)
L+ (1= Ap)2
SO IMuss ) )\
¢V =221+ B(A2)], PO) =0 (b2)

16
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und also, wenn man zu \,, angelangt ist,

47L )\n

6 [1+PB(A\)] ... BO)=0 (bn)

oder )
4" log q = log l—g + o(A\n),

sein, wenn man
log[l + sB()‘nﬂ = p(An)

setzt, wobei ¢(\,) wieder eine fiir kleine ), konvergente Potenzreihe sein
wird und
©(0) =logl=0

ist. Aus (by) folgt nun

1 An 1
log ~% + —

4n 16 4n” ().

logq =

und da bei wachsendem n ...\, stets kleiner als 1 bleibt, also ¢(A,) noch
konvergirt, so ist

log ¢ = lim [4_71 log 1_6} (d)
Den Grenzwert rechter Hand berechnen wir nun auf andere Weise. Es ist
1
1 1-(1=2)\)7
A=t ©
1+ (1—=MN)4
und . .
Liog A; = log [1 (- )\)Z] ~log [1 + (1 )\)Z] ,
also
_3 _3
1d\y dh| (1—X)"1 (1—X)"4
in 4 T !
1 I1—(1-=XN% 14 (1—-))1
3
-y
21 _(1-A)2
d\ _3 1
7%[1 — AT 4 (1 - N)2]
d\ _3 _1
= Sa-ntea-nh
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Da nun fiir |s| < 1 sowohl

Q—Ar3:1+§A+~-
als auch
1
u—Ar%:1+ZA+~-

lauter positive Koeffizienten enthalten, so wird dasselbe fiir

3 1
O =TT+ (1 -N"1 =1+ I+ =1+ 2
gelten (1)'()\) eine Potenzreihe mit positiven Potenzen). Hieraus ergiebt sich

1d\;  dA /
—_— = — A) dA
I v T (A dA,
also ist

Zlilog)\l = log A + log ¢ + ¥(A),

wo 1(0) = 0 sein soll und () eine Potenzreihe mit lauter positiven Koeffi-
zienten ist. Um c¢ zu bestimmen, ersehen wir, dass aus

1
1 AT
Y S WAIO Y i
| =cle c 3

A=0
folgt. Nun folgt aber aus (c)

1 1

Al _1[1—@—AM] !

A o 2 A \—o 8

und daher ¢ = %, somit dass
1 A
Zlog)\l = logg +(A)...¥(0)=0

ist. ¢¥(A) konvergirt noch fiir A = 1, denn da v(\) fiir alle Werte kleiner als
1 konvergirt und fiir A = 0 verschwindet, so stellt sie stets die Funktion

1 A
Zlog A — logg
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dar, so lange |A| < 1. Nun hat die ¢(\) lauter positive Koeffizienten und
1 A
1 log \; — log 3

wird fiir A = 1 endlich, ndmlich gleich log 8, also muss auch (1) = log 8 sein.
Da ferner aus

Al =

folgt, so ersieht man, dass auch Q()\) lauter positive Koeffizienten besitzt,
9(0) = 0 ist und (1) noch konvergirt.

Aus | \
1 log A\ = log 3 +(N)
und )
1 log 16 = log 2
folgt

M A
_1 2L oe 2
g16 0g16+¢( )-

Gehen wir nun von )\1 zu Ao iiber, hiervon zu A3 u. s. w. so erhalten wir
folgende Reihe von Gleichungen

1 Al A

—log —= = log — A
4% 76 08 76+ V()
1 A9 A

—log —= = log — A
1198 15 0g 1o T ¥(A1)
1 )\3 B A2

1 )\n

410g1_6 - ()\7?,—1)7

wo die Potenzreihen rechts alle noch konvergiren fiir A\; = 1.
Multiplizirt man die Gleichungen der Reihe nach mit

1 1 1 1
747427437 4n_

und addirt sie, so erhdlt man

An
4—nlg— log—+z4y V()
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Die Summe rechter Hand konvergirt, wenn n ins Unendliche wéchst. Denn da
|A] < 1ist, so sind alle Ay, Aa... A\n ... Ao kleiner oder gleich als 1 und die
Potenzreihen (A, ) konvergiren alle, sind also alle endlich. Sei g eine Grosse,
die gleich oder grosser ist als die grosste von den (), ), so dass also

92 [v(W)]
fiir alle v, dann wird
n—1 1 n—1 1
294_,/ 2 Z 4_,/|¢(/\1/)|7
0 0

d. h.

und mithin

d. h. die Reihe

Nun ist

(1) endlich. Ebenso
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Fiihrt man in diese Reihenentwicklung fiir A\ die erste ein, so kann man,
da fiir |\| £ 1 die Potenzreihen konvergiren, das Resultat nach Potenzen von

A ordnen und erhélt
)\16

Ay = <20 1+ 91\,

wo 1(A) konvergirt fiur [A] = 1.

Dasselbe gilt fiir Az ... A4 ..., alle sind Potenzreihen von A, die fiir [A\| £ 1
konvergiren und alle haben nur positive Koeffizienten.

Denkt man sich diese Potenzreihen in

1/}()‘1)7 ¢()\2)7 1/)(>\3) ...

eingefiithrt und ordnet in
o

1
> W)
v=0
alles nach A, was erlaubt ist, da alle Potenzreihen fiir |[\| < 1 konvergiren, so
erhélt man eine Potenzreihe I7(\) mit lauter positiven Koeffizienten, so dass
also

41/
ist, und
A
log g = log T + II(N) (d)
folgt.
Nun ist fiir
A=1: =1 A =1...2, =1und ¢(1) = log8,
daher
=1 =1 4
[Z 4V_1w()\y)] =log8 Z w3 log 8 = log 16,
1 A=1 0
d. h.
II(1) = log 16.

Unsere Potenzreihe I7(\) konvergirt also auch fiir A = 1 und giebt in der
Gleichung (d) den richtigen Wert von ¢, ndmlich logg = 0, also ¢ = 1 fiir
A =1

Es ist, da ¥(0) = 0 ist, auch I7(0) = 0.
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Aus (d) folgt schliesslich

Aoy A
= — = — 1

g= 20 = 201 p0) )
als Potenzreihe von A, von der wir nun wissen, dass sie nicht blos fiir |A| < 1,
sondern auch fiir |A| = 1 konvergirt, da es IT(\) thut und dass sie gerade so
wie IT(A) lauter positive Koeffizienten besitzt. Es ist P(0) = 0 und PB(1) =
15.

Da wir nun den Konvergenzbereich der Potenzreihe, also die Giltigkeit der
Entwicklung (e) kennen, so konnen wir auch die Koeffizienten der Potenzreihe

PB(A) bestimmen.
1

Setzen wir fiir einen Augenblick /\% =y, so wird

21+ )
1+ 2¢* +2¢16 + - -

und

(1+2¢* +2¢"0 + - )y =201+ P+ > + )
=5y + (" +q'0 4y — (@ + P+, (d)
also in erster Anndherung
_ 1.
q1 = 9Y;
geht man mit diesem Werte in die Gleichung (d) ein, so folgt

g=sy+ (g +a’+ -+ +)

oder, wenn man wieder nur die nédchste Anndherung nimmt,

11 5

Q2:§y+2—49-

Geht man mit dieser wieder in die Gleichung ein, so findet man

Y Y\ y\9
=5+2(5) +15(5)
B=51T2{3) T3

und sodann 5 9 3
) Y ) )
=5+2(5) +15(3) ~10(3)
q4 9 + 9 +15 2 + 150 5
so dass man durch analoges Verfahren die Potenzreihe von y beliebig weit
fortsetzen kann und

q:Q+2<%>5+15<%>9+150(%)13+--- ()
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oder
1\ O 1\ 9 1\ 13
1.1 A} A} A}
=\ 422 15 [ == 150 | == f
q 21+ 9 +15 5 + 150 5 + (f)
erhélt, wobei
1
I 1—-(1-MN)4 9
/\il:—l.../\:k
1+ (1+N)4

ist. Wir wissen, dass unsere Reihe fiir A = 1d. h. )\% = 1 auch noch konvergirt
und gleich 1 wird, so dass

_1 1 15 150
1—§+2—4—|—2—9+2T3+"‘

sich ergeben muss. Brechen wir nun die Reihe (f) bei dem Gliede

1\ 13
4

150 [ =L
2
ab, so werden wir dabei einen Fehler machen, der desto grosser ist, je grosser

A1 ist, da die Reihe lauter positive Glieder besitzt, daher am grossten, wenn
A1 = 1 ist. Dieser Fehler ist aber

Lo (L1 15 150 1847
“letar Ty Tam) T o

1
i
Nun tritt zu diesem Fehler in der Reihe f noch /\71 zu einer Potenz,

die grosser ist als 13 ist, als Faktor hinzu, d. h. der begangene Fehler ist
jedenfalls kleiner als

1\ 13

A 1847 131847
1 !
> 513 oder A" - 575

was in Anbetracht dessen, dass |A\1| < 1 ist, eine sehr kleine Grosse ist. Die
Reihe (f) ist also eine sehr gute zur Berechnung von ¢.%)

*) Die vorstehende Entwicklung ist nach den Vortriigen des Herrn Prof. Weierstrass
durchgefiihrt.
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Wenn wir aber auf diese Art g direkt aus s erhalten konnen, so kénnen
wir auch K und K’ einfacher berechnen. Es ist ndmlich

!
g=c K,
also
!
1 = —T—
0g q T 7
und K
K' = —?IOgQ- (g)

Kennen wir also K und ¢, so ist K’ auch gegeben. Nun haben wir auf
S. 173 gesehen, dass

2K
== (2 2t )

ist, und daher liefert die Gleichung

2K
\/7:1+2q2+2q4+2q9—|—2q16+--- ()

den Wert von K, sobald ¢ aus (f) bestimmt ist. Wir sehen also, dass sobald
q gegeben ist, auch die Grossen K und K’ daraus berechenbar sind.

58. Wir gehen nun dazu, die elliptischen Normalintegrale II. und III. Gat-
tung durch das elliptische Integral I. Gattung auszudriicken.
Als Normalintegral II. Gattung nahmen wir nach Legendre das Integral

z 22dz
/= /() V(1= 22)(1 — »#222)

an.
Setzt man z = su, so wird, da

ist,

u
J:/ s2u du.
0

Wenn wir nun s“u in integrabler Form durch die ¥-Funktionen aus-
driicken, so haben wir das Verlangte geleistet.

2
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Wir haben auf S. 122 Formel 32 erhalten
29(2)190(u +v)0p(u —v) = 19%u 19(2)0 — ﬁ%u 19%1}.
Beachtet man, dass

ddp(u+v)  dip(u+v)

Y
du o oluty)
do(u — v) B ddo(u — v) o
du T dv N ﬁO(u - )

ist, wo

sein soll, so liefert die angesetzte Gleichung durch Differentiation nach v

D300 (u + v)o(u — v) — Do (u + v)J(u — v)]
= 2[19%u Jov Iu — 3010 9]
und durch nochmalige Differentiation nach v, wenn man dann v = 0 setzt

und beachtet, dass
Uh=0, 9]=0

ist,
R [Doudfu — (Vyu)?] = 9o v3u — 203

oder, wenn man durch 19%19(2)u dividirt,

L dou [ 1 ddgu]® _9p (V) 2 P
Jou  du? Jou du Yo Yo ﬁ%u.

In andrer Form geschrieben
d? log You _ vy (920 252u
du2 ﬁo ﬁoﬁg '

Da nun -
V) = —1ga¥
1 2K 0v2v3
ist, so folgt
2
Uiy w0 U3
dovy 2K 2 92



und 0 "
d logﬁou . 19_0 _ 252u
du? Y g ’
hieraus
S2uziﬁ_g_id210g00u
x2 0y  x2 du
mithin

/u s2udu = Lﬁ—gu _ 1 dlogvou
0 %2 79() %2 du

Es ergiebt sich also

1o 1 Yu
J(u) = — 94 — — 07
() 22 ﬁou 22 Yyu

u—/z dz
~Jo V= 22)(1 = 222)

215

(31)

Hat man fiir irgend einen Wert von z das zugehorige u berechnet, so liefert

die Formel (31) den Wert von J fiir dasselbe z.

Es ist o
/ (5) = JK) =F= 22 9y K,
da w
do (u—3) = vs(w),
also w
(o2 = o,
ist, mithin

0(5) =5 3) =00 =0

sich ergiebt.
Man nennt F das ganze elliptische Integral II. Gattung und es ist

K v B /1 22dz
220 Jo /1 —=22)(1 - #222)
da fiir u = %§ = K sich z = 1 ergiebt.
Fithrt man E ein, so wird (31) die Form
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annehmen.
Beachtet man, dass

P (u +w) = do(u)

Jo(u + o) = —do(u)e™ Rt T

also
dlog 9o (u + w) _ U (u + w) _ U (w)
du Yo(u+w)  Yo(u)
dlog¥p(u+ ')  Vplut+w’)  Ipy(u) _ 2mi
du  Yo(utw)  Yplu)  w
ist, und da

w=2K, o =2K;

gesetzt wurde, so ergiebt sich

J(u+4K) = J(u) +4E
K m

Es ist also J(u) eine eindeutige Funktion von u, welche fiir z und y unendlich
vieldeutig wird, indem denselben Werten von z und y unendlich viele u von
der Form

u+4mK + 2m' Ky

entsprechen und J(u) bei Aenderung von u um eine oder die andere der

Grossen sich um % )
1 )
A4F oder 2F N + K

nach (32) éndert.
Es wird J(u) = oo fiir u = “’—7/ = K, da v (%) = 0 ist. Das entspricht
dem Werte
z=35(K1) = o0.

Da aber z noch fiir den Wert 2K 4 K7 im Periodenparallelogramm unendlich

wird, und
/

Yo (w—i— %) =J92K + K1) =0

ist, so wird J(2K + K1) auch unendlich.
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Fir v = Kj wird J(u) so unendlich wie %Lw also einfach algebraisch.
Denn es ist

AV
Yo (V + %) = Z'191(V)€_ <V+T) w

. 19///

190<1/+w7/>:1/i19’1[1+31/+---]
S B B
190<V+w7’> _i19'1 v1+Bv--.’

also wird fiir v =0

L
Yo <V+ %’)

endlich und von Null verschieden, daher auch

(3

was eben ausdriickt, dass J(u) fiir

w/

:—:K

einfach algebraisch unendlich wird. Dasselbe gilt fiir*)

o

u:2K+K1:w—I—?.

*) Es sind die elliptischen Integrale II. Gattung diejenigen, welche zuerst von dem Ma-

thematiker Fagnano (1700—1766) betrachtet wurden und spéter von Euler (1761) als

eigentiimliche Transcendenten erkannt, von Legendre ausfiihrlicher studirt und alle der-

artigen Integrale auf die drei Normalintegrale zuriickgefithrt worden sind. Das Integral
zweiter Gattung trat bei der Berechnung des Ellipsenbogens auf. Indem man

T =asing

y=bcosp

als Gleichungen der Ellipse ansetzt, erhélt man fiir den von der y-Achse aus gezidhlten
Ellipsenbogen

@ 2 2 v 2 _ 12
s:/ de\", (dy d@:a/ = Asmpdp, 2=C 0
0 de 0 2

dy a
_ /[ dy
‘e 0 1 — »2?sin?
sin”

Fiihrt man
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59. Wir schreiten zur Berechnung der elliptischen Integrale III. Gattung.
Wir gehen aus von der schon benutzten Gleichung 32 auf S. 122

79(2)190(04 + u)dp(a — u) = 19%04 ﬁ%u - 19%04 ﬁ%u,

indem wir in derselben v = «a setzen und dann «w mit « vertauschen. Aus
denselben folgt

19(2) Jola+ u)ﬂ%(a o) =1 - 2520 s%u.
Yoavsu

Nimmt man beiderseits den Logarithmus und differentiirt dann nach «, so
erhalt man

dplatu)  dpla—u)  Jho 2% sas’asu

ol +u)  Ydpla—u) Yoo 11— x2s2asiu’

(b)

Integrirt man diese Gleichung nach u von 0 bis u, so wird

U 2 /
9 s“udu (el 1. Jpla+u)
n°s'asa = u— —log ————=%.
/0 1 —?2s52as2u o 2 gﬁo(a—
oder wenn man
/z dz
u:
0 (1 —22)(1— 5222)
1
z=su, a=—
»sa

und
z =sinp = su

ein, so wird
S = a/ (1 — »2s%u)du = afu — 3*J (u)],
0

also bis auf das Integral I. Gattung unser Normalintegral II. Gattung. Hieraus entsprang
auch der Name elliptische Integrale, den man dann auf alle Integrale von der Form

[ fle.VRG@ds

ausdehnte, in denen f eine rationale Funktion von z und /R(z) ist, wobei R(z) den
4. Grad nicht iibersteigt. Jacobi fiihrte (1826) die Umkehr z des elliptischen Integrals

/ i dz
u =
o V=)= 2)
ein indem er dieselbe als elliptische Funktion von w mit
z =sinamu

bezeichnete. (Vgl. S. 186.)
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setzt, so wird

z 22dz
P<“’a):/ (@@= 21 = 2)(1 =22

/“ 2% s2as%du _sa [19604 1. Jpla+u)
0

_— = — | —u—-1o
1 — 2283 s%u sl &

Yoo 2 T 9gla— u)] - (33)

Dieses Integral P(u, a) dritter Gattung wurde von JACOBI seiner leichten Be-
rechnung halber als Normalintegral eingefiihrt. Will man das LEGENDRE’sche
Normal integral berechnen, so ergiebt sich dieses einfach aus P(u,a). Es ist

2 24y ? a? dz
P = - = —1 _
(u,2) A (a2 = 22)y .A ( +a2—¥>y

0o (@=2%)y Jo y

P(u,a) = —a®Il(u,a) — u
P(u,a)

II(u,a) = — i R —3%s%alP(u, a) + . (34)

Daher ist

z dz
/0 (22 —a2)\/(1 — 22)(1 — »222)

2.3 19/ 3
x5 {caAa }u—l—l%z sa log Yoo+ )
Jola —u)’

II(u,a) =

cala | s« Yoo 2 cala

1
z=su, a=——=s(a+ Kj).

/\/1—2« 1—3222) sa

Die logarithmischen Unstetigkeitspunkte des Integrals sind

u=—a+ Kj
und
u=+a+ Ki,

fiir welche
Yola+u) resp.  dgla—u)

verschwindet. Fiir diese ist

z=s(—a+ K1) =—
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und
z=s(la+ Kj) =a.

Wie man aus (35) ersieht, wird das Integral III. Gattung durch
Einfiihrung des Integrals [. Gattung nur insofern vieldeutig, als es einen Lo-
garithmus enthélt, wéhrend es als Funktion von z und y noch unendlich
vieldeutig ist in Bezug auf Periodenvielfache, da einem z und y alle Werte

u+ mdK +m12K,

entsprechen, fiir welche IT(u,a) seinen Wert dndert
Wir haben also folgendes Resultat:
Ist
y? = (1— 22)(1 — %222)

und fiihrt man

“dz

0 Y

als unabhdngige Variable ein, so werden z und y eindeutige Funktionen von
u und infolge dessen auch alle rationalen Funktionen von z und y. Es wird
auch das unendlich vieldeutige Integral II. Gattung

J:/Z 22dz
0 Yy

eine eindeutige Funktion von u und das Integral I1I. Gattung

z dz
I :/ =
o (22-ady

behdlt nur die Vieldeutigkeit eines Logarithmus einer eindeutigen Funktion.

u =




VI. Das Additionstheorem fiir die Integrale
I. und II. Gattung.

60. Wenn wir

2 dz

_/21 d _/'ZQ
Tl Va0 b ViD= 2D

setzen, so ergiebt sich

2] = Su, 29 =SV
und nach dem Additionstheoreme fiir die Funktion s(u + v) S. 105

sucvAv + sv culu
s(u+wv) =

1 — 22520 s2u

21\/1—zg\/l—%2z%+22\/1—z%\/1—%2z%
2.2 )

_ 2
1— 2175

Setzt man also z3 = s(u + v), d. h.

/23 dz
u+v= ,
0 V(1 —22)(1 — »%222)

so kann man zufolge des Additionstheorems der Funktion s(u) das Additi-
onstheorem fiir das Integral I. Gattung folgendermassen aussprechen:

Ist
z1 dz 2 dz
/O V(1= 22)(1 — »222) +/0 V(1= 22)(1 — »#222)

%3 dz
- /0 V(1= 22)(1 — »#222) (36)

so findet zwischen z1, z9, z3 die Gleichung

2 2.2 2 2.2
Zl\/l—ZQ\/l—% zQ—i—\/l—zl\/l—% 21
3= (37)

2,22
1— 2 2175

V4

statt.

Man kann umgekehrt, wenn man die Richtigkeit der Gleichung (37) di-
rekt beweist, aus dieser das Additionstheorem fiir die doppeltperiodischen
Funktionen ableiten. Dies that (1761) Euler, Jacobi (1826) erkannte erst die
Wichtigkeit dieses Satzes fiir elliptische Funktionen.
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Das Additionstheorem fiir die Integrale II. Gattung ergiebt sich einfach
aus der Gleichung (b) S. 218; wenn man in derselben v statt « setzt, lautet
dieselbe némlich

19/ + ,19/ _ 79/ /
olu+v) B o(u —v) _o%Y 0 SUsU
Jo(u+v) Jolu—v) “Jov 1 — 22520 s2u
und wenn v und v vertauscht werden
I(u+v) (v —u Ihu !
O( ) - O( ) =20 _ Q%ZSUSU&_
Yolu+v)  Jo(v—u) Jou 1 — 32520 52u

Addirt man beide Gleichungen, so ergiebt sich

Ip(u+v)  dpu v
0 _ Yy 0V 2
Jolut )~ dou + Jou x susvs(u+v). (38)

Nun liefert die Gleichung (31) S. 215

1 9 1 J5(u+v)

und mit Riicksicht auf (38)

195 1 dhu Log 1 Oy N (4 + )
| =20, _ - “0" — o — S| +susvs(u+wv
22 Y 22 You 32 g % Voo 7

also ist
J(u+v)=Ju)+ J(v) + susvs(u+wv). (39)




VII. Integrale doppeltperiodischer Funktionen.

61. Es sei F(u) eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von u, wel-
che die Perioden w und w’ besitzt, die wir unseren 9J-Funktionen (S. 53) zu
Grunde legten. Dann wird

V= / F(u)du

ausgedriickt durch doppeltperiodische Funktionen mit den Perioden w und
', durch Integrale L., II. und III. Gattung.

Die doppeltperiodischen Funktionen koénnen alle durch irgend zwei mit
denselben Perioden rational ausgedriickt werden.

Der Satz ergiebt sich sehr einfach mit Riicksicht auf die in 34 S. 140
erhaltenen Resultate.

Nach Gleichung II. kann man

71—

= ég u—a)

setzen, wobei
d log 91 (u)
duht1
ist. Da ferner F(u) eine eindeutige Funktion sein soll mit den Perioden w,
W', so ergiebt sich nach 14 S. 66, dass

m
D Aig=0
1=1

721 (y) =

ist.
Wir schreiben
m m
dlog V1 (u — ay d?log V1 (u — o
F(u)=C=) A d(u i) _ > Aig du(2 i)
=1 1=1

m il g hdh+1log01(u—az)

o Z Z duh+1 ’

1=1 h=2

dann folgt

1 _
V= C’1+C'U—ZAlglog191u—az ZA dogﬁl“ %)

n;—

_i Z zhd 10g191(:—a2)

1=1 h=2
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und da
m
> Aig=0
=1

ist, also auch
m

> Ajglogd(u—B)=0
=1
ist, wenn [ ein beliebiger Wert ist, so kann man v auch in der Form schreiben

I (
V= Cl—i-C'u—ZAzglog 191 ZA“Z

(40)

m nl—l

DI LI

=1 h=2

Nun ist, wie wir sahen, Z(h_l)(u—ai), sobald h 2 2 ist, eine doppeltperi-
odische Funktion von v mit den Perioden w, ', welche fiir u = «;, unendlich
von der A**™ Ordnung wird und daher sich rational durch irgend zwei dop-
peltperiodische Funktionen mit denselben Perioden z. B. Z'(u) und Z”(u)
ausdriicken l&asst.

Es ist mithin

m nl—l

> Z (u—a;) = o(2, 2"),

=1 h=2

wo o eine rationale Funktion der Argumente Z’, Z” bedeutet.

Z(u — ;) ist ein Integral II. Gattung, welches fiir u = «; einfach alge-
braisch unendlich wird, welches sich aber stets auf das Normalintegral II.
Gattung J(u), ein Integral 1. Gattung und eine rationale Funktion von Z’,
Z" zuriickfithren lsst.

Aus den Formeln VI S. 56 ersehen wir, dass

Yo(u) = %191 (u + %) e<u+%)%,

also ist

/
dlogdg(u) 4log?1 (u + %) i
= —|— —_—
du du w
und hieraus folgt mit Riicksicht auf Gleichung (31) S. 215, dass

Z (u + %) = —532J(u) + -Lu — m (41)
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ist. Aus dieser Gleichung ergiebt sich

2

9 :

Z (u—l—v+%’> = _%ZJ(u—l—v)ﬁ—g(u%—v) - %

und mit Riicksicht auf die Gleichung (39) S. 222

19// 19//
Z (u—l— v+ %) = =52 J(u) + Lu— 32T (v) + Lo

Yo Yo

T S 2suse s(u+v)
w .

= Z(u—l— %,) +Z (v—i— %) + % — s susvs(u+v).

/
Setzt man v — % an Stelle von v, so wird

/ i Su
Z —Z(utg)+20)+ = - 42
(u+v) u+ %)+ (U)+w Sos(u T ) (42)
Hieraus folgt, v = —q; gesetzt,
g 11— %252ai52u

Z(u—ai):Z<u+%>—Z(ai)+___

—.
WS slay + sa T

Nun lisst sich s?u und i—fj rational durch Z’(u) und Z”(u) ausdriicken,
denn aus der obigen Gleichung

/
dlogdg(u)  dlog? (u+ “’7) i

du du w
folgt

2 /
d2 log 190(,10 B d log ’190 <u + %)
du? B du?
und mit Riicksicht auf die Gleichung (a) S. 215

! W' 196/ 2.2
Z (u—i——g):——%su,

also wenn u — %/ an Stelle von u gesetzt wird,
/A
7' (u -0 _
() Yo s2u
/
2" (u) = 2=
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also
1 v ,
a0y Z"(u)
su 1 Z"(u)
- = 5 97 (43>
w20 zi(y)
Mithin ist

Zlu—aj) =2 (u+ %) — Z(a;) + % —ri(2'7",

wenn 7; die leicht herzustellende rationale Funktion von Z’, Z” bedeutet.
Daher kann man

m
S AirZ(u—oi) = AZ (u+ %) - B—r(2,2")
=1

setzen, wenn
-z i m
A= ZAi?l; B = ZAi71 (Z(OJZ) - ;)
1=1 1=1

m
r(2,2") = Ajri(Z',2")
=1
gesetzt wird. Vereinigt man nun die Konstanten C7, B und r(Z',Z2"),

o(Z', Z") zu einer einzigen rationalen Funktion R(Z’', Z") von Z' und Z"” | so
kann man die Gleichung (40) auch schreiben

V= [ F(u)du
/ (44)

m
/ ) —
:OU+AZ (u—l—%) — E 147;’110gH—f‘}%(Z/’Z//)7
=1

in welcher Form sie den Satz 55 S. 195 aussagt.
Denn F(u) ist als doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden
w, w' durch Z’, Z" rational ausdriickbar, und da
dz’ dz’

1"
%:Z oderdu:ﬁ

A
/F(u)du = /P(Z’,Z”)W,

ist, so folgt
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wo P(Z',Z") eine rationale Funktion von 2, Z" ist.

Die log%iog)) fithren auf Integrale III. Gattung, konnen aber durch

Vereinigung auch Logarithmen rationaler Funktionen von Z’ und Z” geben.
Die rationale Gleichung, welche zwischen Z” und Z’ bestehen muss, wird,
da Z’ von der zweiten Ordnung unendlich fiir u = 0 wird, von der Form sein

(Z2")? =G*(Z2"3 + BZ* + CZ' + D),

wobei sich B, C, D leicht aus den Gleichungen (43) bestimmen, denn es ist

o 1
7)) = 20 = —
() N s2u
/,\2 2 2.2
(Z//U)2 _ (s'u) :4(1 s“u)(1 — s“s%u)

Also ist

0// 19// 19//
Z//2:—4 Z/ 1__0 Z/ 2__0 Z/__O
Z) ( B T Vo)’

welches die verlangte Gleichung ist.




Anhang

Anwendung der Theorie der elliptischen Funktionen auf
Kurven nter Ordnung mit %n(n — 3) Doppelpunkten.



I. Kurven dritter Ordnung.

1. Die Kurven dritter Ordnung zerfallen in zwei wesentlich verschiedene
Geschlechter. Die einen besitzen einen Doppelpunkt und werden daher von
jeder durch diesen gehenden Geraden in einem variablen Punkte geschnit-
ten, dessen Koordinaten sich dann als rationale Funktionen eines Parameters
darstellen lassen, als welchen man den Parameter des Strahles durch den Dop-
pelpunkt benutzen kann. Umgekehrt muss jede Kurve dritter Ordnung, deren
Gleichung = = R(t), y = Ry(t) ist, in der R und R rationale Funktionen
von t sind, einen Doppelpunkt besitzen.*)

Die Kurven dritter Ordnung ohne Doppelpunkt bilden ein anderes Ge-
schlecht.

Da jede Gerade, die durch einen Punkt der Kurve geht, noch immer in
zwei variablen Punkten schneidet, so ist es nicht moglich, die Koordinaten
der Punkte der Kurve als rationale Funktionen eines Parameters darzustel-
len; versucht man es, so muss man auf Irrationalitdten stossen, wie wir gleich
sehen werden. Da nun die irrationalen Funktionen nicht eindeutig sind, so
ist ein Rechnen mit denselben nicht so einfach und es ist stets vom Vortheil,

*) Jede Kurve n'** Ordnung, deren Koordinaten rationale Funktionen eines Parameters
r(t) . _ i)
ONEEION
r, r1, o rationale Funktionen n'®* Ordnung in ¢ sind, so wird fiir einen Doppelpunkt ¢ die
Werte ¢ und t” # t' haben, wihrend z und y dieselben bleiben. Daher miissen ¢’ und ¢’

die Gleichungen:

wobei

sind, hat §(n —1)(n —2) Doppelpunkte. Denn ist ihre Gleichung =

o(t) ot
1 7“1(t’) B 7"1(15”) -
t— ¢ { o(t) o(t") } =0
oder
F%EVWMWU—NWMWHzo
1

t—t! [r1(t)o(t”) = r1(t")e(t")] =0

befriedigen. Hiervon sind nur auszuscheiden die (n —1) Werte ¢, die ausser einer Wurzel ¢
noch g(t) = 0 befriedigen. Eliminirt man aus den Gleichungen t”, welches in ihnen ebenso
wie ¢’ im (n — 1)*" Grade auftritt, so erhélt man G(t') = 0, welche Gleichung ¢’ in der
Ordnung (n —1)? enthélt. Scheidet man obige (n — 1) Werte, die o(t) = 0 befriedigen, aus,
so werden die (n — 1)(n — 2) iibrigen Werte ¢', welche G(t') = 0 machen, die verlangten
Gleichungen befriedigen. Wiirde man aber ¢’ eliminirt haben, dann wiirde sich G(t") = 0
ergeben haben, wo G = 0 dieselbe Gleichung fiir ¢, wie frither fiir ¢ wére, d. h. die
(n — 1)(n — 2) Wurzeln von G(t') = 0 sind gleichzeitig Wurzeln von G(t”) = 0 oder die
Wertepaare ¢’ und t” geben % (n — 1)(n — 2) Doppelpunkte der Curve n'" Ordnung.
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wenn man statt vieldeutiger Funktionen eindeutige einfithren kann, selbst
wenn diese einem hoheren Gebiete entnommen sind. Wir werden nun sehen,
dass man die Koordinaten der Punkte der Kurve dritter Ordnung als ein-
deutige doppeltperiodische Funktionen eines Parameters darstellen kann, und
hierdurch die irrationale algebraische Funktion durch eine eindeutige Tran-
scendente ersetzt hat.

Die allgemeine Gleichung der Kurve dritter Ordnung hat die Form:

fz,y) = Agy® + Baay?® + Csay + D3a® + Aga?

(1)
+ 2Boxy + Coy? + Ay + 2By + Ay = 0,

dieselbe besitzt bei allgemeinen Werten der Koeffizienten keinen Doppel-
punkt, denn fiir einen solchen miisste
0
o = Bsy? + 2C3xy + 3D32% 4+ 2A0a + 2Boy + Ap = 0
x

0f 4y 2 2 )
30 = 3A3y° + 2B3xy + C32° 4+ 2Box + 2Coy + 2B1 =0
Y

sein fiir Werte x, y, die auch (1) gentigen. Eliminirt man daher aus (2) und (1)
die Koordinaten z, y, so erhélt man eine Relation zwischen den Koeffizienten
der Gleichung, die nicht stattfinden muss, sobald die Koeffizienten beliebig
sind. Findet sie statt, so hat die Kurve einen Doppelpunkt; wir wollen diesen
Fall ausschliessen.

Setzen wir die Kurve reell voraus, so sind in (1) reelle Koeffizienten vor-
handen. Ist a ein beliebiger Punkt der Kurve, so wird seine Tangente die
Kurve noch in einem Punkte @’ treffen. Wir denken 1 uns nun eine derartige
Projektion der Kurve gemacht, dass die Tangente aa’ ins Unendliche fallt
und die Punkte a, ¢’ in zu einander senkrechten Richtungen liegen, die wir
zu Richtungen der Koordinatenachsen nehmen wollen, a soll auf der z-Achse,
a’ auf der y-Achse liegen.

Um die Form der Gleichung einer so projizirten Kurve zu erhalten, auf
welche die allgemeine Gleichung stets reduzirt werden kann, durch eine reelle
lineare Substitution fiir die z und y, setzen wir in (1), in welcher wir die
Koeffizienten nach der Transformation mit A’, B’... bezeichnen, fiir y und

xT--- %, 7 ein, und multipliziren mit #3, dann muss fiir ¢ = 0 die Gleichung

Aéy?’ + Bény + C’émzy + Déx?’ =0

fiir (%) die drei Werte 0, 0, oo liefern, da die Gerade y = 0 den
Beriithrungspunkt a der unendlich fernen Geraden ¢ = 0 enthélt, und z = 0
den Punkt o’. Es muss also
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sein, d. h. die Gleichung einer reellen Kurve dritter Ordnung kann in der
Form

f(z,y) = Byay® + Agx® + 2Bazy + Coy® + Ajz +2B1y + A9 =0  (3)

angenommen werden, in der die Koeffizienten reell sind. Die Tangenten par-
allel zur y-Achse haben Beriihrungspunkte, deren Koordinaten sich aus

10
——f=B3$y+32$+02y+31 =0 (4)
2y

und aus (3) ergeben. Berechnet man aus (4) y und setzt es in (3) ein, so
erhélt man

(Agz? + Az + Ag)(Bsz + Cy) — (Bax + By)% =0, (5)

fiir die Abscissen x eine Gleichung dritten Grades, welche drei von einander
verschiedene Wurzeln aq, a9, ag besitzt. Denn wiirde eine Wurzel z = «
Doppelwurzel von (5) sein, so miisste sie die Ableitung dieser Gleichung auch
befriedigen, d. h. es miisste fiir + = a die Gleichung (3), (4) und

d (10f B dy _
bestehen und da p of of
y 91 9]
de  Ox Oy
ist, so miisste
1
ar of _ of| _
Dy {(339 + By) 2y (Bgw + 02)833 =0

sein. Da aber % nicht unendlich ist fiir x = «, sondern null, so muss

(Bsa + C9) (%) - =0

sein. Der Wert o = —g_?’ geniigt aber f(z,y) = 0 nicht, also muss (%)x:a =

0 sein, d. h. fiir einen solchen Wert = = a wiirde

0 0
flam =0, =0 -

ox 0
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folgen oder die Kurve hétte einen Doppelpunkt, fiir den z = « sich ergébe.
Diesen Fall haben wir aber ausgeschlossen.

Ist nun a3 < ag < a1, wenn diese Grossen reell sind, und ag die reelle
Wurzel, wenn zwei konjugirt imaginér sind, so nehme man die Gerade, welche
durch x = a3 parallel zur y-Achse geht, zur neuen y-Achse und die durch den
Beriithrungspunkt parallel zur z-Achse gehende Gerade zur neuen x-Achse.
Auf dieses Koordinatensystem bezogen wird die Gleichung der Kurve die
Form haben

flz,y) = Bswy? + Coy® + 2Boxy + Agx® + Az = 0. (6)
Die Gleichung (5) wird
(Agz + Aq)(Bsgx + Co)x — B%xQ = Ao Box(x — ay)(x — ag) =0,
wobei
a] =a1 —az, ap = a9 —ag, also ap > ag > 0,

wenn «q, oo, ag reell waren und a1 = a + b, ap = a — ib, wenn aq, ag
konjugirt imaginér waren.

Der Punkt M, dessen Koordinaten
Co _ A1+ Aom

By 2B,

sind, ist der reelle Schnittpunkt der Asym-

ptote des unendlich fernen Punktes der
Kurve Cg auf der y-Achse (Fig. 55). /

Die Koordinaten ) p
Aq /
y ) x A2

i

Fig. 55.

gehoren dem dritten Schnittpunkte L der
Kurve mit der x-Achse an.

Wird
2n

m—l:

A,

gesetzt, so wird die Gleichung (6) die Form annchmen:
olx —m)y? + 2zy + Az(x — 1) = 0,

wobei

_ B3

0=g,
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Setzt man fiir gy einfach y, so hat die Gleichung auch die Form
(z — m)y® + 2zy + Aox(z — 1) = 0.

Hierbei kann Ap stets positiv gemacht werden, denn wire A\p < 0, so wiirde
die Substitution 2’ = —z, v/ = y auf die Gleichung

(' +m)y? + 22"y — Noa!(a/ +1) =0

fithren. Setzt man daher Ao = ¢2, so kann ¢ stets reell angenommen werden,
wenn die Kurve dritter Ordnung reell ist und ihre Gleichung kann daher stets
auf die reelle Form

(z —m)y? + 2zy + Ea(z —1) =0 (7)
gebracht werden und es ist
Plz—Dx—m)—z=c(z—a))(z—az),

wobei a1 > ag sein soll, wenn beide Grossen reell sind. Aus (7) ergiebt sich

—z 4+ \/x[x — E(z — 1) (z —m)]

r—m 3
—z+ey/—x(x —ay)(z — ag) ®)

r—m

y:

y:

also y eine irrationale Funktion von .
Setzen wir aber

Y = /—a(z —ap)(x — a)

und
T dx

n Y
so wissen wir, dass x und Y eindeutige doppeltperiodische Funktionen des
Argumentes w werden, dass also

z=p(w), Y =1(w),

w =

mithin auch
y = P(w)

eine eindeutige doppeltperiodische Funktion von w wird.
Um eine bekannte Form dieser Funktion zu erhalten, brauchen wir nur w
auf die Normalform zu transformiren.
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2. Wir setzen
_a+ Bz

v v+ 0z

und haben die Transformation dadurch bestimmt, dass

x dx )
w = in

(u — ugp) :/Z dz
0 vV —2(z —a1)(z — ag) a 0 V(1= 29)(1 - x222)

iibergehen soll, also nach S. 184, dass den Werten

r=0, ag, a1, o0

die Werte

entsprechen sollen.
Hieraus ergiebt sich vor allem

1— 2_(12
1+2) o

o= YL VE2 9)
Vai + /ag’
also fiir reelle a1 und ag reell und kleiner als 1; fiir konjungirt komplexe ag
und ag aber von der Form iz, wo 2¢ reell ist. Setzt man nun

und

1—2
1+ =2

r=DMN;

I

so folgt fiir z = %[, also r = a9

»w—1 a9
_N Y2 gh N = - arag:
az 1%+1 1\/av 1 a1a2;

da ferner
1+ 22
T—a] =
1 21+z
1— 2z
r—ag =

3 142
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sein muss, so folgt aus diesen fiir x =0 und 2z = 1
1 — »?

4
4ajas

NoN3 = ——5 = Varaz (Vai + Vaz)?.

agay = N9Ng

Daher ergiebt sich

5 (1 —2)(1 —s2%2?)
(1+ z)3

—z(z — a1)(x — az) = araz (Vai + y/a)

und wenn
ajaz (vai +vaz)? = -

gesetzt wird, da es, fiir eine reelle Kurve stets positiv ist, so wird

b\/l—z (1 — »222)

Y =/—z(x —ar)(z — ag) =

c (14 2)2
und
dx B 2c\/a1a3 dz (10)
V—u(z —ay)(z — ag) b /(1= 22)(1 = #222)
oder
aw = u — uy,
wenn

a =

W /\/1—2 (1 — 2222

UO:/O V(1 — 22 )(1—%2z2)

gesetzt wird, und zg der Wert ist, welcher x = xg, Y = Y| entspricht. Dann
ist aber

b cu Au
z = su, —
c(1+ su)?’
also ]
— su
T _'a1a21+5u
cu cu + 2acAu (11)

y=—

1+ su (1—3u)+\/$7a2(1+3u)'
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Diese Gleichungen kann man noch etwas transformiren. Da z = m, y = n die
Koordinaten des Punktes M (Fig. 55) sind, dem ein Wert u = p entsprechen
soll, so muss

1—sp

21+ St
cp cp + 2acAp

L+ sp (1_N)+\/(%(1+3N)

m = \/aia

sein; nun giebt die erste

m
(L) (=) =0,

d. h. die zweite wiirde n = oo geben, wenn nicht
cp+ 2acAp =0

wére. Da n endlich ist, so muss also

5 cl d m 1—su
ac=——— un = —
Ap Vaias 14 sp

sein. Dann nehmen die Gleichungen (11) die Gestalt an:

1—su
T = —y/a102 = ¢(u)
1+ su (12)
cu  culdp—cpAu 1+ sp
Yy = d(u).

T 1+su SU — Sjt Ap

Es bietet weiter fiir uns kein Interesse diese Funktionen von u in solche
von w zu verwandeln. Da die Gleichungen (12), resp. (11) die Gleichung
(8) oder (7) identisch erfiillen fiir alle Werte von w, sobald nur s aus der
Gleichung (9) bestimmt ist, so haben wir in (12) die Koordinaten der Kur-
ve dritter Ordnung, deren Gleichung, ohne die Allgemeinheit der Kurve zu
beeintrichtigen, in der Form (7) angenommen werden kann, als doppeltperi-
odische Funktionen eines Parameters dargestellt.

3. Die Form der Gleichungen (11) oder (12) erlauben auch den Verlauf der
Kurve dritter Ordnung Cg zu iibersehen. Wir setzen die letztere reell voraus,
also in (7) reelle Koeffizienten, und unterscheiden zwei Fille.
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IT.

ai, a9 sind reell, > also reell und kleiner als 1. Die Periode 4K ist
reell, 2iK’, rein imaginér.

Die Gleichungen (11), in denen ,/ajaz, 2ac, m reelle Gréssen sind,
zeigen, dass 2 und y nur dann reell sind, wenn su, c2u und cuAu
gleichzeitig reell sind. Ein Blick auf die Figuren 26, S. 133 lésst
uns erkennen, dass diess nur der Fall ist fiir reelle Werte von u
und u—iK’. Umgekehrt miissen sich fiir u reelle Werte oder solche
von der Form u + iK' (u reell) ergeben, wenn z und y (d. h. der
Punkt der Kurve) reell sind.

In diesem Falle besteht also die Kurve dritter Ordnung aus zwei
getrennten Ziigen, von denen der eine reellen Werten w, der andere
Werten u + iK' (u reell) entspricht.

Da der Punkt M (Fig. 55) = m, y = n ein reeller Punkt der
Kurve ist, so ist & oder o — iK' reell.

a1, ao sind konjugirt imaginér, s ist rein imaginar, K reell und
K1 =2K 4+ iK', K’ wieder reell.

Die Figuren 27, S. 136 lehren uns, dass su, ¢*u und cuAu nur reell
sind fiir reelle Werte von u, dass also die Kurve in diesem Falle
nur aus einem reellen Zuge besteht, dessen Punkte den reellen
Werten von u entsprechen.

2

4 muss in diesem Falle reell sein.
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Da die Funktionen ¢(u) und @(u) blos reelle Konstanten enthalten, so

werden Werten von u von der Form u + iu” und «/ — iu” auch konjugirt
imagindre Werte von ¢(u) und @(u) entsprechen, d. h. die den Argumenten
u' 4 iu” und u — iu” entsprechenden imaginiren Punkte von C3 liegen auf

einer reellen Geraden.

4. Wir kénnen die Null- und Unendlichkeitspunkte der Funktionen ¢(u) und
&@(u) leicht angeben und dann diese Funktionen direkt durch ¥-Funktionen

ausdriicken.
Es wird
plu) =00 fir uw= K, K,

o(u) =0 u=3K,3K.
Jede dieser Stellen ist eine doppelte.

O(u) wird oo fir w=3K, und 2K —p,
D (u) 00 u= K, — I
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Der Wert v = 3K ist fiir &(u) nur eine einfache Unendlichkeitsstelle, denn

es ist
cu 1—su

14 su cu
und cu wird fiir v = 3K einfach null.

Bezeichnet man mit ©1(u), Oz(u), O3(u), Og(u), die vier Thetafunktio-
nen, welche die Gleichungen I, S. 53 definiren, wenn man statt w, ' einfiihrt,
2 = 4K und 2" = 2K wobei K und K7 die Bedeutung haben, die wir ihnen
S. 169 zu Grunde legten, so wird

wo A eine Konstante ist, die sich fiir v = 0 bestimmt.
Fiihrt man also homogene Koordinaten

r1:r9:ir3=x:9y:1

ein, so kann man

or; = Ay [@1 (u—%—)}Q 61 (u—%—i—u)

org = A9y Oy (u — %) 61 (u — % O1(u+ p) (13)
2
0xr3 = [@1<u—¥)} @1<u—%+u
setzen, wo die ©1-Funktion den Gleichungen
O1(u+ 2) = =61 (v)
2 Q/ v (14>
O1(u+ ) = -0 (v)e~ 2t 2) G

gemdss sich verhilt. Die Konstanten Aq, Ao bestimmen sich leicht.
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5. Setzt man iiberhaupt

or; = A101(u — a1)O1(u — a9)O1 (u — a3)62“%“
09 = A161(u — B1)O1 (1 — 32)O1 (u — fg)e™ BY (15)
org = A101(u — 71)O1(u — 12)O1(u — 73)
und
a] + a9 + a3 =«

B1+ P2+ pP3=7
Mnt7N2t+t =7

so sind unter der Bedingung®)

a=7+u 02— pud
B=~r+102—v (15)

die Quotienten % und % doppeltperiodische Funktionen von w mit den

Perioden (2, 2, wenn ©1(u) den Gleichungen (14) geniigt. (Siehe Satz 16,
S. 72.) Folglich besteht zwischen ﬁ—; und % eine rationale Gleichung, die den
dritten Grad nicht iibersteigt. Denn ist

diese Gleichung, so wird dieselbe durch die doppeltperiodischen Funktionen

u— a2)01(u — a3)

T _ _ A1 O1(u—01)04( 2yt
3 P) Az 61(t—1)601(u—2)01(u—13) !
2 _ ) = Az ©1(u—£1)01(u— 3)01(u — B3) oy ri
T3 Az O1(u—71)O1(u —72)O1(u — 73)

identisch erfiillt.
Ist nun
ary] + bxro +cx3 =0

die Gleichung einer beliebigen Geraden, so wird

V(u) = ap(u) + bP(u) + ¢

*) Fiithrt man statt w...u' + %Ay ein, so wird o = a; — %% Bl =08 — %% V= — %ry
und daher o = a—~v =2 —pu, 3 =5 -~ =102 —v und v = 0 so dass die
Annahme v = 0 keine Beschréinkung ist.
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eine doppeltperiodische Funktion von u der dritten Ordnung sein, die fiir
u = A1, A9, A3 unendlich wird, und die also auch fiir drei Werte u = uy, ug, us
verschwindet, d. h. die Koordinaten

z—; = p(u1), p(uz), p(u3)
gi = &(uy), D(us), P(us)

geniigen sowohl der Gleichung der Kurve

als der Gleichung der Geraden

aﬂ—l—bﬁ—i—c:(),
T3 T3

d. h. jede Gerade schneidet die Kurve nur in drei Punkten.
Setzt man nun

3 2 2 3
r] x x x x x x x
FEa) =) () () ()(E) ()
r3 T3 T3 T2 T3 T3 T3 T3
2 2
o () () () ()
x3 3 T3 T3
x x
+ (1 (—1) + O (—2)
T3 T3
mit neun willkiirlichen Konstanten A, B, C' an, so kann man diese so bestim-

men, dass die doppeltperiodische Funktion 9. Ordnung

eine Konstante wird. Denn x(u) wird fiir u = «; unendlich, so zwar, dass

L; M; N;
3 5+ )
u—"7)°  (u—")"  w—

X(u) = ( + P+ - pos. Pot. (u — ;)

wird, wo L;, M;, N; lineare homogene Funktionen der A, B, C' sind. Setzt man
nun ¢ = 1,2,3 und
L1=0, Ly=0, L3=0
My =0, My =0, M3 =0 (S)
N1 =0, No=0, N3=0
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so erhélt man fiir die neun Konstanten A, B, S neun Gleichungen, in denen
sie linear und homogen vorkommen. Von diesen neun Gleichungen ist eine
der letzten Folge der iibrigen. Denn bestimmt man die acht Verhéltnisse der
neun Konstanten aus den acht ersten Gleichungen, so wird die so bestimmte
doppeltperiodische Funktion x(u) nur mehr fiir v = v3 einfach unendlich
werden konnen. Da aber nach Satz 14, S. 66 eine solche Funktion sich auf
eine von u unabhéngige Konstante reduziren muss, so ist auch N3 = 0 erfiillt.
Wird also x(u) = C gesetzt, so folgt

(22)-+(22) o
I3 I3 T3 I3

als Gleichung der Kurve dritter Ordnung, welche durch die Gleichung (15)
dargestellt wird.

Fiir spezielle Werte von «; f3;, y; kann es sehr einfach gelingen, die ratio-
nale Gleichung aufzustellen. Ist z. B.

' 0
1 =0, 72 =7, V3 =3
202 20— 20+
61:_77 52:_ 3 ) 53:_+7
212 20+ 20—
a1 = T3, Qg = T—’_a a3 = —3
also
Q 242
6= —-2(
vy= 0

und setzt man

or] =01 (u - %) 61 (u - 29”2/) 61 <U - 295”) = ¢1(u)
or9 = O (u + %) 64 <u + 29 i ) 64 <u + 2Q+Ql> = po(u) (16)

org = ©1(1)61 (u - ?) o1 (u+§) = e3(u),

so kann man die Gleichung der Kurve dritter Ordnung in rationaler Form
durch folgende Betrachtungen aufstellen.
Es ist
p3(u) = o1 (u+ 22) = po(u— 2§2)
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und
p1(u+2) = —p1(u) )
pa(u+ 12) = —pa(u)
p3(u+12) = —p3(u)
or(ut+Z) = e (el DB (17a)
pa(u+ ) = —82902(U)6(2u+%/)%
p3(ut L) = —pgw)el DB
wobei i g
e=e3 e’ =1
ist. Ferner ergiebt sich
p1(—u) = —pa(u)
pa(—u) = —¢1(u) (17b)
p3(—u) = —p3(u)
Vermoge der Gleichungen (17a) erkennt man, dass

(1) = o1 ()] + [p2(w)]? + [3(w)]?
p1(u) pa(u) p3(u)
eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden (2 und %Q’ ist. Dieselbe

kann nur unendlich werden, wenn eine der Funktionen ¢;(u) verschwindet.
Es ist aber

s 202 202 (4 202 (04
p1(u) =0 fir v= = FF+%, F-—F%
202 202 (04 202 (04
p2(u) =0 i S M S R
/ /
pa(u) =0 u=0, % -Z

und fiir die um ganzzahlige Vielfache von 2, 2’ verschiedenen Werte von

u. Von diesen Werten fallen aber in das Parallelogramm {2, % nur u = 0,

u = %, u = %, also kann x(u) nur fiir diese Werte unendlich werden. Es ist

aber

©1(0) = —2(0),  ¢3(0) =0,
wie aus den Gleichungen (17b) folgt, also verschwindet fiir « = 0 auch der
Zahler von x(u) und da der Nenner nur einfach null wird, so wird x(0) nicht
unendlich gross sein. Es ist auch

#2(8) =0 21 (%) = s (9)

®1 (%) =0, ¥2 (%) = —p3 (%) ;
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d. h. x(u) wird auch fir u = % und u = 2¥ nicht unendlich und muss daher
eine Konstante C' sein.
Diese ist von Null verschieden, denn setzt man u = %, so wird, wenn man

beachtet, dass
o1 (%)= (%)

ist,
2
A(5) 24 (8) _[=0)] el
c= = + ) a
9] 2 (12 N 9}
a(9)4(3)  le@)] w9
also eine endliche ganz bestimmte Grosse.
Es besteht somit fiir alle u die Identitét
1 (w)]® + [pa(w)]® + [pa(w)]® — cr(u) pa(u) p3(u) = 0
d. h. die Gleichung
3 3 3 _
x] + 5 + 23 — crjaxs =0, (18)

wird durch die Werte von 1 : x9 : z3 aus (16) identisch erfiillt oder (18)
ist die Gleichung der Kurve dritter Ordnung, deren Koordinaten in (16) als
doppeltperiodische eindeutige Funktionen von u dargestellt sind.

Die Argumente der ©1-Funktion sind so gewihlt, dass fiir die reelle Kurve
dritter Ordnung, fiir die {2 reell, £2’ entweder rein imaginir oder von der Form
%Q + 2" ist wo (2’ rein imaginér ist, reellen Werten von u reelle Punkte der
Kurve entsprechen. Mit Riicksicht auf die Formeln IV (S. 56) folgt, dass im

ersten Falle auch Werten von der Form u + %/, wo u reell ist, reelle Punkte
der Kurve zugehoren. In diesen Féllen ist auch c reell.

Die Kurve dritter Ordnung, deren Gleichungen die Form (15) haben, kann
einen Doppelpunkt nicht besitzen. Denn hétte sie einen solchen und wiren

a1x1 + agxro + azxrg =0
biz1 + boxo + b3x3 =0

irgend zwei durch denselben gehende Gerade, also
a1r] + agwe + agwrg — A(bjz1 + boxro + byxz) =0 (A)

die Gleichung des Strahlenbiischels, der durch ihn geht, so wiirde jede Gerade
desselben die Kurve nur in einem Punkte treffen, d. h. fiir jeden Wert von A
ergiebt sich aus der Gleichung der Kurve

f(xlax%x?)) =0
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und der Gleichung (A) nur ein bestimmtes Wertepaar von 7 und 72 und

also aus (15) nur ein bestimmter Wert von u, da dieser den Punkten der
Kurve eindeutig zugeordnet ist.*) Das heisst aber, die eindeutige doppelt-
periodische Funktion

arp(u) + as®P(u) + ag
blcp(u) + bg@(u) + b3

A\ =

nimmt jeden Wert A\ nur fiir einen Wert von u an, wére also eine doppeltperi-
odische Funktion erster Ordnung, die aber nach Satz 14, S. 66 nicht existiren
kann, wenn sie sich nicht auf eine Konstante reduzirt.

6. Es seien

die Gleichungen (15) der Kurve dritter Ordnung
f(x,y) =0,

und
F(x,y) =0

sei die Gleichung einer beliebigen Kurve n'®* Ordnung, in der also wenigstens
ein Glied n'" Dimension vorkommen muss. Die Funktion

F(p(u), ®(u)) = x(u)

wird eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden (2, £2" wie p(u) und
®(u) sein, ihre Ordnung ist 3n, denn sie wird fiir v = 1, ¥9,v3 je von der n'e?
Ordnung unendlich, da ein Glied von der Form zFy"~* in F(x,y) auftreten
muss.

Es wird also x(u) auch fiir 3n Werte von u : uy,us9 ... us, verschwinden,
wenn wir voraussetzen, dass jeder Wert uy, fiir den nicht blos x(u), sondern
auch

dy d2X dh—l X

du’ du?’ " duh—1
verschwindet, als h-facher Nullpunkt gezéhlt wird, da in ihm x(u) h-mal
verschwindet.

*) Da 7+ und 72 doppeltperiodische Funktionen mit den Perioden 4K = {2 und 2K =
{2 sind, so lassen Sich s(u) und s'(u) rational durch ! und 2 ausdriicken und durch die
Werte von s(u) und s'(u) ist das Argument u bis auf ganzzahhge Vielfache von Perioden
bestimmt.
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Fiir jeden Wert wuq, fiir den x(uj) = 0 ist, ergeben sich nun

r1 = p(ur), y1 = (uy)

als Koordinaten eines Punktes von f = 0, die auch der Gleichung

F(z,y) = F(p(u), (u)) =0

geniigen, d. h. die auch auf der Kurve F(x,y) = 0 liegen. Fiir jeden Wert uy,,
fiir den x(u;) h-mal verschwindet, wird F(z,y) = 0 die Kurve f(z,y) =0 in
h aufeinander folgenden Punkten schneiden, der Punkt zihlt also als soviel
Schnittpunkte beider Kurven, als uj, in die Reihe w1, us9 ... us3, eingeht.

Da x(u) fiir u = 1, 72,7v3 nur je von der n'®® Ordnung unendlich wird,
so muss nach Satz 15, S. 68

wy + ug +ug + - - + ug, = ny (mod. 2,2 (A)

sein.
Es ist nun wichtig die Umkehr dieses Satzes zu beweisen, d. h.: Hat man
3n beliebige Argumente uy, ug, ..., us,, welche der Gleichung (A) geniigen,

so liegen die ithnen entsprechenden Punkte der Kurve dritter Ordnung stets
auf einer Kurve n*®* Ordnung. Denn legt man durch die 3n — 1 Punkte,
denen die Argumente uy,us . . . u3,_1 entsprechen, eine Kurve n'®* Ordnung,
was stets moglich ist, [da diese durch %n(n + 3) Punkte bestimmt ist und
%n(n +3) > 3n — 1 ist, sobald n > 2 fiir n = 2 und n = 1 ist, aber
%n(n—l—?)) = 3n—1], so wird dieselbe die Kurve dritter Ordnung noch in einem
einzigen Punkte schneiden, dessen Argument u’ der Gleichung geniigen muss

up 4+ ug + -+ ugp_1 +u =ny+ k2 + k' (k, k' ganze Zahlen)

und da zwischen wj ... us,_1,us, die Kongruenz (A) besteht, so folgt aus
derselben und der eben hingeschriebenen Gleichung

' =us, = A2+ N,

wo A, \ irgend welche ganze Zahlen sind. Da aber p(u) und &(u) die Perioden
2 und 2’ besitzen, so ist der Punkt, dessen Argument v’ ist, derselbe wie
der, dem das Argument ug,, zukémmt.

Sollen also drei Punkte auf einer Geraden liegen, so ist die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dass die ihnen zukommenden Argumente
der Bedingung geniigen

uy + ug +ug = (mod. 2, 2).
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Soll also eine Gerade die Kurve dritter Ordnung in drei zusammenfallenden
Punkten schneiden, so wird das Argument dieses Punktes gegeben sein durch
die Gleichung

3u=vy+vR+2,

wo v,/ irgend welche ganze Zahlen sind.
Also folgt
1 N v+
u== .
37 3

Da man u um ganze Vielfache von Perioden vermehren oder vermindern
kann, ohne einen anderen Punkt der Kurve dritter Ordnung zu erhalten, so
hat man v und v/ nur die Werte 0, 1, 2 beizulegen und erhilt im Ganzen
neun Werte von u, denen also neun Wendepunkte der Kurve dritter Ordnung
entsprechen.

Ist die Gleichung der Kurve in der Formel (16) angenommen, dann ist
v = 0, also die Argumente der Wendepunkte sind in der Form

NQ+HIQ/
YT

enthalten, d. h. v = 0 ist ein Wendepunkt.
Die neun Wendepunkte liegen dann auf den drei Seiten des Fundamen-
taldreieckes und zwar auf

r1 =0 die Wendepunkte mit den Argumenten m, 2(2;9/, 294520/

3
) P 0+ 02+28
r2 =0 3 J§ , +3
) ol 28
r3 =0 0, 3, =5

Fiir diese Darstellungsform wird die Bedingung (A) die Form haben
uy +ug + -+ ugp = 0 (mod. 2, 2). (A)

Man kann nun leicht einsehen, dass jede Gerade, welche durch zwei Wen-
depunkte geht, noch einen dritten enthélt, dass es also % . 82—9 = 12 solcher
Geraden giebt und dass zu jeder Geraden, die drei Wendepunkte tragt, sich
noch 2 andere zuordnen, die die 6 {ibrigen Wendepunkte tragen, so dass wir
4 Dreiecke haben, deren Seiten je alle 9 Wendepunkte tragen. Das Funda-
mentaldreieck, auf das die Kurve durch die Gleichung (18) bezogen ist, ist
ein solches Wendepunktsdreieck.
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7. Nimmt man die Darstellung (13) oder (12), von der wir wissen, in welcher
Beziehung sie zur reellen Kurve dritter Ordnung steht, so ist

V=TK —p=—(p+K),

also die Argumente der Wendepunkte sind

p+ K N vAK + V2K,

3 3
oder
M+K+2K1 M+K+2K1+4K u+K+2Kl+% (S)
M+K+4K1 M+K+4K1+T7_#+4_I§+T

und fiir drei Punkte, die auf einer Geraden liegen, muss
uptus+uz3=T7TK —p=—(pn+ K)

sein.
Ist also

[. Die Kurve zweitheilig und p reell, dann sind die Wendepunkte
mit den Argumenten

p+K

u+K p+K | 8K
3 +4

reell, alle iibrigen sind imaginér und zwar zu Folge der Bemerkung
auf S. 236 sind die Wendepunkte mit den Argumenten

! !/

!/
konjugirt imaginir zu den Wendepunkten
K oK ptK 4K 2K
I S e Bt Sl i
_ptK 8K _ 2K
3ty ity
und liegen daher mit je dem dariiberstehenden auf einer reellen

Geraden, die durch einen der reellen Wendepunkte geht. Diese
drei Geraden bilden das einzige reelle Wendepunktsdreieck.
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I1.

I. Kurven dritter Ordnung

Ist aber 1 — iK' reell, dann werden die Wendepunkte, deren Ar-
gumente in der dritten Zeile von (S) stehen, reell, denn diese kann
man schreiben:

.1 )
s 77!

Die Wendepunkte, deren Argumente in der ersten und zweiten
Zeile von (S) stehen, werden wieder konjugirt imaginér, da man
die der ersten Zeile schreiben kann

ut+K—iK' K ut+K—iK' K, 4K
T3 —3, 3 i3 T3

_ ptK—iK' K 8K
3 3 T3
und die der zweiten Zeile die Form haben
+K—-iK' | K’ +K—iK' | . K' | 4K
—Ee iy, ey iy
_ ptK—iK' K, 8K
3 3 T3

Diese liegen wieder mit dem dritten reellen, dessen Argument in
derselben Kolonne in S steht, auf einer reellen Geraden. Diese
drei Geraden bilden das einzige reelle Wendepunktsdreieck.

Die drei reellen Wendepunkte liegen auf einer Geraden, deren
zugehoriges Wendepunktsdreieck imaginér ist, indem nur noch
die gegeniiberliegende Ecke reell ist, da man leicht erkennt, dass
die imaginéren Seiten desselben konjugirt sind, denn zu jedem
Wendepunkte der einen imaginédren Geraden liegt der konjugirte
auf der anderen.

Ist die Kurve eintheilig, 4K reell, 2K7 = 2K + iK' und K’ auch
reell, dann ist p reell und die Wendepunkte, deren Argumente

_ K _M+K+4K _M+K+8K
3 3 T3 3 T3

sind, sind die einzigen reellen. Die anderen sind konjugirt imaginér

und zwar sind die mit den Argumenten:

! !/ !/

konjugirt denen, deren Argumente in der letzten Zeile stehen, die
die Form annehmen (wenn man 2K subtrahirt)

_wtK Ak 2K K 4K 2K pt K 2K
3 3 3 3 3 3 3 3
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Je zwei, deren Argumente hier untereinander stehen, liegen also
mit einem der reellen Wendepunkte auf einer reellen Geraden und
diese drei Geraden bilden das einzige reelle Wendepunktsdreieck.

Die Gerade, welche die drei reellen Wendepunkte tragt, gehort
zu einem imagindren Wendepunktsdreieck, von dem noch die ge-
geniiberliegende Ecke reell ist.

Es sind also von den neun Wendepunkten einer reellen Kurve dritter Ord-
nung stets drei und nur drei reell und von den vier Wendepunktsdreiecken ist
eines stets ganz reell, dessen Seiten jede durch einen der reellen Wendepunkte
gehen.

8. Setzt man zwischen den Argumenten v und v die Beziehung fest
u==xv+c

wo c eine beliebige Grosse ist, so wird jedem Punkte der Kurve dritter Ord-
nung ein anderer in ganz bestimmter und eindeutiger Weise zugeordnet. Die
Beziehung ist auch eindeutig umkehrbar. Soll umgekehrt zwischen den Punk-
ten einer Kurve dritter Ordnung eine ein-eindeutige Beziehung bestehen, so
muss zwischen den Parametern derselben die Relation v = 4v + ¢ statt-
haben. Denn wéire u = av + ¢, so wiirden dem Punkte, dessen Argument
v+ ps2 + p' 2 ist, alle Punkte, deren Argumente u = av + a(puf2 + (/') + ¢
entsprechen; sollen alle nur ein bestimmter Punkt sein, so muss « eine ganze
Zahl sein. Dann folgt aber, dass dem Punkte, dessen Argument u ist, al-
le Punkte, deren Argumente %(u + v + V) — ¢) = v sind, entsprechen,

d. h. die Punkte mit den Argumente né(u —c)+ M+Tm und diese sind o
verschiedene Punkte, wenn v,/ alle ganzen Zahlen durchlaufen. Sollen also
auch diese nur einen Punkt geben, so muss o2 =1, d. h. o = +1 sein.

Diese eindeutige Transformation der Curve dritter Ordnung in sich ist
keine lineare bei beliebigem c¢. Denn sind vq, v, vg die Argumente dreier be-
liebiger Punkte der Kurve dritter Ordnung, welche auf einer Geraden liegen,
fiir die also

vt v2+ v =7

ist, so wird fiir die entsprechenden Punkte w1, uo, ug die Kongruenz bestehen
uy +uo + uz = £v + 3c,

d. h. die Punkte liegen bei beliebigem ¢ nicht auf einer Geraden. Setzt man

aber fiir die Transformation

B MQ+/L/Q/

Sy = 7 ’
u=v-+c, ¢ 3
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fiir .
2 [0 N
T...u:_v_i_c’ C:_’Y_Fw,
3 3
dann wird fiir beide

up +ug Fugz =7

folgen aus
vl v +v3 =7y

d. h. drei Punkten, die in einer Geraden liegen, werden drei Punkte entspre-
chen, die wieder in einer Geraden liegen, die Transformation ist also dann
in der Ebene der Kurve eine lineare (eine Kollineation), welche die Kurve
ungedndert liasst. Da g,/ in beiden Formeln nur Werte 0, 1, 2 anzuneh-
men brauchen, um alle Werte ¢, die zuléssig sind, zu erschépfen, so haben
wir 18 Kollineationen der Ebene, welche die Kurve dritter Ordnung in sich
iiberfithren (die Identitéat S --- ¢ = 0 mit gezéhlt). Andere giebt es nicht, wie
man leicht ersieht.
Da die Argumente der Wendepunkte wy,,, durch die Kongruenz

1 v+
Wy, = §7+ — (v,v) =0,1,2)

gegeben sind, so wird die Transformation

pus2 + p' s

U=7v-+ 3

den Wendepunkt v = w,, s in den Wendepunkt

1%

1 A2+ N
wy N =7+ 3

3 AN=p+uv, N =p +1)

transformiren und die Transformation

27+M!2+/L'_Q’
3 3

u=—-v-+

den Wendepunkt v = wy, 1 In den Wendepunkt

v

1 02 + o'

w ==Y 3

(o=p—v, d=p—")
0.0 =3 ’

iiberfithren, d. h. diese Transformationen verwandeln das System der neun
Wendepunkte in sich selbst, wie es ja von vorn herein klar ist, dass durch
Kollineation ein Wendepunkt nur in einen Wendepunkt iibergefiihrt werden
kann.
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Da aus
T---u=—-v+c

die Relation
utv+(y—c) =7

folgt, so liegen die entsprechenden Punkte der Kurve dritter Ordnung mit
dem Punkte, dessen Argument y — c ist, auf einer Geraden, und die Transfor-
mation 7" ist die, welche durch ein Strahlenbiischel, dessen Scheitel auf der
Kurve liegt, bewirkt wird.

Wendet man zwei Transformationen 7" hintereinander an:

Ti--u=—v+c
To---v=—w+cy

so wird das Resultat einer Transformation S
u=w+ (c; —c2)

Fithrt man also eine gerade Anzahl von Transformationen T hinterein-
ander auf einen Punkt aus, so gelangt man stets zu einer Transformation
S.

Eine Transformation S mit einer 7" kombinirt giebt eine Transformation
T'; denn ist fiir

T1--u=—-v+c

und fiir
S1---v=w+cy,

so wird das Resultat der beiden Transformationen
u=—w+ (c1 —ca)

eine Transformation T sein. Daher giebt eine ungerade Anzahl von Trans-
formationen 7" hintereinander ausgefiihrt wieder eine Transformation 7'. Die
Transformation S wiederholt angewendet giebt nur Transformationen von
derselben Art S.

Fiir jede Transformation 7' giebt es vier Punkte der Kurve dritter Ord-
nung, welche mit ihren entsprechenden zusammenfallen, denn soll u = v sein,
so wird

sein miissen und also
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d. h. v hat die vier Werte

/
b et %, jet 5 get+
zufolge der Kongruenz
2u+(y—c) =7y

ersiecht man aber, dass diese vier Punkte Tangenten besitzen, welche durch
den Punkt, dessen Argument (v — ¢) ist, hindurch gehen und da von einem
beliebigen Punkte der Kurve an dieselbe nur vier Tangenten gehen™) | so sind
die vier zusammenfallenden Punkte der Transformation 7" diejenigen, in wel-
chen die Geraden des Biischels, welcher die Transformation 7' hervorbringt,
die Kurve beriihren.

In S konnen zwei entsprechende Elemente nicht zusammenfallen, da aus
u = v auch ¢ = 0 folgen wiirde, also S die Identitédt wére. Die Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte hiillen im Allgemeinen eine Kurve 6. Klasse
ein, die 3. Klasse wird, wenn ¢ eine halbe Periode ist. [Vergl. Harnack, Math.
Ann. Bd. IX, S. 96.]

Man erkennt nun leicht, dass die neun Kollineationen

2 ps2 + '
u=-v-+ 37 + 3

involutorische Centralkollineationen mit einem Wendepunkte als Kollineati-
onscentrum sind, deren Kollineationsaxe die harmonische Polare des Wen-
depunktes ist, d. h. die Gerade, welche die Beriihrungspunkte der drei vom
Wendepunkte noch an die Kurve gehenden Tangenten enthilt. Diese Gerade
muss daher jeden Strahl durch den zugehorigen Wendepunkt so schneiden,
dass der Schnittpunkt den Wendepunkt harmonisch trennt von den zwei an-
dern Schnittpunkten des Strahles mit der Kurve.

Kombinirt man irgend zwei dieser centralen Kollineationen, so erhélt man
eine Kollineation S, fiir die

MQ‘f‘M,Q/
3

*) Denn soll die Tangente eines Punktes u durch den Punkt v gehen, so muss 2u+v =+
sein, d. h. v kann nur die vier Werte

7%(7}77)7 7%(077)4’%; *%(077)+%’ 7%(1)*7)4’%

haben. Vergl. des weitern: Harnack, Mathematische Annalen, Bd. IX, S. 1. Ist der Punkt
v ein Wendepunkt, also

1 v+ Q'
v=37F Ty

so iiberzeugt man sich leicht, dass einer der vier Punkte mit ihm zusammenféllt, und dass
die drei tibrigen dann auf einer Geraden liegen.
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ist, also im Ganzen die acht Kollineationen der zweiten Art, wenn man die
Identitat weglésst.

9. Die Gleichung (1) S. 230 der Kurve dritter Ordnung ohne Doppelpunkt
enthélt neun willkiirliche Konstanten. In den Gleichungen (15) S. 239 muss
die gleiche Anzahl auftreten, hier erscheinen sie aber in ausserwesentliche
(dem Koordinatensystem anhaftende) und wesentliche getrennt.

In erster Reihe treten die zwei Konstanten A : A : A3 und sieben
willkiirliche Grossen «;, (3;, v;, auf, da zwischen den letzteren die zwei Glei-
chungen (15a) stattfinden. Fithrt man aber in (15) u + ¢ statt u ein, so kann
man einer von den eben erwidhnten neun Konstanten einen beliebigen Wert
beilegen, ohne die Form der rationalen Gleichung der Kurve zu alteriren.
Wir haben also acht willkiirliche Konstanten, welche auf die Gestalt der ra-
tionalen Gleichung der Kurve Einfluss haben, und mit Hilfe deren wir acht
Konstanten der letzteren willkiirliche Werte (innerhalb gewisser Grenzen)
beilegen kénnen. Diese acht Grossen haften dem jeweilig gewéhlten Koordi-
natensystem an, und dndern sich mit der Wahl dieses. Die «;, 3;, 7;, sind
geradezu die Werte des Parameters u+-c fiir die Schnittpunkte der Kurve mit
dem Fundamentaldreiecke und die A; bestimmen den Einheitspunkt des Ko-
ordinatensystems. Geht man nun von einem Fundamentaldreiecke zu einem
anderen iiber, so hat man durch die lineare Transformation der Koordinaten
acht Konstanten zur Verfiigung, die also im Allgemeinen hinreichen, um den
obigen acht Konstanten A;, «;, (;, v; vorgegebene Werte zu ertheilen.

Als neunte wesentliche Konstante fiir die Kurve tritt die Grosse 2 auf,
von welcher die @1-Funktion allein abhéingt, und die durch die linearen Trans-
formationen der x1, x9, r3 ungedndert bleibt.

Man kann daher den A;, «;, 5;, 7; die Werte geben, die sie in den Glei-
chungen (16) haben, und weiss dann, dass die Gleichungen (15) in diese
durch lineare Transformation der Koordinaten iibergehen. Das Fundamen-
taldreieck fiir die Gleichungen (16) ist ein Wendepunktsdreieck und da es
deren vier giebt, so kann man die Gleichungen einer Kurve 3. Ordnung ohne
Doppelpunkt auf vier verschiedene Arten auf die Form (16) bringen. Wie
man sich leicht iiberzeugt, wird die Form der rationalen Gleichung stets (18)
sein. Da es aber nur ein vollstindig reelles Wendepunktsdreieck giebt (das
in (16) zu Grunde gelegt wurde), so kann man nur auf eine ganz bestimmte
Art die Gleichung einer reellen Kurve 3. Ordnung ohne Doppelpunkt durch
eine reelle Koordinatentransformation auf die Form (18) bringen, in welcher
dann ¢ sowohl als das Koordinatendreieck x1 = 0, x9o = 0,23 = 0 reell ist.

Die einzige auftretende Konstante ¢ kann durch lineare Transformation
nicht beliebige Werte fiir eine gegebene Kurve annehmen, sie ist die einzige



254 I. Kurven dritter Ordnung

wesentliche Konstante der Kurve, ihr Zusammenhang mit %, der friither als
solche erkannten, ist durch (18a) gegeben.

Die Gleichung (18) hat die Eigenschaft, dass sie bei allen Kollineationen,
welche die Kurve 3. Ordnung in sich verwandeln, ungeédndert bleibt.




II. Kurven n'** Ordnung mit %n(n — 3) Doppelpunkten.

10. Hat eine Kurve n'® Ordnung

F(x1,29,23) =0 (1)

%n(n— 3) = d Doppelpunkte, so kann man durch diese und n—3 feste Punkte

derselben Kurven (n — 2)*" Ordnung legen, von denen noch

s(n—1)(n+2)—n(n—3)— (n—3) =2

Punkte beliebig sind, und von denen jede auch durch Annahme von zwei
Punkten im Allgemeinen bestimmt ist. Sind daher

¢1(z1,29,23) =0
p2(x1,29,23) =0
@3(r1,29,23) =0

die Gleichungen von drei beliebigen Kurven (n—2)'*" Ordnung, welche durch
die d Doppelpunkte und die (n — 3) festen Punkte gehen, und die keinem
Biischel von Kurven (n — 2)%*" Ordnung angehéren, d. h. zwischen denen bei
konstanten A1, A9, A3 die Identitét

M1(z1, 22, 23) + Aowa(xy, T2, x3) + A3p3(x1, 22, 23) =0

nicht bestehen kann, so ist es moglich, die Gleichung einer jeden Kurve (n —
2)t°r Ordnung, welche durch die d Doppelpunkte und die (n—3) festen Punkte
geht,

p(r1,79,73) =0

in der Form

o1, 12, 23) = M w1(21, 22, 13) + Aapa(1, 22, 23) + A3p3(21, 22, 23) = 0
(2)
darzustellen, und umgekehrt wird jede Kurve der (n —2)*™ Ordnung, deren
Gleichung von der Form (2) ist, durch die d Doppelpunkte und (n — 3) festen
Punkte gehen.
Setzt man nun

ten

pér = pi1(z1, v, 73)
pé = pa(x1, v, 73) (3)
pnés = p3(w1, w2, 13)

und lésst zwischen den Koordinaten x die Gleichung

F(z1,29,23) =0 (1)
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bestehen, so wird jedem Punkte, dessen Koordinaten x1, x9, x3 die Gleichung
(1) befriedigen, ein bestimmter Punkt, dessen Koordinaten &1, &2, &3 sind,
entsprechen. Durchlauft also der Punkt x die Kurve F' = 0, so wird der
Punkt £ eine gewisse Kurve

f(€1,62,63) =0 (4)

durchlaufen. Eliminirt man x1, x9, z3, u aus den Gleichungen (3) und (1), so
erhélt man eine Gleichung

G(£17 527 53) =0,

die den rationalen Faktor f(&1,&s,&3) enthilt, der gleich Null gesetzt, eben
die Gleichung der Kurve giebt. Diese Kurve ist von dritter Ordnung.
Denn ist

A1+ A28 + X383 =0

die Gleichung einer beliebigen Geraden der Ebene, in welcher die Kurve f = 0
liegt, so entspricht dieser in der Ebene der Kurve F' = 0 eine Kurve (n —2)t*
Ordnung vermége (3), deren Gleichung

Me1(z1, 22, 23) + Xowa(xy, x2, x3) + A3 (21, 29, 23) =0

ist, und diese schneidet ausser in den Doppelpunkten und den festen Punkten
die Kurve F' = 0 nur in

nn—2)—2d—(n—3)=3

Punkten, die mit A1, Ao, A3 variiren, die sich also von Kurve zu Kurve &ndern.
Diesen drei Punkten von F' = 0 entsprechen aber drei Punkte von f = 0, die
auf der beliebig angenommenen Geraden liegen.

Die Gleichungen (3) transformiren also in rationaler eindeutiger Weise
die Kurve n'" Ordnung F' = 0 in die Kurve 3. Ordnung f = 0, so dass jedem
Punkte von F' = 0 ein bestimmter Punkt von f = 0 entspricht.”) Lésst

*) Es konnte ein Zweifel fiir die festen Punkte und die Doppelpunkte entstehen, da fiir
diese alle ¢ verschwinden, aber auch diesen entsprechen bestimmte Werte des Verhéltnisses
& 1 & - &3, Denn setzt man

ST T S B
oy==2

5_77 =, T= ’
> 3 Y3

so werden die Formeln (2) auch in der Form

6 _ @1(30’% 1) n= %02(957?% 1)
@2(5[:7:%1)7 903(1'7y71)
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man den Punkt z die Kurve F' = 0 durchlaufen, so wird ¢ die Kurve f =0
durchlaufen, und wenn man auf dem einen oder anderen Zuge, der F' = 0, in
einen Doppelpunkt gelangt, wird man zu verschiedenen Punkten der Kurve
f =0 kommen.

Da nun durch einen Punkt £ der f = 0 ein Biischel von Geraden bestimmt
ist, dem in der Ebene von F = 0 ein Biischel von Kurven (n —2)'*" Ordnung
entspricht, die sich nur in einem auf F' = 0 gelegenen Punkte schneiden,
wéhrend die anderen Schnittpunkte ausserhalb F' = 0 fallen, so werden auch
die Punkte von F' = 0 den Punkten von f = 0 eindeutig entsprechen oder
die Gleichungen (3) sind mit Riicksicht auf die Gleichung (1) rational nach

geschrieben werden kénnen. Es sei nun fiir einen der festen Punkte x = x1, y = y; fiir die
also

901@1791, 1) = 07 902(351#171) = 07 @3(331’3/171) =0

ist, dann ist aber

d A1 d
-[oeny] fe +od
e3(z,y,1) (1=o1) % + 63723% (2=1)
Yy=vy1
d Ay d
- [peen) o+
e3(z,y,1) (Ziﬁ) % + 86%3% (2=1)
Y=vy1
wo OF (%,y,1)
@ _ ox
dx B aF(g,y,l)
Yy

ist, vollstédndig bestimmt, wenn (z1, 1) kein Doppelpunkt ist. Ist aber letzteres der Fall,
dann wird j—z die Form 2 annehmen und man hat dann fiir g—g die beiden Werte zu setzen,
die sich ergeben, wenn man sich dem Doppelpunkte auf dem einen oder andern Zuge, d. h.
in der Richtung der Doppelpunktstangenten nihert, wodurch fiir die beiden Richtungen
sich zwei verschiedene Werte von &, 7, also zwei verschiedene Punkte der Kurve f = 0
ergeben.
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den x auflosbar, d. h. es folgt aus denselben™)

vry =91(61,62,€3)
vro :¢2 (517 527 53)
vy =13(£1,£2,€3)

*) Der Beweis lisst sich etwa so fithren: Sei F'(z,y,1) = 0 die Gleichung der Kurve, in
der wir x und y bis zur n*" Potenz aufsteigend annehmen und es sei

()

_ gol(x,y,l) _ 902(1'7:%1)
ea(z,y, 1) " es(@,y 1)
Wir nehmen nun einen Wert x; derartig beschaffen, dass die Gerade x = x; die Kurve
F = 0in n von einander verschiedenen Punkten schneidet, fiir die y die Werte y1, 2, - . ., Yn

besitzt, die alle von einander verschieden sind und Wurzeln der Gleichung F(z1,y,1) =0
sind. Bilden wir nun

[o1(@1,y1,1) = Epa (@, yn, 1))
X [4,01($1,y27 1) - 6903(1'173427 ]-)] e X
X [Wl(xlaym 1) - SSOS(xlaynu ]-)] = Gl(th)

[2(x1,91,1) — ngs(x1,y1,1)] %
X [@2(x17y27 1) - 77903($1,y27 1)] e X
X [@2(1‘1’ Yn,s 1) - 77@3('731’ Yn, 1)] - GQ(xly n)a
so sind G1 und G5 rationale Funktionen von x1, und £ resp. n, da sie beide symmetrische
Funktionen von y, yo, . .., yn sind, welche durch die Koeffizienten von y in der Gleichung
F(z1,y,1) = 0 ersetzt werden kénnen.
Giebt man nun dem £ und 7 solche Werte, dass z. B.
(pl(xla Yk 1) - 5@3(@"173%’ 1) =0
(,02(13]_, Yk, 1) - 77803(:1"17?}/6’ 1) =0

ist, d. h. dass je eine Kurve der Biischel

e1(z,y,1) — Eps(2,y,1) =0
p2(x,y,1) — neps(z,y,1) =0
durch den Punkt mit den Koordinaten (z1,yx) geht, so wird jede dieser Kurven F' = 0

noch in zwei anderen Punkten schneiden, die aber nicht auf der Geraden = = x7 liegen
werden, d. h. die Gleichungen

Gi(x1,§) =0
GQ(Z’l,T]) =0

haben fiir die betrachteten Werte £ und n nur die eine Wurzel z; gemeinschaftlich, die
auch der Gleichung F(z1,y,1) = 0 geniigt. Daher kann man

Ty = R(ga 77)

setzen, wo R eine rationale Funktion von £, und den Koeffizienten von G1, G5 also auch
den Koeflizienten von 1, @2, w3 und F ist. Ebenso folgt aber

1= Ri(&,n)



259

Die Kurve f(&1,£2,&3) = 0 kann keinen Doppelpunkt besitzen, ohne dass
F(z1,2z9,23) = 0 auch noch einen Doppelpunkt hitte. Denn wiirde f = 0
einen Doppelpunkt haben, dann koénnte man die Koordinaten der Funkte
derselben rational durch einen Parameter ausdriicken, d. h. man koénnte

pér = r1(t)

péa = ra(t)

pés = r3(t)
setzen, dann wiirde aus (5)

vry = Ry(t)

vrg = Ra(t)

vry = R3(t)

folgen, d. h. die Koordinaten der Kurve n'* Ordnung wiirden auch als ra-
tionale Funktionen eines Parameters ausdriickbar sein und F = 0 miisste
%n(n — 3) + 1 Doppelpunkte besitzen. [Vgl. Anmerkung S. 229.]

11. Hat nun f = 0 keinen Doppelpunkt, dann kann man die Koordina-
ten der Punkte als eindeutige doppeltperiodische Funktion dritter Ordnung
darstellen und man kann
081 =01(u—a1)01(u — az)O1(u — 043)62”@7T_i = ¢1(u)
08y = O1(u — B1)O1(u— )01 (u — B3)e* 2™ = ¢y (u)
0&3 = 01(u —71)O1(u —72)O1(u — 73) = ¢3(u)
setzen, wobei
2y =0
Yoy =v02 v
SBy =02 — ps

und da diese Gleichungen fiir alle Werte (z1,y1) gelten, fiir die F(z,y,1) = 0 befriedigt
wird, bis auf die speziellen, fiir welche mehrere Wurzeln y (oder z) von F(z,y,1) = 0
einander gleich werden, dieses aber nur eine endliche Anzahl von Werten ausschliesst, so
gilt allgemein

r=R(&n), y=Ri(£,n)

und wenn man die beiden rationalen Funktionen auf gleiche Nenner bringt, so kann man

o=l va(En D)
Ys3(&m, 1) ¥s3(€,m, 1)

setzen, was die Gleichung (2) giebt.
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(vgl. Anmerkung S. 239) angenommen werden kann, so dass

©1(u) ©2(u) p3(u)
E1(w)]* e () [O1(u)]?

doppeltperiodische Funktionen dritter Ordnung sind, die nur fiir v = 0 un-
endlich von der dritten Ordnung werden. Dann liefern die Gleichungen (5)

vy =1 (S S ) = )
vaz =1 ( G o ) ~ %2
vrg =11 6 ((5))]37[ ((;?]37[ ((5))]3 :L’?3(“)7

wo ¥;(u) eindeutige doppeltperiodische Funktionen sind, die nur fiir u = 0
unendlich werden. Thre Ordnung kann, wenn man gemeinschaftlich in allen
drei auftretende Faktoren in v eingehen lésst, n nicht iibersteigen.

Denn es ist fiir alle Werte von u

F(Wl(u),WQ(U),Wg(U)) =0,

also sind fiir jedes u die Werte va; = ¥;(u) Koordinaten eines bestimmten
Punktes von F' = 0, und umgekehrt entspricht jedem Punkte von F' = 0 ein
ganz bestimmter Wert von u, denn zufolge (3) entspricht diesem Punkte ein
bestimmter Punkt von f = 0 und diesem, wie wir wissen, ein bestimmter
Wert von u. (Vgl. S. 244. Note 1.)

Wiirde nun ¥ (u) eine doppeltperiodische Funktion n/*®" Ordnung sein,
so miisste sie auch fiir n” Werte uy, us ... u,, verschwinden, d. h. die Gerade
z1 = 0 wiirde die Kurve F' = 0 in n’ Punkten schneiden und da F von n'e’
Ordnung ist, so muss n’ < n sein.

Nun kénnen aber nicht alle drei Funktionen ¥;(u) von niedrigerer als der
n*" Ordnung sein, denn dann wiirde jede Gerade, deren Gleichung

a1r1 + agxg +azrg =0

ist, die Kurve in weniger als n Punkten treffen, also konnte die Kurve nicht
von n'" Ordnung sein.
Man kann daher

or1 = 4101 (u— a1)01(u — ag) ... O (u — an)e? 2™ = &y (u)
0x2 = As01(u —b1)O1(u —ba) ... O1(u—by)eH @™ = dy(u)  (6)
ow3 = A301(u — ¢1)O1(u — c2) ... Oy (u — cp)e 2™ = Py(u)
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setzen, wenn man den bei allen drei Funktionen ¥ (u) auftretenden Nenner
[©1(u)]™ in ¢ aufgehen lésst. Hiebei ist

n
Z a; =02 — v,
i=1
n
Z b, =p' 2 — pe?, (6a)
1=1

i c; =N -\
i=1
Es sind dann
D1(u)  Po(u)  D3(u)
[©1(w)]*" [O1(u)]* [O1(uw)]™

die doppeltperiodischen Funktionen n'" Ordnung, von denen wir eben spra-
chen.

Einem Doppelpunkte von F' = 0 entsprechen, wie wir sahen, zwei Punkte
von f = 0, also auch zwei verschiedene Werte von u; wir wollen diese Werte
mit

(6b)

a8, asfBa ... .agfy

bezeichnen. Da nun fiir einen Doppelpunkt die Koordinatenverhéltnisse die-
selben sein miissen, so miissen die Relationen statthaben

P1(a;) = oP1(5;)
Bo(r;) = oBo(;) i=1,2,3...3n(n —3).
P3(;) = oP3(5;)

Durch die %n(n—f—i) Doppelpunkte ist nun gerade eine Kurve der (n—3)tn
Ordnung bestimmt, deren Gleichung

C(z1,29,23) =0

sei. Diese schneidet die F' = 0 ausser in den Doppelpunkten nicht mehr,
daher wird die doppeltperiodische Funktion n(n — 3)*" Ordnung

Di(u)  Do(u)  P3(u) )
[O1(w)]" [O1(u)]" [O1(u)]™ )’

C’l(u)—C(

die nur fiir u = 0 von der n(n—3)%*" Ordnung unendlich wird, fiir die n(n—3)
Werte
u:ai,ﬂi, 1= 1,2,...%71(71—3),
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verschwinden, oder es ist

Ci(u) =
4 O1u = a1)B1(u — 51)O1(u — a2)01(u — Fa) - - Ox(u — 24)Ow(u — Ba) etyri
[©1 ()" =3)

(7)

die doppeltperiodische Funktion n(n — 3)'*" Ordnung, und daher muss

d d
S0 3 =0 e, d= fnln3) ®

1=1 1=1

sein (¢, ganze Zahlen).

12. Es sei

f(z1,22,23) =0
die Gleichung einer beliebigen Kurve m'" Ordnung, welche durch «/ Dop-
pelpunkte der Kurve F' = 0 geht, denen die Argumente

a1, agfa, ... o

angehoren, wihrend sie durch die 7 = %n(n — 3) — 7/ Doppelpunkte mit den

Argumenten
O‘W’—l—lﬁﬂ’—i—lv O‘W’+2ﬁ7r’+2a gy
nicht hindurchgeht. Dann ist

Di(u)  Py(u)  Py(w) \ _
I ([91(U)]”’ (61 (u)]" [@1(u)]n> = fi(u)

eine doppeltperiodische Funktion der mn'®® Ordnung, die nur fiir v = 0
unendlich wird, und fiir mn Werte u verschwinden muss. Da aber die Werte

u = Qi?ﬁi

i = 1,2...7" Punkten von F = 0 angehoren, die auch auf f = 0 liegen, so
wird f1(u) fiir diese 2" Werte verschwinden, also nur noch fiir

/
k=mn—2m
andere Werte von v null sein, die mit

U, ug ... UL
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bezeichnet sein sollen.

Dann wird
fi(u) =
1 01(u—u1)O1(u—ug)... O1(u—up) [[] O1(u—i)O1(u—0i) opsini
[O1 (u)]™™
sein und
k !
D ui+ ) (ai+B) =p' 02— p
i=1 i=1
Da fiir

u=capypundu= Gy, (h=12...7)
die Koordinaten x1 : x9 : x3 dieselben Werte annehmen, so muss auch
fl(Oé,/T/+h) = fl(ﬁwl+h)7 h = 1, 2.. LT,

sein. Nun ist

J1 (aﬂ'/—Fh) =

/
L1 O1(@ran — i) TT) O1(@nrin = 00001 (O = i) 2, st
ChCSI

fl( 7r/+h) -

AH;C:l O1 (B — wi) Hzil O1(Brryn — )01 (Brr o — Bi) eQ,ﬁ”};h i
[O1(Brr4n)]™

und daher muss

T121 01 (o, — i)
151 618y, — w)
_ |:@1 (aﬂ’Jrh)
61 (ﬁﬂ'/—l-h)

[T O1(amrip, — i) O (i, — ;)
h=12...7
und

up +ug +ug---+up =

™
D (prgn + Bon) + (W = )2 = (=)
h=1

/
M I ©1Brr s = 0i)O1(Briah = Bi) | oy laleh Salh oy
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sein. Aus
k n’
D ui+ Y (i + ) = @' 02— ps
1=1 1
und (8)
77/ s
Z(ai + 6i) + Z(Oéﬂl_m + Bprap) =2 —cf
=1 h=1

folgt némlich

™

k
Zui = Z(aw’+h + ﬁﬂ'/-i-h) + (:u/ - C/)“Q —(n— C)“Q/'
i=1 h=1

Es sind also zwischen den k = mn—27" Argumenten u; der Schnittpunkte
der Kurve m'" Ordnung mit der Kurve n'®* Ordnung 7 + 1 Relationen (A)
vorhanden, die hochstens 7+ 1 der Argumente bestimmen, wenn die iibrigen

k—m—1l=mn—2r"—m—1
gegeben sind. Ist nun m > n — 3, so gehen durch
mn—21 —m—1

beliebig zu wihlenden Punkte auf F' = 0 und 7’ Doppelpunkte noch Kurven
m'" Ordnung, von denen

V:%m(m+3)—[mn—7r'—7r—1]:%(m—n+1)(m—n+2)

Punkte beliebig in der Ebene angenommen werden konnen, und welche die
F =0 noch in

mn —[mn —2r" —m—1]—2r' =7 +1

Punkten schneiden. Zwischen den Argumenten dieser Punkte miissen aber die
m+1 Gleichungen (A) bestehen, in denen die k—7—1 iibrigen Argumente der
Schnittpunkte fiir alle Kurven m'" Ordnung fest sind, und welche daher die
7+ 1 Argumente auch im Allgemeinen bestimmen, d. h.: Legt man durch =’
Doppelpunkte und mn —2n’ —m —1 feste Punkte der Kurve n'" Ordnung mit
%n(n —3) Doppelpunkten [r+n' = %n(n —3)] beliebige Kurven m > n — 3"
Ordnung, so schneiden alle die Kurve n'®" Ordnung noch in © + 1 festen
Punkten.

Gehen die Kurven m% " Ordnung durch alle Doppelpunkte, ist also 7 = 0,
in welchem Falle sie dann >adjungirte< Kurven heissen, so schneiden alle
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adjungirten Kurven m'® Ordnung, welche durch mn — n(n — 3) — 1 feste
Punkte und die d Doppelpunkte gehen, die Kurve n'’ Ordnung noch in
einem festen Punkte.

Fiir die weitere Behandlung dieser Kurven vergleiche man: >CLEBSCH,
Ueber diejenigen Kurven, deren Koordinaten sich als elliptische Funktionen
eines Parameters darstellen lassen<. Crelle’sches Journal Bd. 64 S. 210.
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