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PREMIERE THESE.
SUR LA THEORIE

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.

INTRODUCTION.

En 1866, M. Fuchs a publié un Mémoire fondamental' sur les fonctions d’une va-
riable imaginaire définies par une équation différentielle linéaire. M. Tannery a exposé
les principes et les résultats de ce travail, en méme temps qu’il en a agrandi le cadre
par des recherches personnelles?. Depuis, M. Tannery a étudié® en particulier équa-
tion qui, dans la théorie des fonctions elliptiques, relie au module la fonction compléte
de premiére espeéce.

A partir de 1868, époque a laquelle parut un second Mémoire de M. Fuchs, ’étude
des équations différentielles linéaires, devenue classique en Allemagne, y a donné nais-
sance & un grand nombre de travaux. M. Fuchs a persévéré, et deux géométres émi-
nents, MM. Thomé et Frobenius, ont entrepris des recherches intéressantes et profondes
sur ce sujet?.

J’ai pensé étre utile en appelant I’attention sur ces analyses, qui ont leur point de
départ dans les découvertes de Cauchy et qui sont la suite naturelle des belles études de
M. Puiseux sur les équations algébriques, de MM. Briot et Bouquet sur les équations
différentielles du premier ordre. Je me suis donc proposé d’élucider et de compléter
le plus possible ces travaux, en prenant pour base les Mémoires de MM. Thomé et
Frébenius.

Dans la premiére Partie, je rappelle les principes fondamentaux de la théorie des
équations différentielles linéaires.

La deuxiéme est consacrée a la définition des intégrales réguliéres et & leur re-
cherche, cette recherche étant fondée sur la notion de I'indice caractéristique.

Dans la troisiéme Partie, je définis la fonction caractéristique, la fonction déter-
minante, et je raméne la notion de l'indice caractéristique a la considération plus
naturelle de la fonction déterminante. Puis on introduit les formes normales, les ex-
pressions composées, et ’on établit une proposition capitale concernant la fonction
déterminante d’une expression composée de plusieurs formes normales. Enfin, on pose
les principes de la réductibilité des équations différentielles linéaires.

La quatriéme Partie traite de ’application des notions qui précédent a ’étude des
intégrales réguliéres.

Dans la cinquiéme, on construit I’expression différentielle adjointe et 1’on établit
ses importantes propriétés. L’équation adjointe est en rapport intime avec I’équation
proposée, ce qui conduit a de nouveaux théorémes concernant les intégrales réguliéres.

L Journal de Crelle, t. 66.

2 Annales de I’Ecole Normale supérieure, année 1874.

3 Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences, avril 1878.
4 Journal de Crelle, t. 74 et suiv.



Dans la sixiéme Partie, je définis et j’étudie la décomposition des expressions dif-
férentielles linéaires homogénes en facteurs premiers symboliques; je fais ressortir a ce
propos les analogies de ces expressions avec les polynémes algébriques; je trouve en-
core les conditions que doivent remplir les facteurs pour étre commutatifs, et la forme
que doit affecter une expression différentielle pour étre décomposable en de pareils fac-
teurs ; puis j’applique la décomposition a 'intégration de I’équation linéaire compléte,
connaissant l'intégrale générale de I’équation privée du second membre.

Enfin, la septiéme Partie est I’application des considérations de la précédente a
I’étude des intégrales réguliéres. Admettant la proposition fondamentale démontrée
dans la troisiéme Partie et concernant la fonction déterminante d’une expression com-
posée de plusieurs formes normales, j’obtiens d’abord un théoréme, également simple,
ayant lieu quand les composantes n’ont pas la forme normale. Je fais intervenir ensuite
les décompositions en facteurs premiers symboliques & coefficient monotrope. En der-
nier lieu, je donne une nouvelle interprétation du degré de ’équation déterminante et
du nombre des intégrales réguliéres; puis j’établis, avec facilité, toutes les propriétés
de ces intégrales.

Le fond de ce travail appartient &8 MM. Thomé et Frobenius. Les méthodes élégantes
de M. Frobenius m’ont paru pleines d’intérét, et je les ai surtout mises & profit. J’ai
modifié quelques démonstrations, j’ai développé particuliérement certaines considéra-
tions et j’ai introduit de nombreux raisonnements intermédiaires. Enfin, j’ai ajouté les
deux derniéres Parties, qui reposent sur ’emploi des facteurs symboliques que j’appelle
premiers, et qui me sont entiérement personnelles.

PREMIERE PARTIE.

1. Nous considérerons ’équation différentielle linéaire homogeéne

m m—1

Y Py =0,

ot les coefficients p sont des fonctions de = continues et monogénes dans une partie T
du plan & contour simple, sauf en certains points a, b, c, . .. isolés les uns des autres. Les
fonctions p seront supposées monotropes, au moins dans les portions de la région T, &
contour simple, qui ne renferment aucun des points a, b, ¢, .... Ces points particuliers,
pour lesquels les coefficients p cessent d’étre holomorphes, ont été nommeés les points
singuliers de ’équation différentielle.

2. La définition précise de ce qu’'on doit entendre par une solution de ’équation
différentielle P = 0 a été déduite de ce principe :

Si x¢ est un point non singulier de la région T, il existe une fonction de x, holo-
morphe dans son domaine, qui satisfait & I’équation P = 0, les valeurs de cette fonction
et de ses m — 1 premiéres dérivées au point zo étant arbitraires.

Faisons décrire a la variable x un chemin quelconque, allant du point o au point
X, compris dans la région T et ne contenant aucun point singulier. Les valeurs des
coefficients p au point x¢ étant connues, le théoréme précédent permet de définir, en
chaque point du chemin zoX, la valeur d’une fonction y, continue et monogéne le long
de ce chemin, satisfaisant constamment & I’équation P = 0, et ayant au point x, ainsi



que ses m — 1 premiéres dérivées, des valeurs arbitraires. C’est cette fonction y qui
constitue une solution ou une intégrale particuliére de ’équation différentielle P = 0.

Les diverses intégrales particuliéres se distingueront mutuellement par les valeurs
initiales yo, Y5, Y0, - - -, yém71)7 choisies en un méme point zo, et l'intégrale générale
renferme ces m constantes arbitraires.

3. Toute intégrale particuliére y posséde d’ailleurs les propriétés suivantes :

Si, les points xp et X restant fixes, le chemin x¢X vient a se déformer sans franchir
aucun point singulier et sans sortir de la région T, ce chemin conduit constamment en
X a la méme valeur de la fonction y.

Cela a lieu en particulier lorsque le point final X coincide avec le point initial zo.
De plus, si le chemin fermé zo€xo est tel qu’'on puisse le réduire au seul point zo sans
lui faire franchir aucun point singulier et sans le faire sortir de la région T, la fonction
y reprend en xo sa valeur initiale yo, aprés la révolution de la variable, comme chaque
coefficient p.

La fonction y est développable en une série, procédant suivant les puissances en-
tiéres et positives de x — xo, et convergente dans tout cercle décrit du point £y comme
centre, compris dans la région T et ne renfermant aucun point singulier.

La fonction y étant holomorphe dans la partie T du plan, & contour simple, excepté
pour les points singuliers, si I’on décrit autour de chacun de ces points une circonférence
infiniment petite, et qu’on supprime de ’aire T tous les cercles ainsi obtenus, on pourra,
au moyen de coupures convenablement pratiquées, déduire de la partie T du plan une
nouvelle partie T, & contour simple aussi, oil la fonction y sera partout holomorphe,
comme les coefficients p.

4. Je dirai que m fonctions yi1, y2,ldots, ¥, sont linéairement indépendantes lors-
qu’il n’existera entre elles aucune relation identique de la forme

Ciy1 + Coya + ... + Cruym = 0,

les C désignant des constantes dont plusieurs peuvent étre nulles.
La condition nécessaire et suffisante pour que ces m fonctions soient linéairement
indépendantes est que le déterminant

dm—lyl @
dem-1 7 4
dm—lym d'ym y
dem—-1 7 dzx "

ne soit pas identiquement nul.
Au cas ou y1, Y2, - .., Ym désignent m intégrales de I’équation P = 0, on a, d’aprés
une proposition de M. Liouville,

— [p1d
A= Ce Imdr,
C étant une constante, et, par conséquent, la condition est ici
Cx0.

Lorsque cette condition est remplie, la méme identité montre que A ne peut s’annuler
qu’aux points singuliers.



5. Considérons un systéme de m intégrales de I’équation P = 0, qui soient li-
néairement indépendantes, y1, y2, - .., Ym. 1l suffit pour cela que A ne soit pas nul au
point initial z¢ : il existe donc toujours de pareilles solutions. On donne & ce systéme
le nom de systéme fondamental d’intégrales. Le déterminant A correspondant ne peut
s’annuler qu’aux points singuliers.

On obtient en particulier un systéme fondamental quand on déduit les intégrales
Y1, Y2, - .., Ym successivement les unes des autres par les substitutions bien connues
de la forme

y = vifvdz,
et méme le déterminant A s’exprime simplement a ’aide des solutions v1 = y1, v2 = ya,
vs = Y3, ..., Um = Ym des équations différentielles employées, car on a

—1, m—2
A =Col'vy' " v3 T U

Tout systéme fondamental peut d’ailleurs s’obtenir par ce moyen, car on peut
choisir les intégrales vi, va, ..., v, des équations successives de maniére & tomber sur
le systéme donné yi1, y2, ..., Ym-

6. On démontre que toute solution de I’équation P = 0 est une fonction linéaire,
homogeéne, a coefficients constants, des éléments d’un systéme fondamental quelconque.
Par conséquent, 'intégrale générale est de la forme

Ciy1 + Coyz + ... + Cruym

Y1, Y2, ..., Ym étant les éléments d'un systéme fondamental, et C1, Ca, ..., C,, des
constantes arbitraires.

Si 'on adopte pour ces constantes m systémes de valeurs, on formera m nouvelles
intégrales particuliéres. Le déterminant A relatif & ces m fonctions nouvelles est égal
au premier, multiplié par le déterminant des m? valeurs adoptées pour les constantes.
Le nouveau systéme d’intégrales sera donc fondamental ou non, suivant que ce dernier
déterminant sera différent de zéro ou égal a zéro, et, par suite, on a un moyen simple
pour obtenir autant de systémes fondamentaux qu’on voudra.

7. Considérant désormais les intégrales dans le voisinage des points singuliers, je
supposerai que les coefficients p reprennent leurs valeurs initiales aprés une révolution
de la variable autour d’un point singulier. Autrement dit, les coefficients de I’équation
différentielle seront supposés monotropes dans toute I’étendue de la partie T du plan
& contour simple, et, par conséquent, dans le domaine d’un point singulier quelconque
a, ils seront développables en doubles séries, procédant suivant les puissances entiéres,
positives et négatives de x — a et convergentes dans ce domaine.

8. Le fait saillant est celui-ci :

Lorsque la variable décrit une courbe fermée, dans la région T, faisant une circon-
volution autour d’un point singulier, les nouvelles valeurs (y1), (y2)’, ..., (ym) quac-
quiérent m intégrales sont des fonctions linéaires, homogeénes, & coefficients constants,
de leurs valeurs primitives y1, ¥2, ..., Ym, €t, si ces valeurs primitives forment un
systéme fondamental, les nouvelles valeurs constituent aussi un systéme fondamental.

Cette propriété simple est caractéristique des fonctions qui satisfont a une équa-
tion différentielle linéaire, homogéne, a coefficients monotropes, car on démontre cette
proposition réciproque :



Soient y1, Y2, ..., Yym m fonctions de x, holomorphes dans une partie T du plan, &
contour simple, excepté pour certains points isolés les uns des autres; si les nouvelles
valeurs (y1)’, (y2), - - -, (ym) qu’acquiérent ces fonctions lorsque la variable fait le tour
d’un de ces points peuvent s’exprimer en fonction linéaire, homogéne, a coefficients
constants, des valeurs primitives, ces quantités y1, y2, .. ., Ym sont les intégrales d’une
équation différentielle linéaire, homogéne, & coefficients monotropes dans la région T.

Quand les m fonctions y sont linéairement indépendantes, cette équation différen-
tielle est d’ordre m ; sinon, elle est d’ordre inférieur.

En particulier, les m fonctions algébriques de x, définies par 1’équation

flz,y) =0,
ol f(z,y) est un polynéme de degré m en y, ne faisant que s’échanger entre elles quand
la variable tourne autour d’un point singulier, seront les intégrales d’une équation
différentielle linéaire, homogeéne, a coefficients monotropes, que M. Tannery a appris
a former.

9. Les valeurs finales qu’acquiérent les m intégrales d’un systéme fondamental
quelconque aprés une révolution de la variable autour d’un point singulier prenant
la forme d’expressions linéaires, homogénes, & coefficients constants, en fonction des
valeurs initiales, on peut choisir le systéme fondamental de maniére & simplifier ces
expressions et 4 y annuler plusieurs des coefficients constants.

On établit en effet que, a tout point singulier, correspond un systéme fondamental
déterminé, oul les éléments se partagent en groupes tels que, dans chaque groupe conve-
nablement ordonné, la nouvelle valeur d’un élément soit une fonction linéaire homogéne
des anciennes valeurs de cet élément et de ceux qui le précédent dans le groupe. On
peut d’ailleurs, sans altérer les propriétés d’un groupe, y remplacer une quelconque
des fonctions par une combinaison linéaire, homogéne, & coefficients constants, de
cette fonction et des précédentes. Ce systéme fondamental, qui conduit & des relations
si simples, dépend d’une certaine équation de degré m, dite équation fondamentale,
relative au point singulier considéré.

Il y a plus. Les propriétés élémentaires de ce systéme fondamental particulier,
corrélatif d’un point singulier a, permettent de trouver la forme analytique de ses
éléments dans le domaine du point a. C’est ainsi qu’on a été conduit & la proposition
suivante :

Soit n le nombre des racines distinctes w1, wa, ..., w, de ’équation fondamentale
relative au point singulier a ; soient A1, A2, ..., A, leurs ordres de multiplicité respectifs,
la somme A1 + A2 + ...+ A\, étant égale & m; les éléments du systéme fondamental
corrélatif se partagent en n groupes correspondant respectivement & ces racines, et les
A éléments qui constituent le groupe répondant & la racine w, d’ordre de multiplicité
A, peuvent, dans le domaine du point a, s’exprimer sous ces formes :

(x —a) pu1,
(x —a)"[p21 + p22 log(z — a)],
(z — a)"{ps1 + @32 log(z — a) + pssllog(z — a)]*},

2

(z — a)"{pa1 + przlog(z — a) + pasllog(a — a)]* + ... + parllog(z — a)]* '},



ol 7 désigne une valeur quelconque, mais déterminée, de la quantité T log w,
T

et ou les ¢ représentent des fonctions de x, monotropes dans le domaine du point a,
continues et monogénes dans ce domaine au point a prés, et que, par suite, on peut y
développer en doubles séries convergentes, procédant suivant les puissances entiéres,
positives et négatives de x — a.

Il faut observer en outre :

1° Que les quantités ¢ peuvent s’exprimer en fonction linéaire, homogéne, a coef-
ficients constants, de celles d’entre elles ou le second indice est 1;

2° Que les quantités @11, @22, - - ., Pax, dont les deux indices sont égaux, ne différent
mutuellement que par des facteurs constants;

3° Que conséquemment les produits

T s s
(T —a) 2, (x—a) pss, ..., (x—a) o,
qui multiplient les plus hautes puissances du logarithme, sont des intégrales, comme
le produit (z —a)"¢11;
4° Que les exposants fixes 71, ra2, ..., 7, ont des différences mutuelles qui ne sont
ni nulles ni entiéres, car autrement les racines w1, wa, ..., wy ne seraient pas distinctes.

10. Connaissant la forme analytique des éléments d’un systéme fondamental,
dans le domaine du point singulier a, on en conclut immédiatement celle de 'intégrale
générale. L’intégrale générale est la somme de m expressions de la forme

Clz — a) {pn1 + en2log(z — a) + pysllog(z — a)]* + ... + @yn[log(z — a)]" "'},

C étant une des m constantes arbitraires.

Effectuons cette somme, ordonnons-la par rapport aux puissances distinctes de
x — a, déterminons arbitrairement les constantes, et nous obtenons pour une intégrale
particuliére quelconque la forme suivante dans le domaine du point a :

Ci(z — a)n {#r0 +rlog(x —a) +... + ¢ria; [log(oc - a)]al}
+Ca(z — @)™ {pra0 + pro1log(r —a) + ...+ ryasllog(z — a)]*?}

ot les C sont n constantes, ot les r sont des exposants fixes dont les différences mu-
tuelles ne sont ni nulles ni entiéres, et ot les ¢ sont des fonctions de x, monotropes dans
le domaine du point a, continues et monogénes dans ce domaine au point a prés, et
par conséquent développables en doubles séries, convergentes dans ce domaine, telles
que

Zzo Colz —a)® + Z:o Coa(z—a)™ 7,

« désignant un nombre entier.

11. On démontre sans peine que :

Si une expression de la forme () est identiquement nulle, toutes les fonctions ¢
sont identiquement nulles.

D’ott 'on tire ces conséquences :



1° Lorsque deux expressions de la forme (0) sont identiquement égales, elles sont
composées des mémes fonctions (z — a)?[log(z — a)]?, avec les mémes coefficients ;

2° Toute intégrale de I’équation différentielle P = 0 ne peut se mettre que d’une
seule maniére sous la forme (), dans le domaine du point singulier a;

3° Etant donnée une intégrale, construite dans le domaine du point a avec ces
produits (z — a)P[log(xz — a)]?, si on 'ordonne par rapport aux puissances distinctes
de = — a, de telle facon que dans deux termes quelconques la différence des exposants
du facteur x — a ne soit ni nulle ni entiére, chaque terme de l’intégrale ainsi ordonnée
sera aussi une intégrale, et, dans ce terme, le coefficient de la plus haute puissance de
log(z — a) sera lui-méme une solution. Cette derniére partie résulte d’une remarque
faite précédemment, et peut d’ailleurs s’établir directement, car on démontre a priori
que, si

(z —a){pm + pn2log(z —a) + ... + @yy[log(z — a)]nil}

est une intégrale, il en est de méme de (x — a)"@yy.

12. Nous n’avons considéré jusqu’a présent que des points singuliers situés a
distance finie ; or la région T peut s’étendre a 'infini : par exemple, elle peut embrasser
tout le plan. Mais on pourra toujours, en changeant la variable indépendante, ramener
I’étude d’un point situé a I'infini & celle d’un point situé a distance finie.

DEUXIEME PARTIE.

13. Nous allons étudier plus complétement les intégrales dans le domaine d’un
point singulier a. Et d’abord, pour plus de simplicité, j’améne ce point a coincider avec

lorigine des coordonnées en changeant x en a + x, ou en — si le point est a 'infini.
x
Nous considérerons donc ’équation différentielle linéaire homogéne

m m—1

P(y) = =2 4 p, - Y 4Py =0,

ot les coefficients p sont monotropes dans le domaine du point singulier zéro, continus
et monogénes dans ce domaine & ce point prés, et par conséquent développables en
doubles séries, procédant suivant les puissances entiéres, positives et négatives de x,
convergentes dans le voisinage du point zéro.

Il résulte des n°® 10 et 11 que toute solution pourra se mettre sous la forme sui-

vante, dans le domaine de l'origine, et d’une seule maniére :

Ciz™ [SDTIO +@r1logr + ...+ Ora, (IOg x)al]
+ C22" [pry0 + pro1logz + ...+ Prya, (log 2)*?]

]

+ Cnz ™ [@r,0 + @r,1logz + .. 4 @r, 0, (log z)

I

les fonctions ¢ remplissant les mémes conditions que les coefficients p.



14. Jemploierai la dénomination introduite par M. Fuchs a 1’égard de toute
fonction F susceptible de prendre la forme

F =20 + ¢1logz + ... + va(logx)?],

que j'appellerai sa forme simplifiée, ou les fonctions 1 sont holomorphes dans le do-
maine du point zéro et ne contiennent par conséquent dans leurs développements que
des puissances positives de x, et ou, de plus, ces fonctions i ne s’évanouissent pas
toutes pour z = 0. Je dirai que la fonction F appartient a [’exposant p.

La propriété caractéristique d’une fonction de méme nature que F, appartenant
a l'exposant p, est que, multipliée par ™ ”, elle est différente de zéro pour z = 0 et
infinie comme un polynéme entier en log z, & coefficients constants.

15. L’équation différentielle P = 0 peut étre telle que, parmi ses intégrales, il s’en
trouve ou les coefficients des produits z” (log )9, c’est-a-dire, a des facteurs constants
prés, les fonctions ¢, ne contiennent dans leurs développements qu’un nombre fini de
puissances négatives de x. Ces intégrales particuliéres, oul les ¢ prennent pour x = 0
des valeurs infinies d’ordre fini, sont les seules, jusqu’a présent, pour lesquelles on ait
déterminé les coefficients des séries . Je les appellerai, avec M. Thomé, intégrales
réguliéres de ’équation P = 0.

Considérons une intégrale réguliére. Chacun de ses termes

" [po + p1logz + ...+ ¢a(logz)?]

est de méme nature que la fonction F du n° 14 et peut alors se ramener & la forme
simplifiée. Il suffit pour cela de réduire les ¢ au plus simple dénominateur commun et
de réunir ce dénominateur au facteur . On obtient ainsi le terme

[0 + Y1 logx + ... + Ya(logz)?],

et il appartient & 'exposant p. Toute intégrale réguliére peut donc se mettre sous la
forme

C1z” [Ypy0 +Yri1logz + ...+ Yp a0, (logz)™]
+ Caz™ [1/1;:20 +ry1logz 4 ...+ Upyan (log I)az]

+ Cnz” [Yp,0 + Yry1logz + ...+ Yp,a, (log2)™"],

ou les C sont des constantes, ou les n termes appartiennent respectivement aux ex-
posants p1, p2, ..., pn, les fonctions ¢ étant holomorphes dans le domaine du point
zéro.

Il est bien entendu que les propositions énoncées au n° 11 subsistent ici, et que, en
particulier, si ’expression suivante, de méme nature que F et de forme simplifiée

[0 + Y1 logz + ... + Pa(logz)?],

est une intégrale, 1), est aussi une intégrale.



16. Nous aurons surtout & examiner des équations différentielles P = 0 dont les
coefficients p prendront eux-mémes, pour x = 0, des valeurs infinies d’ordre fini, c’est-a-
dire dont les coefficients ne contiendront eux-mémes, dans leurs développements, qu’un
nombre fini de puissances négatives de z. Dans ce cas, on pourra toujours supposer

x(x)

2 b
positives de x, ne s’évanouit pas pour x = 0, et ol » est positif ou nul; et alors, nous
désignerons ’exposant de x en dénominateur dans p; par wi, dans p2 par wa, ...,
dans p.,, par w.,. Comme pg est 1, wo sera égal & zéro. En un mot, w; sera 'ordre

I ’ J

infinitésimal de la valeur infinie que prend p; pour = 0. Cela étant, nous envisagerons
les nombres entiers positifs suivants :

chaque coefficient p mis sous la forme ot x(z) ne comprend que des puissances

wo+m, wi+m—1, wa+m—2, ..., Wm-1+ 1, @wm,

que nous appellerons les nombres II, et généralement w; + m — j sera représenté par
IT;. Soit g la plus grande valeur des nombres II : plusieurs peuvent étre égaux a g;
mais rangeons-les dans I'ordre des indices croissants

Iy, Iy, Iz, ..., Iy,

et parcourons-les de gauche a droite ; le premier, égal a g, que nous rencontrerons sera
considéré tout particuliérement, et, si

est ce nombre bien déterminé, son indice ¢ sera nommé 'indice caractéristique de
I’équation différentielle.

Les nombres II et l'indice caractéristique 4, introduits par M. Thomé dans cette
théorie, seront provisoirement d’un usage fréquent.

17. Notre analyse des solutions de I’équation P = 0, dans le domaine du point
zéro, aura surtout pour objet I’étude des intégrales réguliéres.

Je ferai immédiatement plusieurs remarques.

L’équation P = 0 ayant des intégrales réguliéres, si parmi elles S, et seulement S,
sont linéairement indépendantes, auquel cas on a S < m, toutes les intégrales réguliéres
peuvent s’exprimer a laide de celles-la en fonctions linéaires, homogénes, a coefficients
constants.

Réciproquement, si toutes les intégrales régulieres de l’équation P = 0 peuvent
s’exprimer ainsi par S d’entre elles linéairement indépendantes, le nombre total des
intégrales régulieres linéairement indépendantes est seulement S ; car on peut exprimer
les S intégrales réguliéres linéairement indépendantes & 'aide de S des nouvelles, et
par suite toutes les autres a 1’aide de ces derniéres.

Si léquation P = 0 a S intégrales réguliéres linéairement indépendantes, et seule-
ment S, elle en aura S de méme nature que la fonction F du n°® 14, et seulement S.
Si, en effet, les S intégrales données ne sont pas de la nature F, elles sont des agrégats
linéaires, homogeénes, a coefficients constants, d’expressions F. Groupons alors, dans
chacune de ces intégrales, les expressions F en termes tels que, dans deux termes quel-
conques, la différence des exposants des deux puissances x” en facteur ne soit ni nulle
ni entiére. Nous obtiendrons ainsi des termes qui, comme on l’a vu, sont eux-mémes
des intégrales réguliéres linéairement indépendantes, et ces intégrales sont de méme
nature que F. Or, ces termes sont au nombre de S, car, s’il y en avait plus que S,
I’équation P = 0 aurait plus de S intégrales réguliéres linéairement indépendantes ;



et, 8'il y en avait moins que S, les S intégrales données, et par suite, d’aprés la re-
marque précédente, toutes les intégrales réguliéres de ’équation P = 0, s’exprimant
linéairement & ’aide de ces termes, cette équation, d’aprés la méme remarque, aurait
moins de S intégrales réguliéres linéairement indépendantes. L’équation P = 0 a donc
S intégrales linéairement indépendantes, de méme nature que F, et appartenant par
conséquent a des exposants déterminés.

Enfin, je vais établir la proposition suivante, qui a une importance capitale dans
cette théorie :

St Uéquation différentielle P = 0 a parmi ses intégrales une intégrale réguliére, elle
a aussi une intégrale de la forme xP(x), ou la fonction 1p(z) est holomorphe dans le
domaine du point zéro et ne s’évanouit pas pour x = 0.

En effet, 'équation P = 0, ayant une intégrale réguliére, a, d’aprés la remarque
précédente, une intégrale de méme nature que la fonction F du n° 14, que 'on peut
supposer ramenée & la forme simplifiée

o + 1 logz + ... + Pa(logz)?].

Cette expression étant une intégrale, il en est de méme, comme on ’a vu au n°® 15, de
2P1q. Or, cette derniére solution est, dans tous les cas, de la forme annoncée x”(x),
la fonction holomorphe étant différente de zéro pour x = 0, car, si ¥4 (0) était nul,
1o (x) renfermerait comme facteur une puissance de z que l'on réunirait a z”.

Remarquons que 9(x) ne contient dans son développement que des puissances
positives de x.

18. Supposons que léquation P = 0 admette la solution y1 = z”¢(z), ¥ (z)
étant holomorphe dans le domaine du point zéro et ¢ (0) différent de zéro. Faisons la
substitution

y=yif zdz.
Nous obtenons I'équation différentielle linéaire homogéne d’ordre m — 1
dm—lz dm_221
Q(z) + q1 4+ ..+ gm-12=0.

= dxm—l dxm—2

Les coefficients ¢ de I’équation Q = 0 seront, comme les coefficients p, monotropes
dans le domaine du point zéro, continus et monogénes dans ce domaine a ce point



prés. C’est ce qui résulte immédiatement de I'inspection des valeurs des coefficients ¢ :

1 d
qQ = f(mﬂ +p1y1),
Y1 dzx
1 [m(m—1) d*p dynr
= | — -1 -
© Y1 [ 1.2 dax? +(m = 1p dx trayns

_ L m(m—1)...(m—k+1)d*y
o= 1.2...k dxk

(m—-1)(m—-2)...(m—k+1) d" 'y

+ Pr— =

1.2...(k—1) daF—1

(m—2)(m—=3)...(m—k+1) d" %y

+ 1.2...(k—2) P2 g2 T

dy1
+(m—k+1)pkf1a + PRy,
dhyl 1

— est de la forme

En effet, chaque produit
dzh 1

oll « est entier, et, par conséquent, chacun de ces produits est monotrope dans le
domaine du point zéro, continu et monogéne dans ce domaine & ce point prés. Il en
est donc de méme des coefficients q.

Remarquons que, pour que les coefficients g possédent ces propriétés, il n’est pas
nécessaire que 1 (z) ne contienne dans son développement que des puissances positives
de z : il suffit que ¥(z) soit développable en double série, procédant suivant les puis-
sances entiéres, positives et négatives de x, et convergente dans le domaine du point
Z€éro.

Cela posé, je suppose que I’équation P = 0 ait S intégrales réguliéres linéairement
indépendantes. Elle admet alors, d’aprés le théoréme du n°® 17, une intégrale y; =
zP(x), ot ¥ (z) remplit les conditions sus-indiquées. Posons

y =y zdx,

de maniére a obtenir I’équation Q = 0; je dis que [’équation Q = 0 aura S—1 intégrales
réguliéres linéairement indépendantes, et que, Téciproquement, si l’équation Q = 0 a
S — 1 intégrales réguliéres linéairement indépendantes, l’équation P =0 en aura S.

1° Soient y1, y2, - . ., ¥s S intégrales réguliéres linéairement indépendantes de ’équa-
tion P = 0. Comme on I’a vu, on peut les supposer de méme nature que la fonction F
du n° 14 et ramenées a la forme simplifiée. L’équation Q = 0 admettra les intégrales

d s
2:1:—%7 ,2:2:i$7 = d Y
dxr 1 dz 1

qui sont aussi linéairement indépendantes, car, si I’on avait

Coz1 +Cs22+ ...+ Cszs1 =0,



on en déduirait par I'intégration
Ciy1 + Cayz + ... + Coys =0,

ce qui est contraire & 'hypothése. De plus, ces S —1 intégrales sont réguliéres. En effet,
Y2, Y3, - - -, Ys, sont de la forme simplifiée ; or, si on divise par y1 = 2”9 (x), on trouve

une expression de méme forme, puisque les quotients tels que % dans la parenthése

sont évidemment holomorphes. Donc les rapports &, $, ey Y5 sont de la forme F.
Y1
Il est clair que la dérivation n’altére pas cette forme : donc les intégrales
dy dys 4 ys
dry,’ dxy’ 7 dzap’

de I'équation @ = 0 sont réguliéres.

2° Soient z1, 22, ..., zs—1 § — 1 intégrales réguliéres linéairement indépendantes de
I’équation Q = 0. On peut les supposer de méme nature que F et ramenées & la forme
simplifiée. I’équation P = 0 admettra les s intégrales

Y1, Y2 = ylledav, ey Ys = y1fzS,1d;v7
qui sont aussi linéairement indépendantes, car, si 'on avait
Ciyr + Cay2 + ... + Csys =0,
on en déduirait par la dérivation
Coz1 +C3z2+ ...+ Cszs—1 =0,

ce qui est contraire & I’hypothése. De plus, ces s intégrales sont réguliéres. En effet,
chacune des solutions z est de la forme simplifiée qui comprend des fonctions ¥ de la
forme

ZZO Caz®.

Si donc nous multiplions z par dz, nous aurons & intégrer une somme de différen-
tielles telles que

" (logz)"dz,

dont l'intégrale est bien connue :

k h gttt k h
/:r (logz)"dx = Y Zo Ca(logz)" ™ + const.
Multipliant ensuite le résultat de I'intégration [zdz par y1 = z”1(z), on voit aisément

que le produit obtenu est aussi de la forme F. Donc les intégrales y1, y2, ..., ys de
I’équation P = 0 sont réguliéres.

19. Considérons l'expression

dhy1 1

p; dl‘h yl’

ol y1 est égal a zP(x), ¥ (x) étant une fonction holomorphe dans le domaine du point
zéro et non nulle pour z = 0, et oil p;, ne contenant dans son développement qu’'un



nombre limité de puissances négatives de x, est infini, pour z = 0, d’ordre fini w;. On
a

o 1 et (@)

&y =20 O

et, par conséquent, ce produit, pour x = 0, est infini d’ordre fini A au plus, d’ou il
résulte que I'expression considérée est infinie d’ordre égal ou inférieur a w; 4 h.

Si h = 0, expression est évidemment d’ordre w;. Mais remarquons le cas particu-
lier ou h est égal & m — j. Dans ce cas, I'ordre infinitésimal de I’expression est au plus
égal & wj +m — j, c’est-a-dire au nombre IT; défini au n° 16.

Si nous envisageons maintenant une somme d’expressions pareilles a la précédente,
il est clair que, pour x = 0, elle sera aussi infinie d’ordre fini, et cet ordre sera évidem-
ment égal ou inférieur a la plus grande valeur des nombres w; + h correspondant aux
différents termes. Si dans un terme h est nul et si la plus grande valeur est celle w;
qui répond & ce terme, la somme sera certainement d’ordre w;. Enfin, si dans chaque
terme h est égal & m — j, 'ordre de la somme est au plus égal a la plus grande valeur
des nombres IT qui correspondent respectivement & ses différents termes.

20. Supposons que ’équation différentielle P = 0 ait une intégrale réguliére;
alors elle admet (n°17) une solution de la forme

Y1 = -pr(x)ﬂ

ot () remplit les conditions déja indiquées. Ecrivons l'identité qui en résulte, et
tirons-en la valeur de py, :

1 dmy1 dmilyl dy1
= —— + o P —— ).
p Y1 (dwm P ggm=1 Pm=174s
J’en conclus aussitot, d’aprés le numéro précédent, que, si p1, p2, - . ., Pm—1 Ne contienn-

ent qu’un nombre limité de puissances négatives de z, il en sera de méme de p,,, et,
de plus, que, si g est la plus grande valeur des nombres

HO; Hl, H2, ey Hmfl’

I’ordre infinitésimal <o, de p, sera au plus égal & g, c’est-a-dire que l'indice caracté-
ristique de I’équation est égal ou inférieur & m — 1.

D’ou cette proposition :

Lorsque, dans Uéquation différentielle P = 0, les coefficients p1, p2, ..., pm—1, ne
contiennent dans leurs développements qu’un nombre limité de puissances négatives
de x, si cette équation admet une intégrale régquliére, le coefficient p,, ne renfermera
lui-méme qu’un nombre fini de puissances de © =1 ; de plus, Uindice caractéristique de
l’équation sera égal ou inférieur a m — 1.

Remarquons aussi que p,, peut s’écrire

Pn(z)

Pm =

)

P (z) ne comprenant dans son développement que des puissances positives de z et
pouvant s’évanouir pour z = 0.



21. Supposons que les coefficients p1, p2, ..., ps, de ’équation P = 0 ne ren-
ferment qu’un nombre limité de puissances de ™ !. Les valeurs des coefficients g1, ¢z,
.+, gs de I'équation Q = 0 du n° 18, données par les formules (1) de ce numéro, sont
alors des sommes d’expressions de méme forme que celle du n® 19. Donc, d’aprés les
remarques faites en ce n® 19, les coefficients ¢1, g2, .. ., ¢s ne contiendront eux-mémes
qu’un nombre fini de puissances négatives de x, et, de plus, 'ordre infinitésimal de g,
k étant au plus égal & s, sera égal ou inférieur & la plus grande valeur s des nombres

wo+k, wi+k—1 wa+k—2, ..., wp_1+1, wi,

et, si cette valeur maxima est celle du dernier wy, qi sera exactement d’ordre wy. Par
suite, on peut écrire
~ Qr(x)
qk - T I
Qk(x) ne comprenant que des puissances positives de x et pouvant contenir le facteur
x.

Supposons maintenant que les coefficients ¢i1, g2, ..., gs ne comprennent qu’un
nombre limité de puissances de 71, et soient
_ Qi) _ Qa(=) _ Qs(=)
ql - V1 ’ q2 - V2 ) M) qS - Vs ’
les fonctions Q1, Q2, . . ., Qs, ne renfermant que des puissances positives de z et pouvant

d’ailleurs s’annuler pour x = 0. Le n° 19 conduit alors aux conséquences suivantes. La
valeur de p1, tirée de la premiére formule (1) du n° 18, sera pour x = 0 infinie d’ordre
fini égal ou inférieur au plus grand pq des deux nombres v et 1, ce qui permet d’écrire

Pl(.’IZ)

TrH1

p1 = )
P1(z) ne contenant que des puissances positives de z, et P1(0) pouvant étre nul. Sub-
stituant cette valeur dans la deuxiéme formule (1), on en tirera pour ps une expression
infinie d’ordre fini égal ou inférieur au plus grand po des trois nombres vo, 2, u1 + 1,
ce qui permet d’écrire

Py (z)

xrH2

p2 =

)

P2(z) ne contenant que des puissances positives de z. Et ainsi de suite jusqu’a

_ Pi(@)
Ps THs '
Donc les coefficients p1, p2, ..., ps ne renferment eux-mémes qu’un nombre limité

de puissances de 27!, et 'on peut aisément trouver la limite supérieure de l'ordre
infinitésimal de chacun d’eux.

22. Toutes ces remarques étant faites, nous pouvons dés a présent rechercher la
forme nécessaire que doit affecter I’équation différentielle P = 0 pour avoir toutes ses
intégrales réguliéres. M. Fuchs a déja résolu cette question, mais notre intention est
d’employer une méthode différente.

Supposons d’abord m = 1 dans P = 0, et considérons ’équation premier ordre

dy
= =0.
dr + p1y



Cette équation, ayant toutes ses intégrales réguliéres, aura (n° 20) son coefficient pq

_ Pi(x)

de la forme
p1 )
T

ol Pi(z) ne contient que des puissances positives de x et peut étre nul pour x = 0.
Donc, dans le cas m = 1, ’équation différentielle est nécessairement de la forme

dy  Pil@) g

—Z _l’_ _——~ 7
dx T
C’est, du reste, ce qu’on peut établir directement au moyen de l'expression de

I'intégrale générale
y=e JPre,
Si p1 est infini d’ordre w1 = n + 1 supérieur a 1, n étant positif, cette intégrale est de
= 0; et,

Sy ),
Sl yse

la forme o
y=e=
ol 9(x) est holomorphe dans le domaine du point zéro, et non nul pour x

par conséquent, y n’est pas une intégrale réguliére. Si, au contraire, on a w;
réduit a

y = a"P(x),
et par conséquent est réguliére. Il faut donc, et méme il suffit, que p; soit de la forme

_ Pi(=)

pP1
x
pour que ’équation ait toutes ses intégrales réguliéres.
Supposons maintenant m = 2 dans P = 0, et considérons 1’équation du second

ordre )
d’y dy

— — =0.

dx? th dx trey

Cette équation ayant par hypothése toutes ses intégrales réguliéres, il en est de méme

(n® 18) de I’équation du premier ordre

dz +qz=0
dg T BETH
déduite de la premiére par la substitution
y =yfz d,
ot y; désigne xz”1(z). Donc on a
T
o= Qu(x)
T

Par suite, la valeur de pi, tirée de la premiére formule (1) du n° 18, est de la forme

(n°21)
P
1G]
T

Il en résulte (n° 20) que p2 s’écrira

Pa(x

p2 = 2(2 )
T



Donc, dans le cas m = 2, ’équation différentielle est nécessairement

d®y  Pi(x) dy _Ps(x)
a2 T Tz dr T a2

y=0,

ot les fonctions Py et P2 ne contiennent que des puissances positives de x et peuvent
s’évanouir pour xz = 0.

Généralement, je supposerai démontré que, dans le cas ot 'ordre est m — 1, I’équa-
tion différentielle, pour avoir toutes ses intégrales réguliéres, doit étre de la forme

m—1 m—2 m—3
d™" 'y Pi(x) d™ %y | Pa(zx) d y_~_.”_’_Pm,1(:c)y:07

dxm—1 T dxm—2 x2 dxm—3 xm—1

et je démontrerai que la méme forme est nécessaire pour une équation d’ordre m.
En effet, si ’équation

Y

— 4 ... my =0
dx™ dxm—1 tootPmy

a toutes ses intégrales réguliéres, il en est de méme (n° 18) de I’équation d’ordre m —1

dm—lz dm_221

Q(Z) = d.’L‘m71 + Qi dxm72

4+ ...+ qgm-12=0.

Donc, d’aprés 'hypothése, les coefficients ¢ sont de la forme

= Qk(z)
xk
Par suite, les valeurs pi, p2, ..., Pm—1, tirées des formules (1) du n° 18, sont de la
méme forme (n° 21) :
P1 X P2 X Pm_1 X
p1 = ()7 p2 = (2)7 B pm—lZT(l)-
T x x
Il en résulte (n° 20) que py, s’écrira aussi
Po(x
Pm = TEL )
x

Donc, pour que I’équation différentielle P = 0 ait toutes ses intégrales réguliéres,
il est nécessaire qu’elle soit de la forme

d™y  Pi(z) d" 'y  Pa(x) d™? P, (x
v, Pa@) "y Pa@) 7y Pu)
dxm™ T dxm™ 1 .T2 dxm™ 2 xm
ou les fonctions Py, Pa, ..., P, ne contiennent dans leurs développements que des
puissances positives de x et peuvent s’annuler pour x = 0.
Remarquons que cela revient a dire que les coefficients p1, p2, ..., pm ne doivent

renfermer qu’un nombre limité de puissances de 1, et que les nombres Iy, II;, I,
..+, Iy, définis au n° 16, doivent étre égaux ou inférieurs a m.

D’ou la proposition suivante :

Pour que l’équation différentielle P = 0 ait toutes ses intégrales réguliéres, il faut
que ses coefficients ne contiennent dans leurs développements qu’un nombre fini de
puissances négatives de x, et en outre que son indice caractéristique soit zéro.



23. M. Fuchs a démontré que, réciproquement, ces deux conditions sont suffi-
santes :

Si, dans l’équation différentielle P = 0, les coefficients ne contiennent qu’un nombre
fini de puissances négatives de x, et si en outre l’indice caractéristique est zéro, cette
équation a toutes ses intégrales réguliéres.

Nous admettrons cette proposition réciproque, que M. Fuchs a établie en montrant
I’existence d’un systéme fondamental dont les éléments sont de méme nature que
la fonction F du n° 14. Ces éléments appartiennent a des exposants p1, p2, ..., Pm
qui sont les racines d’une certaine équation de degré m, dite équation fondamentale
déterminante. Ces racines ne sont d’ailleurs autres que les logarithmes, divisés par
2I1y/—1, des racines de 1’équation fondamentale du n° 9.

L’équation déterminante jouit de propriétés importantes. Pour l'obtenir, on fait
y = x” dans le premier membre de ’équation différentielle, qui, par hypothése, est

d™y  Pi(z) d™ 'y

Py(z) d™ "y Pin(2)
dzm™ + z  dzm—! + z2  dxm—2 et x™m

.
On a ainsi

2 " plp—=1)...(p—=m+ 1) +Pi(@)plp—1)...(p—m+2)+ ...+ Pn(2)].

m

Puis on multiplie ce résultat par ™7, et I’on égale a zéro le coefficient de ™
plp—1)...(p—m+1)+P1(0)p(p—1)...(p—m+2)+...+Pn(0) =0

est ’équation fondamentale déterminante.

24. Ayant traité le cas ou toutes les intégrales de I’équation différentielle P = 0
sont réguliéres, avant de passer a celui ou quelques-unes seulement de ces solutions
seraient réguliéres, je vais établir un théoréme concernant les nombres Il définis au
n° 16.

Je désignerai par II' les nombres II relatifs & I’équation Q = 0, déduite de P = 0
par la substitution

y=1y f z dx,
y1 étant une intégrale de la forme déja indiquée x”v(x).

Lorsque, dans ’équation P = 0, les coefficients p1, p2, ..., ps ne contiennent qu’un
nombre limité de puissances négatives de z, on sait (n°21) que les coefficients g1,
q2, ---, s, dans l'équation Q = 0, ne renferment, eux aussi, qu'un nombre fini de
puissances de z~!. Cela étant, si g1 est la plus grande valeur des nombres

(1) Ilo, 114, Ila, ..., I,
et II;, le premier de leur suite qui soit égal & g1, alors, dans la suite des nombres
(2) I, M4, T, ..., I,

la plus grande valeur sera g1 — 1, et le premier qui soit égal & g1 — 1 sera I, .
En effet, il résulte du n° 21 que, k étant au plus égal & S, I'ordre infinitésimal o},
de gx est égal ou inférieur & la plus grande valeur des nombres

(3) wo+k, wi+k—1, ..., wr—1+ 1, wi,



et, si cette plus grande valeur est celle du dernier, on a @} = wk. Or, augmentons
tous les nombres (3) de la méme quantité m — k, ce qui donne

(4) Ilp, I, Ils, ..., Ilg.

1° Si k = 41, 1 étant 'indice défini dans I’énoncé, I est plus grand que tous les
autres nombres (4) ; donc, dans ce cas, le plus grand des nombres (3) est le dernier wy,
et par suite @), = wy. Ainsi, @], = @;, ou, ce qui est la méme chose, @;, +(m—1)—i1
est égal & w;;, +m — i1 — 1, c’est-a-dire
(5) H;1 = Hi1 - L

2° Si k < i1, la plus grande valeur des nombres (4) est inférieure a II;, ; par suite,
la plus grande valeur des nombres (3), augmentée de m — k, est inférieure a Il;; ; done,
a fortiori, wy, +m — k est moindre que II;,, ce qu'on peut écrire

w4+ (m—1)—k<T;, —1 ou I, < IIj,,
c’est-a-dire

(6) I, My, M, ..., IO, < IO,
3° Si k > i1, k étant au plus égal a S, la plus grande valeur des nombres (4) est
I1;, ; par suite, la plus grande valeur des nombres (3), augmentée de m — k, est I, ;
donc @), +m — k est égal ou inférieur a II;,, ce qu’on peut écrire
we+(m—1)—k<I,, —1 ou Il ST
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c’est-a-dire

(7) H{Ll+17 H7/21+2> ceey H; é Hle

Les trois conclusions (5), (6), (7) renferment la démonstration du théoréme énoncé ;
car (6) et (7) expriment que la plus grande valeur des nombres (2) est celle de II; ,
qui, d’apreés (5), est égal a IT;; — 1, c’est-a-dire & g1 — 1, et les inégalités (6) montrent
que IT}, est le premier des nombres (2) qui soit égal a g1 — 1.

Remarquons que, si S =m — 1, 41 est I'indice caractéristique de I’équation Q = 0.

25. Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante :

Lorsque, dans [’équation différentielle P = 0, les coefficients p1, p2, ..., ps ne
contiennent dans leurs développements qu’un nombre limité de puissances négatives
de x, si cette équation admet au moins m — s intégrales réguliéres linéairement indé-
pendantes, les autres coefficients ps+1, Ps+2, - - ., Pm Ne renferment eux-mémes qu’un
nombre fini de puissances de ™', et, de plus, Uindice caractéristique est égal ou infé-
rieur a S.

Cette proposition a été établie au n° 20 pour une équation différentielle d’ordre
m = S + 1. Je prouverai donc simplement que, si le théoréme est vrai pour l'ordre
m — 1, il 'est aussi pour 'ordre m.

Et, en effet, ’équation




ayant une intégrale réguliére, puisqu’elle en a au moins m — s, admet (n°17) une
intégrale

y1 = 2"y (),
ol la fonction () est holomorphe dans le domaine du point zéro, et non nulle pour
x = 0. Faisant la substitution

y = [z dz,
nous obtiendrons 1’équation
dm1lz dm2z
Q) =T a4 gnaz=0,

ou les coefficients ¢ sont donnés par les relations (1) du n® 18. L’équation P = 0
ayant par hypothése au moins m — s intégrales réguliéres linéairement indépendantes,
léquation Q = 0 en aura (n°® 18) au moins m — 1 — s. Or, p1, p2, ..., ps Ne contenant
qu’un nombre limité de puissances de 7', il en est de méme (n°® 21) de q1, g2, - - -, Gs ;
et, puisque le théoréme est supposé démontré pour ’équation Q = 0 d’ordre m — 1, les
autres coefficients ¢s4+1, ¢s+2, - .., ¢m—1, seront eux-mémes infinis d’ordres finis pour
x = 0. Donc les coefficients psy1, pst2, --., Pm—1 ne renferment aussi (n°21) qu'un

nombre limité de puissances négatives de z, et alors, d’aprés le n° 20, il en est de méme
de pm.

Passons a la seconde partie de la proposition. Soit 7 l'indice caractéristique de
I’équation Q = 0; on ai < s, puisque le théoréme est supposé vrai pour cette équation.
Or, i étant 'indice caractéristique de Q = 0, II; est la plus grande valeur des nombres

! ! ! !
HOa H17 H27 R Hm—l

et est le premier qui atteint cette valeur maxima. Donc, d’aprés le n° 24, II; joue
exactement le méme roéle dans la suite des nombres

Ilo, Iy, I, ..., II—1.

De plus, d’aprés le n° 20, on a
II,, < 11,

D’ou il résulte que ¢ est l'indice caractéristique de ’équation P = 0, et, comme on a
1 < s, la proposition se trouve établie.

26. La proposition du n°® 20 étant ainsi généralisée, j’en déduis les deux consé-
quences suivantes :

1° Siles s—1 premiers coefficients p1, p2, ..., ps—1 de ’équation P = 0 contiennent
un nombre limité de puissances négatives de x, sans qu’il en soit de méme du s*°™¢,
cette équation a au plus m — s intégrales réguliéres linéairement indépendantes.

En effet, si elle en avait m — s + 1 ou davantage, ps serait aussi infini d’ordre fini
pour z = 0.

2° Si tous les coefficients de I’équation P = 0 ne contiennent qu’un nombre limité de
puissances de x ", elle a au plus m—i intégrales réguliéres linéairement indépendantes,
i €tant son indice caractéristique.

En effet, si elle en avait m — ¢ + 1 ou davantage, son indice caractéristique serait
égal ou inférieur a ¢ — 1.

Remarquons que le premier énoncé rentrerait dans le second si, lors méme que II;
est infini d’ordre infini, ¢ continuait & se nommer l'indice caractéristique.



Nous considérerons tout particuliérement cette seconde proposition, qui nous invite
4 étudier spécialement les équations différentielles P = 0, dont tous les coefficients
présentent le caractére des fonctions rationnelles d’étre infinis d’ordre fini pour z = 0.
Une pareille équation a au plus m — ¢ intégrales réguliéres linéairement indépendantes.
Nous allons voir que souvent elle les a, comme dans le cas ¢ = 0 (n° 23), traité par
M. Fuchs; aprés quoi nous montrerons des exceptions.

27. Silon se donne arbitrairement les coefficients p1, p2, ..., pi, ne contenant
qu’un nombre fini de puissances de 7', on peut toujours déterminer les autres co-
efficients pit1, pit2, ..., pm de telle sorte qu’ils soient aussi infinis d’ordre fini pour
x = 0, que l'indice caractéristique soit i et que I’équation P = 0 ait exactement m — i
intégrales réguliéres linéairement indépendantes données & I’avance.

Soient, en effet, 41, ¥a, ..., Ym—si ces m — i données. Ecrivons qu’elles satisfont
I’équation P = 0. Nous obtenons ainsi un systéme de m — i équations du premier degré
qui vont déterminer les m — ¢ inconnues piy1, Pi+2, -- ., Pm :

dm7i71y1 ”my1 dm71y1 dm72y1
i + ...+ DPm = —( + ...+ D ),
Dit+1 dxmfzfl DPmY1 dxm™ p1 dxm™ 1 p dxm—1
A" A" Ym—i A" Y "
Pi+1 dpm—i—1 +... +pmym717 ( dzm +p1 dxm—1 + ... +pz dpm—i )
Leur déterminant
dm—z—lyl
d. m—i—1 L
x
Ag =1 cevvernnn.
dmfzflymil .
dxm—i—1 Ym—i
n’est pas identiquement nul, puisque (n° 4) les fonctions y1, y2, . . ., Ym—: sont supposées

linéairement indépendantes. Soit Ay le déterminant obtenu en remplagant dans A la
colonne des dérivées d’ordre m — ¢ — k par les seconds membres. On aura

B
pz+k*A0~

Or, lorsque la variable accomplit une révolution autour du point zéro, les coefficients
Pp1, p2, --., pi reprennent leurs valeurs primitives, et y1, y2, ..., Yym—i acquiérent des
valeurs qui s’expriment en fonctions linéaires, homogénes, a coefficients constants des
premiéres. Donc Ay et Ag sont multipliés par un méme déterminant, dont les éléments
sont les coefficients de la substitution qui permet d’exprimer les nouvelles valeurs de
Y1, Y2, --- Ym—i & 'aide des anciennes. Donc p;4+r ne change pas, et, par suite, les
fonctions obtenues pour p;4+1, Pit2, - .., Pm sont monotropes dans le domaine du point
zéro. L’équation différentielle ainsi construite avec des coefficients monotropes, ayant
au moins m — ¢ intégrales réguliéres linéairement indépendantes, aura aussi (n® 25) ses
coefficients piy1, pi+2, ..., pm infinis d’ordres finis pour £ = 0 et 'indice caractéristique
sera égal ou inférieur & i. Mais on peut choisir les arbitraires pi1, pe, ..., p; de fagon
que l'on ait
Iy, Iy, g, ..., 1,1 < II;,

et alors I'indice caractéristique sera ¢. L’équation n’admet d’ailleurs pas plus de m — ¢
intégrales réguliéres linéairement indépendantes (n° 26). On a donc ainsi une équation
différentielle dont tous les coefficients présentent le caractére des fonctions rationnelles,



dont l'indice caractéristique est ¢, et qui a exactement m — i intégrales réguliéres
linéairement indépendantes.

Les coefficients p1, p2, ..., pm de I’équation ainsi obtenue contiennent m arbi-
traires : p1, p2, ..., Di, Y1, Y2, - - -, Ym—i. On voit donc que, dans un grand nombre de
cas, ’équation différentielle P = 0, dont tous les coefficients sont infinis d’ordres finis
pour x = 0 et dont ’indice caractéristique est i, admettra exactement m — ¢ intégrales
réguliéres linéairement indépendantes.

28. Mais il est facile de se convaincre qu’il y a des exceptions et que ’équation
peut avoir moins de m — ¢ intégrales réguliéres. Je vais en former un exemple.

Posons 4
Y
— +ky=Y
d + ky )
et considérons les deux équations différentielles
(1) Y 4+ h =0,
(2) Y = 0.

Formons 1’équation

dY dh
3 Ry g
(3) dz dz ’
savoir
d*y dy
4 ¢y Y —
(4) gz TP, TPy =0,
ot T'on a dlogh dk dlogh
og og
— S .
b1 e 2T 4z dx

Toutes les intégrales de (1) et de (2) satisfont évidemment & (3), c’est-a-dire & (4) et
inversement, comme (3) donne par 'intégration

Y = Ch,

si y est une solution de (4), ou bien y vérifiera I’équation (2), ou bien — Y érifiera

léquation (1). Il résulte de la que, si (1) et (2) n’ont pas de solutions présentant le
caractére des intégrales réguliéres, I’équation (4) n’aura pas d’intégrales réguliéres.
Or, donnons-nous arbitrairement p; et h :

On a alors

11

x4 2’

c’est-a-dire que k est infini pour x = 0 d’ordre fini 4. Cet ordre étant supérieur a
1, Péquation (2) n’a (n° 22) aucune intégrale réguliére. L’équation non homogéne (1)
n’a pas non plus de solution de la nature des intégrales réguliéres, car son intégrale
générale est

k=

y = e~ Jk clz(C/ _fhejk dzdl’)7

ou, en remplagant h et k par leurs valeurs et effectuant 'intégration entre crochets,

y=e 1"0(x) + Cy log ).



C1 étant une constante, et la fonction ©(z) renfermant dans son développement un
nombre illimité de puissances de ™!, comme e~ Jkdz Donc aucune des intégrales de
(1) et de (2) n’est réguliére, et, par suite, 'équation (4) n’a pas d’intégrales réguliéres.
Elle est cependant de la forme

Tt Ty =0,

ou la fonction f(z) est holomorphe dans le domaine du point zéro, car on a
fz) = —22° — 5.

L’indice caractéristique est 1, et, néanmoins, I’équation n’a pas une intégrale réguliére.

La méthode précédente peut d’ailleurs se généraliser et permet de former des équa-
tions différentielles de tout degré, a coefficients infinis d’ordres finis pour z = 0, qui
n’ont pas m — i intégrales réguliéres linéairement indépendantes, ¢ étant leur indice
caractéristique.

29. En résumé, I’équation différentielle P = 0, dont tous les coefficients ne ren-
ferment qu’un nombre limité de puissances négatives de z, a au plus m — i intégrales
réguliéres linéairement indépendantes. Si i = 0, elle les a toujours. Si i > 0, elle les
a dans un grand nombre de cas, mais il y a des exceptions. Il s’agit donc maintenant
d’approfondir nos recherches dans ce cas i > 0, et d’arriver a préciser les conditions né-
cessaires et suffisantes que doit remplir I’équation différentielle pour avoir exactement
m — i intégrales réguliéres. Nous sommes ainsi amenés & étudier plus profondément les
équations dont les coefficients présentent tous le caractére des fonctions rationnelles.
Observons encore que 1’équation du second ordre qui nous a servi d’exemple d’excep-
tion s’est offerte & nous comme ayant ses intégrales communes avec deux équations du
premier ordre. Cette remarque conduit a la notion féconde de la réductibilité, dans la
théorie des équations différentielles linéaires.

TROISIEME PARTIE.

30. Soit I’équation différentielle linéaire homogeéne

dmy dmfly
T dam th dxzm—1

P(y) +. +pmy =0,

dont les coefficients p, dans le domaine du point zéro, sont développables en séries
convergentes, procédant suivant les puissances entiéres, positives et négatives de x,
mais ne contiendront désormais qu’un nombre limité de puissances négatives.

Je vais définir la fonction caractéristique.

Dans l'expression différentielle P(y), faisons la substitution y = z*. Nous obtenons
ainsi une fonction de z et de p, P(z”), que nous appellerons avec M. Frobenius la fone-
tion caractéristique de ’équation différentielle P = 0 ou de 'expression différentielle
P.



Nous avons déja eu 'occasion de former la fonction caractéristique d’une équa-
tion différentielle, car c’est elle que nous avons rencontrée au n° 23 pour ’équation
particuliére

d™y  Pi(z)d™ 'y n Py(z) d™ "y -

dxm™ x d:L-m—l 132 dxm—Q xm

Formons actuellement la fonction caractéristique de P ; nous obtenons

—1)...(p—m+1 —1)...(p—m+2
P(z") =2 plo=1) xip mn )+p1p(p )xm(f)l m )—|—...+pm—1§+pm .

J’en déduis

2 PP(a’) = plp—=1)...(p—m+1) +p1p(p—1)...(p—m+2) N

rm pm—1 -t Pm.

D’ou 'on voit que le produit = ?P(x”) peut étre, comme les coefficients p, développé
en une série procédant suivant les puissances entiéres de =, ne contenant qu’un nombre
limité de puissances de z~* et dont les coefficients sont des fonctions entiéres de p du
degré m au plus.

31. Si l’expression différentielle P est donnée, sa fonction caractéristique P(z”)
est connue.

Inversement, supposons que la fonction caractéristique soit donnée sous la forme
z? f(x, p), f(x, p) étant une fonction entiére de p dont les coefficients sont des fonctions
de . On connaitra aisément ’expression différentielle.

En effet, une fonction enti¢re de p, f(x,p), de degré m, peut toujours se mettre,
et d’une seule maniére, sous la forme

f@,p) =umplp—=1)...(p=m+1) +um-aplp—1)...(p—m+2)+...
+u2p(p — 1) + u1p + uo,
ou l'on a
(AT f(x, p)] o=

U= 3y

en posant
f(z,p+1) = f(z,p) = Apf(z,p).
On en déduit

_ mplp—1)...(p—m+1)
(0, = a2

—1)...(p— 2 -1
oD o mma D) el 1)
xT x

+ Um—1T +u1x§ +U0].

Donc z” f(z, p) est la fonction caractéristique de ’expression différentielle

dmy . dm—ly
m m
U g T UM G

dy
iz =+ uey.
dzx



32. Nous avons vu que le produit

—1)...(p—m+1) +p1p(p—1)...(p—m+2)

rm xm—l

=+ "P(a) = 22 +. -.+pm71§ + P

pouvait étre développé en une série procédant suivant les puissances ascendantes de =
et limitée & gauche, dont les coefficients sont des fonctions entiéres de p de degré m
au plus. Cherchons le premier terme a gauche dans cette série. Il est visible que les
exposants de = dans les dénominateurs de 2~ ”P(z”) sont successivement les nombres

o, Iy, Mo, ..., M1, Iy,
définis au n° 16. Si donc g est leur plus grande valeur, le premier terme de la série est
G(p)
x9

degré v de cette fonction en p, égal au plus & m, il est évidemment

de la forme

, G(p) étant une fonction entiére de p, indépendante de z. Quant au

Y=m=,

4 étant 'indice du premier nombre IT égal & g, c’est-a-dire ¢ étant 'indice caractéris-
tique. Dans le cas particulier ¢ = 0, ’équation G(p) = 0, de degré m, n’est autre chose
que ’équation mentionnée au n° 23, et que M. Fuchs a nommée I’équation fondamen-
tale déterminante.

Nous généraliserons alors cette dénomination, et nous appellerons dans tous les
cas et plus simplement équation déterminante de I’équation différentielle P = 0 ou
de l'expression P I’équation G(p) = 0. Son premier membre G(p) sera la fonction
déterminante.

Ainsi, pour obtenir la fonction déterminante d’une expression différentielle, on
formera sa fonction caractéristique, qu’on multipliera par x~?, puis on développera le
produit suivant les puissances ascendantes de z : le coefficient du premier terme sera
la fonction déterminante. Remarquons que, ayant g, il suffit de multiplier la fonction
caractéristique par 2977, puis de faire x =0 :

[ pP(mp)]zzo .

33. Jétablirai immédiatement quelques propriétés de I’équation déterminante de
I'expression différentielle P.

Je remarque d’abord que, si p,, est identiquement nul, la fonction caractéristique,
et, par suite, la fonction déterminante, est divisible par p. Sil’on effectue cette division,
et que ’on change ensuite p en p+ 1 dans le quotient, on obtiendra, en égalant & zéro,
I’équation déterminante de ’équation différentielle d’ordre m — 1 obtenue en prenant

. dy
pour inconnue —-.

7
On apergoit encore de suite que, si dans ’équation P = 0 on pose
y = z"w,

I’équation déterminante de I’équation différentielle en w ainsi obtenue aura pour racines
celles de I'équation déterminante de P = 0, diminuées de po. En effet, la fonction
caractéristique de ’équation en w, P(z”°w) = 0, est P(z”°*). Elle se déduit donc de
la fonction caractéristique P(z”) de ’équation en y, en changeant p en po + p, et, par
conséquent, il en est de méme des équations déterminantes.



Enfin, si dans ’équation P = 0 on pose

y = Y(z)w,

1(x) étant une fonction holomorphe dans le domaine du point zéro, et non nulle pour
x = 0, I’équation déterminante de ’équation différentielle en w ainsi obtenue sera la
méme que celle de I’équation en y. En effet, on voit sans peine que, ’équation en w
étant de la forme

dm m—1 m—2

w d" " w
dmim-&-(p1+P1)W+(;D2+P2)W+..,+(pm+Pm)w—0,

sa fonction caractéristique est la somme de deux termes. Le premier terme

" {p(pfl)m(p*mﬂ) o= (p—mit2)

xm xmfl

+...+pm}

est la fonction caractéristique de I’équation en y, et, dans le second terme,

o [p(p—l)---(p—erl)+P1p(p—1)---(p—m+2)

rm mm—l

le plus haut exposant de z en dénominateur est inférieur au plus haut g dans les
dénominateurs du premier terme. D’ou il résulte que, si 'on multiplie par 977, puis
qu’on fasse x = 0, pour obtenir la fonction déterminante de ’équation en w, le second
terme s’évanouira tout entier, et ’on obtiendra par conséquent le méme résultat qu’en
opérant sur le premier terme seul, c’est-a-dire la fonction déterminante de I’équation
en y.

Il suit de ces diverses propositions, p1, p2, ..., p, étant les «y racines de I’équation
déterminante de P :

1° Que si, dans P = 0, on pose

Yy=nw,

ol y1 est une intégrale de la forme 2”4 (x), 1(z) étant holomorphe dans le domaine
du point zéro, et non nul pour x = 0, ’équation différentielle en w, homogéne par
rapport aux dérivées, ainsi obtenue, aura une fonction déterminante dont les racines
seront

P1 — PO, P2 — PO, ---5 Py — PO,
et que, par conséquent, comme cette fonction est divisible par p, I'une des quantités
p1, P2, - .., P est égale & po, soit p1 = po;

2° Que, si 'on pose ensuite dans I’équation en w
w = [zdz,
la fonction déterminante de I’équation en z sera de degré v — 1 et aura pour racines
p2—po—1, ps—po—1, ..., py —po—1;
3° Que si, par conséquent, dans P = 0, on fait la substitution
y=uyfzdz,

I’équation en z, d’ordre m — 1, ainsi obtenue, aura pour équation déterminante 1’équa-
tion de degré v — 1, qui admet comme racines

p2—po—1, ps—po—1, ..., py —po— 1L



34. La relation simple
t+y=m
entre 'ordre de I’équation différentielle, son indice caractéristique et le degré de son
équation déterminante permet de substituer & la notion de l'indice caractéristique
la considération plus rationnelle de ’équation déterminante. L’indice caractéristique
d’une équation différentielle n’est autre que la différence entre l’ordre de cette équation
et le degré de son équation déterminante.

Dés lors, toutes les propositions concernant I'indice caractéristique, relatives, par
conséquent, a des équations différentielles dont tous les coefficients sont infinis d’ordres
finis pour = = 0, pourront s’exprimer a ’aide de ’équation déterminante.

C’est ainsi que nous énoncerons de la maniére suivante la proposition du n° 26 :

Le nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes de l’équation P = 0
est, au plus, égal au degré de son équation déterminante.

35. On peut d’ailleurs se faire une idée encore plus nette de la fonction carac-
téristique et de la fonction déterminante de 1’équation différentielle P = 0 en mettant
cette équation sous une certaine forme.

Ecrivons-la ainsi :

md™y Pt aad™ly Pm-1_dy

1
PW) = o gom T gm1® i Tt T T

+ pmy = 0.

Réduisons les fractions

1 m b2 Pm—1
am’ gm—1’ pm-=27 """ T

au plus simple dénominateur commun x?, puis multiplions tout par xz?. L’équation
différentielle deviendra

m m—1

_ m Y m—1 d Y d7y _
N(y) = nox T + iz e + ..+ nmflmdx + nmy =0,

ot les séries ng, n1, ..., nm contiennent seulement des puissances positives de x, et ne
s’évanouissent pas toutes pour x = 0.

Nous appellerons cette forme du premier membre d’une équation différentielle sa
forme normale.

La fonction caractéristique de I'expression différentielle N est

N(z”) =z’ [nop(p—1)...(p—m+ 1D +niplp—1)...(p—m~+2)+ ...+ nm_1p+ nmJ;

par conséquent, le produit z7?N(z”) ne contient que des puissances positives de z et
n’est pas nul pour z = 0. Son terme constant est la fonction déterminante.

Inversement, on voit facilement que, si une expression différentielle a une fonction
caractéristique remplissant ces conditions, elle a la forme normale. On peut donc, par
I’examen de la fonction caractéristique, reconnaitre si une expression différentielle a la
forme normale.

36. Je vais définir ce qu’on entendra par une expression différentielle composée,
et en démontrer une importante propriété.
Soit I'expression différentielle

o a—1
Y Yy dy
A(y) = + + ...+ aa- + any.
(y) = a0 T M a1 G gy T el



Je considérerai la lettre A comme un symbole d’opération, de telle sorte que A(y)
indique une opération définie & effectuer sur y :

A( )_ £+ L—1+ +
Yy) = aodxa aldx"‘*l Ao y.

Cela étant, A(B), ou simplement AB, indiquera la méme opération effectuée sur B.
Si alors B est une seconde expression différentielle, AB représentera aussi une expres-
sion différentielle C, et nous dirons que ’expression AB = C, obtenue en effectuant
sur B les opérations indiquées par le symbole A, est composée des expressions A et B,
énoncées dans cet ordre.

Méme définition pour une expression composée de plus de deux expressions.

Si les coefficients des expressions composantes ne contiennent qu’un nombre limité
de puissances négatives de x, comme on le suppose ici, il est clair qu’il en est de méme
des coefficients de ’expression composée.

Soit AB = C et soient

A@?) =a"h(z,p) =3 hu(p)a"",
B(a”) = 2’k(z,p) = Y ku(p)z""",
Cla’) =a’l(z,p) =) I(p)z""

les fonctions caractéristiques des expressions différentielles A, B, C. On a

C(z”) = AB(z") = A [ZV ky(p)mp+"] =3 klp)AE),

c’est-a-dire
PIRNCLED DD BRACEILAOL

11 résulte de cette égalité que, si A et B ont la forme normale, comme alors h,(p)
et k. (p) s’évanouissent pour les valeurs négatives de p et de v, mais non pour la valeur
nulle, >, Ix (p)xA ne contiendra que des puissances positives de x et sera différent
de zéro pour x = 0. Donc (n°® 35), la fonction caractéristique de C, divisée par z”,
remplissant ces conditions, C aura lui-méme la forme normale. De plus, si nous faisons
z = 0 dans la méme égalité, nous aurons entre les fonctions déterminantes de A, B, C
cette relation simple

lo(p) = ho(p)ko(p)-

D’oul cette proposition :

Si une expression différentielle est composée de plusieurs expressions différentielles
de forme normale, elle a elle-méme la forme normale, et sa fonction déterminante est
le produit des fonctions déterminantes des expressions composantes.

Le degré de lo(p) est, par conséquent, la somme des degrés ho(p) et de ko(p).

Plus généralement, on peut remarquer que, si deuzx des trois expressions A, B, C
ont la forme normale, il en est de méme de la troisiéme.

37. Je vais maintenant m’occuper, en vue des recherches ultérieures, de la ré-
ductibilité et de lirréductibilité de I’équation différentielle P = 0. L’introduction de
cette notion, outre qu’elle nous sera d’une utilité capitale, aura I'avantage de mettre
une fois de plus en évidence ’analogie si compléte des équations différentielles linéaires
avec les équations algébriques.



Une équation différentielle linéaire homogeéne, dont les coefficients ne contiennent
qu’un nombre limité de puissances de 7!, sera dite réductible lorsqu’elle aura au
moins une intégrale commune avec une autre équation différentielle linéaire homogéne,
d’ordre moindre, et dont les coefficients présentent le méme caractére. Dans le cas
contraire, I’équation sera dite irréductible.

Par exemple, I’équation du second ordre

d*y 1dy 2245

dz? ' gtdr  ab
que nous avons rencontrée au n° 28, est réductible, puisqu’elle admet toutes les inté-
grales de I’équation du premier ordre

y =0,

d 341
7y+x+
dx x4

Nous formerons tout & ’heure des équations irréductibles.

y=0.

38. Soient
I a—1
Ay) = aodm—g —|—a1me}{ + ...+ any,
dﬁ dﬁ—l
B(y) :bodx—g +bldﬂ,f{ by

deux expressions différentielles, de méme nature que P, et ou l'on a
azf et a—p8=rn

Je dis que, si QQ désigne le symbole d’opération

B dky d%*ly
Qy) = Q05— +Q1W +.. ey,

on pourra toujours mettre A sous la forme
A=QB+R,

les ¢ ne contenant qu’un nombre limité de puissances =~ ', et R représentant une
expression différentielle de méme nature que A, B, Q, mais d’ordre inférieur & .
Si, en effet, on dérive B s fois, on obtient

dB d°tly dPy

dr = oggrr T g UL

d’B dPt2y d*t dPy

e bOW +U21W +U22d$7 + Ua,
B, d°y d“ly dy
doe %0 gra +HK1W+H'+H’{%(M7+UM

les u ne contenant qu’un nombre limité de puissances de =~ ', et les U étant des
expressions différentielles d’ordres inférieurs a 3, et a coefficients de méme caractére
que les u. On déduit de 1a la valeur de la somme

d”B d“'B

— —— 4+ ...+ q.B,
qo P +q o1 +...+4¢q



c’est-a-dire la valeur de QB :

o oa—1 a—2

d*y d*y ]
QB = QObodxia + (qous1 + qﬂm)m + (qotse2 + qrise—1,1 + qﬂm)m +...
+ (qoUss + q1u +...+ U1 + Gscb )@
qoUscse q1 x—1,3c—1 e q>x—1U11 q:00 dl’ﬂ
dﬁ_ly
+mmU%+wnUK_1+..~+¢PJU1+q%(m444;—+.“44wy)
dzP—1
Déterminons qo, q1, g2, - - -, ¢ par les conditions suivantes, ce qui est toujours possible :
qobo = ao,

qous1 + qibo = a1,

QoUsese + QuUse—1,30—1 F . + Ge—1u11 + @bo = as;

nous trouverons évidemment des valeurs ne contenant qu’un nombre limité de puis-
sances négatives de z, et nous aurons
d> y de— 1 y d'B Y

QB:a@i"— +...+a%w

dze t O gt v

U étant d’ordre inférieur 8. Or cela peut s’écrire
A=QB+R,

en posant
dﬁfly
R:a%+]m+...+aa’y—U,

expression différentielle d’ordre inférieur & (3, et dont les coefficients présentent le
caractére des fonctions rationnelles.
Il résulte de 1’égalité
A=QB+R

que toute intégrale commune aux deux équations A = 0 et B = 0 est une intégrale
de R = 0, et que, inversement, toute intégrale commune aux deux équations B = 0 et
R = 0 est une intégrale de A = 0.

39. Supposons que toutes les intégrales de B = 0 satisfassent & A = 0 : alors elles
satisfont aussi & R = 0. Mais I’équation R = 0, étant d’ordre inférieur & (3, ne peut
admettre (3 intégrales linéairement indépendantes que si R s’évanouit identiquement.
D’oul cette proposition :

St Uéquation A = 0 admet toutes les intégrales de ’équation B = 0, A se met sous
la forme composée A = QB.

Remarquons que Q est d’ordre a — 3 et que, d’aprés le n° 36, si A et B ont la
forme normale, il en sera de méme de Q.

40. Supposons I’équation B = 0 irréductible, et imaginons qu’elle ait une inté-
grale commune avec I’équation A = 0, auquel cas ’ordre de A est au moins égal a celui
de B, sans quoi B = 0 serait réductible. On a alors 1’égalité

A =QB+R,



et l'intégrale commune vérifie R = 0. Mais B = 0, étant irréductible, ne peut avoir
aucune intégrale commune avec ’équation R = 0, qui est d’ordre moindre. Il faut donc
que R s’évanouisse identiquement, et, par suite, on a 'identité

A = QB,

ce qui donne cette proposition :
Si ’équation A = 0 admet une intégrale de I’équation irréductible B = 0, elle les
admettra toutes.

41. A et B étant deux expressions différentielles d’ordres respectifs « et 3, il est
facile d’obtenir ’équation différentielle qui donne les intégrales communes aux deux
équations A =0et B=0.

J’opérerai comme dans la recherche d'un plus grand commun diviseur.

Soit @ = 3. On a

A = QB + Rl,

et les intégrales communes & A = 0 et & B = 0 sont les solutions communes & B = 0
et a R1 = 0. On aura donc ainsi successivement

A = QB +Ry,
B = Qi1R1 + Ry,
Ri1 = Q2R2+Rs,

Rsfl = QsRs + R5+1~

Si 01, 02, 03, ... sont les ordres respectifs des expressions différentielles R1, Rz, Rs,
..., on a les inégalités
aZ2fB>01>02>03>...,

d’ou il résulte que o; s’évanouit au plus tard pour j = (. Soient
oe41 =0 et o.x0.

Alors Re+1 est égal ou a uy, u étant une fonction de x, ou & zéro. Dans le premier cas,
les deux équations A = 0 et B = 0 ne sont vérifiées simultanément que pour y = 0,
c’est-a-dire qu’elles n’ont aucune intégrale commune. Dans le second cas, A = 0 et
B = 0 ont des intégrales communes qui sont les solutions de I’équation différentielle
Re =0.

De 1a cette proposition :

Si l’équation A = 0 est réductible, il existe une équation D = 0, d’ordre moindre,
dont elle admet toutes les intégrales.

42. 1l résulte du théoréme précédent et de la proposition du n® 39 que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ’équation A = 0 soit réductible est que A puisse
se mettre sous la forme composée

A=QD,

ou la somme des ordres s et § de Q et de D est égale a 'ordre o de A. Tel est le
caractére d’une équation réductible.

On sait qu’étant donnée une équation algébrique de degré ¢, ayant toutes ses racines
communes avec une autre, de degré s + ¢, on peut ramener la détermination de toutes



les autres racines a la résolution d’une équation de degré ». De méme, connaissant D,
on pourra intégrer ’équation différentielle réductible A = 0 au moyen d’une équation
différentielle Q = 0, d’ordre s, en prenant pour inconnue D.

43. 1l est facile de reconnaitre ’existence d’équations différentielles irréductibles
de tout degré.

Je vais en effet former une équation irréductible A = 0 d’ordre donné «. Je formerai
d’abord sa fonction caractéristique A(z”); j’en déduirai (n® 31) ensuite A.

Dans ce but, je prends au hasard une fonction entiére de p, h(zx, p), de degré a,
dont les coefficients ne contiennent que des puissances positives de x et ne soient pas
tous nuls pour x =0 :

h(z, p) = ho(p) + i (p)z + ha(p)a® + ...,

de sorte que ho(p) n’est pas identiquement nul. J’assujettis simplement la fonction
h(z, p) & deux conditions, savoir : ho(p) sera une constante et hi(p) sera de degré a.

Cela posé, il existe une expression différentielle A, de forme normale, qui admet
pour fonction caractéristique z”h(zx, p) (n° 35), et 'on a

o a—1

_ [eY Y a—1 d Y
A(y) = aox ey +aiz p—

+ ...t auy,

oll aq et % ne s’évanouissent pas pour z = 0, a cause des deux conditions imposées
a h(z,p).

Je dis que ’équation A = 0 est irréductible.

En effet, si elle était réductible, il existerait (n®41) une équation D = 0, d’ordre
moindre §, dont elle admettrait toutes les intégrales, et ’on pourrait mettre A sous la
forme composée

A=QD,

Q étant une expression d’ordre s tel qu’on ait
n+6=a.
On peut d’ailleurs supposer que Q et D ont la forme normale comme A. Or, soient

Q(z") = z°[no(p) + m(p)x 4+ n2(p)z” + .. ],
D(z”) = 2”[Co(p) + Ci(p)w + C2(p)2” +.. ]

les fonctions caractéristiques des expressions Q et D ; leurs degrés en p ne surpassent
pas, comme on sait, les ordres s et §. La formule du n° 36 donne les deux identités

hi(p) = Co(p)m(p) + no(p+ 1)Ci(p).

D’aprés la premiére, ho(p) étant une constante, 10(p) et (o(p) sont eux-mémes const-
ants ; par suite, d’aprés la seconde, la fonction hi(p), qui, par hypothése, est de degré
a, serait identique a une fonction dont le degré n’est pas supérieur au plus grand des
deux nombres s et §, ce qui est impossible. Donc I’équation A = 0 est irréductible.

Remarquons que ho(p), 1o(p) et o(p) sont les fonctions déterminantes de A, Q et
D, de sorte que la fonction déterminante de A est une constante.

Ainsi donc, par la méthode précédente, on peut former des équations différentielles
irréductibles de tout degré.



44. Avant d’utiliser les considérations qui précédent pour ’objet de notre étude,
la recherche des intégrales réguliéres, je vais les appliquer & la décomposition des
expressions différentielles linéaires, homogénes, a coefficients constants.

Soit I’équation différentielle

m m—1
P(y) = Z:Tff +p1% +...+pmy =0,
ot les p sont des constantes.

1° L’expression différentielle P peut se mettre sous la forme composée P = AQ,
les expressions A et Q; étant respectivement d’ordres 1 et m — 1 et de méme nature
que P.

Soient, en effet,

A= T W
dm—l dm—2
Q1 = dxm—?{ + a1 dxm—g + ..+ gm-1Y,

ou les coefficients a et ¢ sont des constantes que je vais déterminer. Je forme AQ, et
je l'identifie avec P. J’obtiens ainsi les équations

q1 — a = pi,
q2 — aq1 = p2,

dm—1 — A4m—2 = Pm—1,

—aqm—1 = Pm,
qui donnent toujours des valeurs constantes pour qi, g2, ..., gm—1, a, car on a
q=a+pi, g=a>+pratps, ..oy gmor =a" " Fpia™ e,
et a est racine de ’équation
a™ +p1am71 +p2am72 + ...+ Ppm_1a+pm =0.
Remarquons que cette équation n’est autre que
e *P(e") = 0.
2° L’expression différentielle P peut se mettre sous la forme composée
P =ABC...HKL,

les m expressions A, B, ..., K, L étant du premier ordre et de méme nature que P.

En effet, je mets P sous la forme P = AQq, puis Q1 sous la forme Q1 = BQq,
et ainsi de suite. Finalement, j’obtiens Q-1 = KQm, Qm étant du premier ordre.
J’aurai donc, en posant Q,, = L,

P =ABC...HKL.



QUATRIEME PARTIE.

45. Revenons maintenant a la recherche des intégrales réguliéres, et appliquons
les considérations précédentes. Nous envisagerons toujours ’équation

+ ...+ pmy =0,

ot les coefficients p ne contiennent tous qu’un nombre limité de puissances négatives
de z.

J’observe d’abord que, si I’équation P = 0 admet une intégrale réguliére, cette
équation est réductible.

En effet, si P = 0 a une intégrale régulicre, elle a aussi (n° 17) une intégrale de la
forme 2Py (x), ot ¥(z) est une fonction holomorphe dans le domaine du point zéro,
et non nulle pour z = 0. Or, cette derniére solution satisfait & ’équation du premier
ordre

ot le coefficient p1 de y est nécessairement de la forme

(n® 22); ce qui d’ailleurs
est visible :
Pi(z) __p_9Y'(x)
e r )
Donc I’équation P = 0 est réductible.
Ainsi, quand l’équation P = 0 admet une intégrale réguliére, elle admet les intégrales

d’une équation différentielle du premier ordre ayant ses intégrales réguliéres.

46. Remarquons ensuite que, si dans ’expression P on fait la substitution

n

y=F=2a"[po +¢1logz + ...+ ¢, (logz)"],

otl les ¢ ne contiennent qu’un nombre limité de puissances de 2~ ', on obtient pour
PF une expression de méme nature

PF = z"[x0 4 x1logz + ... 4+ x*(log 2)],

. . dF
les x ayant le méme caractére que les . Cela résulte immédiatement de ce que T est
x

de méme forme que F.
On peut en conclure que, si dans ’équation différentielle linéaire non homogéne

B=u

u est de la forme

u=2xz°[ug +uilogx + ...+ us(logz)’],
les séries u1, uz, ..., Uy contenant toutes ou en partie un nombre illimité de puissances
de z71, cette équation ne pourra avoir aucune intégrale telle que F. En effet, PF — u
serait identiquement nul. Or (n° 11), si la différence s — r n’est ni nulle ni entiére, on
en déduirait que tous les coefficients x et u sont nuls identiquement, et, si la différence
s — r est nulle ou entiére, on en déduirait

_ _ s—r _ s—r
(=0, Xo=wuwx ', X1=wT , ...,

ce qui est impossible, puisque tous les x ne contiendraient pas un nombre limité de

puissances de z 1.



47. Une intégrale i1 de I'équation différentielle AB = 0 satisfait a I’équation
B =0, ou bien, si B(y1) n’est pas nul, B(y:) satisfait a I’équation A = 0.

Or, soient w1, w2, ..., wi les intégrales réguliéres linéairement indépendantes de
B =0, et w1, wa, ..., Wk, Y1, Y2, ..., ys celles de AB = 0.
B(y1), B(y2), - .., B(ys) sont alors des intégrales de A = 0, et méme des intégrales

réguliéres, d’aprés le n® 46 ; de plus, elles sont linéairement indépendantes, car, si 'on
avait
C1B(y1) + C2B(y2) + ... + CsB(ys) = 0,

les C étant des constantes, on en déduirait
B(Ciy1 + Cay2 + ... + Coys) =0,

et par conséquent Ciyi + Cayz + . .. + Csys serait une intégrale et méme une intégrale
réguliére de B = 0; il en résulterait (n° 17) une égalité de la forme

Ciy1 + Coy2 + ...+ Csys = C/lwl Jr...JrC;gwk,

les C' étant constants; or cette égalité est impossible, puisque, par hypothése, w1,
w2, ..., Wk, Y1, Y2, -.., Ys sont linéairement indépendants. Par conséquent, si 'on
considére toutes les intégrales réguliéres linéairement indépendantes de AB = 0, on
voit que les unes sont toutes les intégrales réguliéres linéairement indépendantes de
B = 0, tandis que les autres correspondent & un nombre égal d’intégrales réguliéres
linéairement indépendantes de A = 0.

D’ou cette proposition :

L’équation différentielle AB = 0 a au moins autant d’intégrales réguliéres linéaire-
ment indépendantes que B = 0, et au plus autant que A = 0 et B = 0 ensemble.

Les deux limites du nombre des intégrales réguliéres de AB = 0 coincident si A =0
n’a aucune intégrale réguliére. Donc :

Si Uéquation différentielle A = 0 n’a aucune intégrale réguliére, les intégrales régu-
lieres de AB = 0 sont les intégrales régulieres de B = 0.

J’énoncerai encore ce théoréme :

Une équation différentielle composée de plusieurs équations différentielles a au plus
autant d’intégrales réguliéres linéairement indépendantes qu’en ont ensemble les équa-
tions composantes.

D’ot il résulte immédiatement que :

Une équation différentielle composée de plusieurs équations différentielles dénuées
toutes d’intégrales régulieres, n’a elle-méme aucune intégrale réguliére.

48. Considérons ’équation différentielle P = 0, d’ordre m. Si elle a une intégrale
réguliére, elle aura (n°® 45) une intégrale réguliére commune avec une équation B; = 0
du premier ordre, et, par conséquent, elle admettra toutes les intégrales de B; = 0.
Donc (n° 39) P se mettra sous la forme composée

P = QiBu,

ot Q1 est d’ordre m — 1. De méme, si Q1 = 0 a une intégrale réguliére, Q: se mettra
sous la forme

Q1 = Q2Ba,
ot By = 0 est une équation du premier ordre ayant une intégrale réguliére et ot Q2
est d’ordre m — 2. En continuant de la méme maniére, on mettra P sous la forme

P=QD,



ot 'on a

D = BgBg—_1...B2By,
les B égalés a zéro donnant des équations du premier ordre ayant chacune une intégrale
réguliére, et Q = 0 étant une équation différentielle d’ordre m — 3 n’admettant aucune
intégrale réguliére.

Remarquons que, si P a la forme normale, on pourra supposer qu’il en est de méme
de Q, Bﬂ, Bgfl, ceey B;.

Cela posé, il résulte du n® 47 que les intégrales réguliéres de P = 0 sont les intégrales
réguliéres de D = 0. Si donc on suppose que P = 0 ait toutes ses intégrales réguliéres,
D = 0, qui est d’ordre 8 < m, devant avoir m intégrales linéairement indépendantes,
sera nécessairement d’ordre 3 = m ; par suite, Q est d’ordre zéro, et I'on a

P =D.

D’oti ce théoréme :
Si léquation différentielle P = 0 a toutes ses intégrales réguliéres, on peut la com-
poser uniquement d’équations du premier ordre ayant chacune une intégrale réguliére.

49. Réciproquement :

Si Uéquation différentielle P = 0 est composée uniquement d’équations du premier
ordre ayant chacune une intégrale réguliére, elle aura toutes ses intégrales réguliéres.

Supposons d’abord deux équations composantes

P=B,, B;=0.

Soient y; une intégrale réguliére de B; = 0 et z2 une de By = 0. y; vérifie P = 0. Une
solution y2 de By = 22 vérifiera aussi P = 0. Or on a

z
Y2 :y1/72 dz,
b1y1

. d .
b1 étant le coefficient de @Y dans B;i. Donc, comme le montre cette forme, ys est aussi

x
une intégrale réguliére de P = 0. D’ailleurs, y1 et y2 sont linéairement indépendants,
car, si 'on avait identiquement

z
Ciy1 + Cayn / oy = 0,
b1y
en divisant par yi, puis dérivant, on déduirait Co = 0, et, par suite, C; = 0.
Supposons ensuite trois équations composantes
P =B3sB2B; =0.

Soient y1 une intégrale réguliére de B; = 0, 22 une intégrale réguliére de Bo = 0 et 23
une de B = 0. Soient y1 et y2 les deux intégrales réguliéres linéairement indépendantes
de B2B1 = 0, trouvées précédemment ; on a

z2 -
biyr

Y2=1My

y1 et yo vérifient P = 0. Une solution ys de I’équation B2B1 = 23 vérifiera aussi P = 0.
Or, on connait deux intégrales y; et y2 de ’équation privée du second membre z3, de
sorte qu’on a y3 par une équation du premier ordre qui donne

zZ2 z3
= de [ = d
Y3 yl/blyl 13/b222 €T,




. d . .
ba étant le coefficient de d—y dans Bz ; d’ou l'on voit que y3 a la forme réguliére.
x

D’ailleurs, les trois intégrales y1, y2, y3 de P = 0 sont linéairement indépendantes, car,
si ’'on avait une relation identique de la forme

C1y1+C2y1/z—2da¢+Csy1/ﬁdw/ % dx =0,
b1y biya bazo

22

en divisant par yi, dérivant ensuite, puis divisant par et dérivant, on en déduirait

191
C3 = 0, et par suite, en remontant, C2 = 0, C; = 0.

On passerait de méme au cas de quatre équations composantes, et, en continuant
ainsi, on prouvera que l’équation P = 0, d’ordre m, a m intégrales réguliéres linéaire-
ment indépendantes. Donc elle les a toutes.

50. Nous avons vu que, si ’équation P = 0 a une intégrale réguliére, on peut
mettre P sous la forme composée
P=QD,

ot Q = 0 n’a aucune intégrale réguliére et ot D = 0 est composée uniquement d’équa-
tions du premier ordre ayant chacune une intégrale réguliére. Il résulte alors du n° 49
que D = 0 a toutes ses intégrales réguliéres, et du n° 47 que P = 0 les admet toutes
sans en admettre d’autres.

On peut donc énoncer les théorémes suivants :

Si léquation différentielle P = 0 a des intégrales réguliéres, il existe une équa-
tion différentielle D = 0 dont les intégrales sont toutes les intégrales réguliéres de la
premiére.

Si D = 0 est l’équation différentielle qui donne les intégrales réguliéres de l’équation
P =0, et si l'on met P sous la forme composée

P =QD,

Uéquation Q = 0 n’aura aucune intégrale réguliére.

51. On peut facilement généraliser la proposition du n® 49.

Soient, en effet, A = 0, B = 0 deux équations différentielles ayant toutes leurs
intégrales réguliéres : d’aprés le n°® 48, on peut les composer uniquement d’équations
du premier ordre admettant chacune une intégrale réguliére. L’équation AB = 0 sera
alors composée de la méme fagon. Donc (n® 49) toutes ses intégrales seront réguliéres.
D’oit cette généralisation :

Si Uéquation différentielle P = 0 est composée uniquement d’équations ayant cha-
cune toutes leurs intégrales réguliéres, elle aura elle-méme toutes ses intégrales régu-
lieres.

52. 1l résulte du n° 50 que 'on peut mettre une expression différentielle A sous
la forme composée
A =QD,

ot D = 0 n’a que des intégrales réguliéres et (Q = 0 aucune. Supposons que B = 0 n’ait
que des intégrales réguliéres. On a

AB = Q(DB).



Or, d’aprés un théoréme du n° 47, les intégrales réguliéres de AB = 0 sont les intégrales
réguliéres de DB = 0. Mais (n° 51) DB = 0 n’a que des intégrales réguliéres. Donc le
nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes de AB = 0 est la somme
des ordres de B et de D, ou, ce qui est la méme chose, la somme des nombres d’intégrales
réguliéres linéairement indépendantes de B et de A. D’ou cette proposition :

St l’équation B = 0 n’a que des intégrales réguliéres, l’équation AB = 0 aura exac-
tement autant d’intégrales régulieres linéairement indépendantes qu’en ont ensemble
A=0etB=0.

On en tire cette conséquence :

Si B =0 n’a que des intégrales réqulieres et AB = 0 en a s linéairement indépen-
dantes, A =0 en aura s — 3, B étant ’'ordre de l’expression B.

53. Je vais A présent montrer comment les propositions précédentes permettent
de rattacher les intégrales réguliéres de ’équation différentielle P = 0 & son équation
déterminante. Et, d’abord, je ferai une remarque importante sur 1’équation différen-
tielle du premier ordre.

Soit ’équation du premier ordre

d
ux—y + wy =0,
dx
que j’ai mise sous sa forme normale, ol, par conséquent, u et w ne contiennent que
des puissances positives de x et ne sont pas tous deux nuls pour x = 0. L’intégrale
générale est

dx
-

y=e
On a déja vu au n° 22 que, si u n’est pas nul pour x = 0, y est une intégrale réguliére
de la forme x”v(x), tandis que, si u pour z = 0 est un zéro d’ordre n, auquel cas w
n’est pas nul pour x =0, on a

C1 G, LCp
y=e= P gy (),

qui n’est pas une intégrale réguliére. ¢(x) ne contient que des puissances positives de
z, et 1(0) n’est pas nul.
Soient ug et wp les valeurs de u et w pour x = 0. La fonction caractéristique de
I’équation considérée est
z’(up + w),
et sa fonction déterminante est
UppP + Wo-

Donc, dans le premier cas ug % 0, oit ’équation a ses intégrales réguliéres, la fonction
déterminante est une fonction entiére de p du premier degré, et, dans le second cas
uo = 0, ot I’équation n’a aucune intégrale réguliére, la fonction déterminante est une
constante. D’otul la réciproque.

54. Les propositions établies aux n® 22 et 26, en partant d’équations différen-
tielles dont tous les coefficients n’étaient pas infinis d’ordres finis pour = 0, peuvent
se retrouver immédiatement & 1’égard de l’équation P = 0, ot tous les coefficients
présentent le caractére des fonctions rationnelles.

1° Si l’équation différentielle P = 0 a toutes ses intégrales régulieres, le degré de
son équation déterminante est égal a son ordre.



En effet, I’équation P = 0, d’ordre m, ayant toutes ses intégrales réguliéres, on peut
(n° 48) la composer de m équations du premier ordre ayant chacune une intégrale
réguliére. Les m + 1 expressions peuvent d’ailleurs étre supposées mises sous forme
normale (n°48). Or, d’aprés le n° 53, la fonction déterminante de chacune est du
premier degré. Donc la fonction déterminante de P, qui est le produit (n° 36) de ces
m fonctions du premier degré, sera de degré m.

Comme on sait, M. Fuchs a démontré que réciproquement :

Si I’équation déterminante est du degré m, 1’équation différentielle P = 0 a m
intégrales réguliéres linéairement indépendantes, et par suite toutes.

2° Le nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes de I’équation dif-
férentielle P = 0 est au plus égal au degré de son équation déterminante.

En effet, I’équation P = 0, ayant s intégrales réguliéres linéairement indépendantes,
peut se mettre (n° 50) sous la forme composée

P = QD,

ol Q = 0 n’a aucune intégrale réguliére et ot D = 0 est d’ordre s et a toutes ses
intégrales réguliéres; P, Q et D peuvent, du reste, étre supposés de forme normale. La
fonction déterminante de D est donc de degré s d’aprés le théoréme précédent. Mais
la fonction déterminante de P est (n° 36) le produit des fonctions déterminantes de Q
et de D; donc elle est au moins de degré s, et, par conséquent, s est au plus égal au
degré de I’équation déterminante de P = 0.

55. Lorsque nous avons rencontré ce dernier théoréme pour la premiére fois,
nous avons vu que, dans un grand nombre de cas, il y a égalité, c’est-a-dire que le
nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes est égal au degré ~ de
I’équation déterminante. Si v = m, par exemple, il y a toujours égalité et les m
intégrales réguliéres appartiennent a des exposants qui sont les racines de ’équation
déterminante (n° 23). Mais, lorsque « est plus petit que m, il peut y avoir exception et
lon a s £ «, s étant le nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes. 11
s’agit d’approfondir ce cas, v < m, et de trouver la condition nécessaire et suffisante que
doit remplir I’équation P = 0 pour avoir exactement =y intégrales réguliéres linéairement
indépendantes.

Je vais d’abord démontrer une importante propriété des s intégrales réguliéres qui
existent effectivement, puis je retrouverai leurs expressions de la forme du n° 9, et,
enfin, j’établirai la condition qui doit étre imposée & P = 0 pour que 'on ait s = .

J’admettrai les deux principes suivants :

1° En disposant convenablement de la constante introduite par I'intégration, on
peut faire que expression

f Fdz,
ou F est de la nature indiquée au n°® 14 et appartient & ’exposant p, soit une fonction
de méme nature que F appartenant & l’exposant p + 1.

2° Si ’équation différentielle P = 0, ayant toutes ses intégrales réguliéres, est com-
posée uniquement d’équations ayant chacune toutes leurs intégrales réguliéres, et si
P ainsi que toutes les expressions composantes sont supposés de forme normale, les
intégrales réguliéres linéairement indépendantes des équations composantes appartien-
dront aux mémes exposants que celles de I’équation P = 0, c’est-a-dire aux racines de
I’équation déterminante de P = 0.

La démonstration trés-simple du premier principe a été donnée par M. Fuchs.
Quant & celle du second, elle résulte immédiatement de ce que la fonction déterminante
de P est le produit des fonctions déterminantes des équations composantes.



56. Si l’équation différentielle P = 0 a s intégrales réguliéres linéairement indé-
pendantes, elles appartiennent & des exposants qui sont s des racines de son équation
déterminante.

En effet, mettons P sous la forme composée

P =QD,

ol D = 0 est d’ordre s et a toutes ses intégrales réguliéres, et ot Q = 0 n’a aucune
intégrale réguliére. Les intégrales réguliéres de P = 0 sont alors les intégrales de D =
0. Or, les s intégrales réguliéres de D = 0 appartiennent a des exposants qui sont
les racines de son équation déterminante. D’autre part, P, Q et D étant supposés
sous forme normale, en multipliant cette fonction déterminante par celle de Q, on
obtient celle de P. Donc les exposants auxquels appartiennent les s intégrales réguliéres
linéairement indépendantes de D = 0, c’est-a-dire de P = 0, sont s des racines de
I’équation déterminante de P = 0.

Ainsi se trouve généralisée la propriété établie par M. Fuchs dans le cas ou 7 est
égal a m.

57. Sachant que les s intégrales réguliéres linéairement indépendantes y1, y2, . . .,
ys de P = 0 appartiennent respectivement aux racines pi, p2, ..., ps de I’équation
déterminante, proposons-nous de retrouver, sous la forme du n°9, 'expression de
I'intégrale yi, qui appartient a ’exposant donné py,.

J’observe d’abord que, y1, y2, . . ., ys étant les intégrales de D = 0 et leurs exposants
pP1, P2, - -, Ps €tant les racines de I’équation déterminante de D, il suffit d’opérer sur
I’équation D = 0, qui a toutes ses intégrales réguliéres.

D = 0 ayant toutes ses intégrales réguliéres, je mets (n°48) D sous la forme
composée

D =B,B._1...B3B:B1,

ol les équations composantes sont du premier ordre, leurs premiers membres étant
supposés de forme normale, et ont chacune une intégrale réguliére.

Soit, en général, z; une intégrale réguliére de B; = 0. On sait, d’aprés le second
principe du n° 55, que z; appartient & I'un des exposants p1, p2, ..., ps-

Je dis que, p1, p2, ..., ps étant un mode de succession arbitrairement choisi pour
les quantités p, on peut opérer la décomposition de D suivant un ordre tel que zj,
intégrale de B; = 0, appartienne & I’exposant p;.

En effet, il y a une intégrale réguliére de D = 0 qui appartient & ’exposant pi,
et l'on peut alors écrire D = Q1B1, ot B1 = 0 est du premier ordre et admet cette
intégrale, et ot Q1 = 0 est d’ordre s — 1 et a toutes (n°® 52) ses intégrales réguliéres.
Parmi les s —1 intégrales réguliéres de Q1 = 0, il y en a une qui appartient a ’exposant
p2, et P'on peut alors écrire Q1 = Q2B2, ott Ba = 0 est du premier ordre et admet cette
intégrale, et ou Q2 = 0 est d’ordre s — 2 et a toutes ses intégrales réguliéres. Et ainsi
de suite. On obtiendra finalement

D =B,B,_:...B:B1,

ot les intégrales z1, z2, ..., zs appartiennent respectivement aux exposants pi, p2, ...,
Ps-

Remarquons qu’on a alors y1 = z1.

Cela posé, cherchons les expressions des intégrales y1, y2, .. ., ys qui appartiennent

respectivement aux exposants pi, p2, ..., Ps.
b b 7



1° Supposons que parmi les s racines p il n’y en a pas deux dont la différence est
nulle ou entiére.

Dans ce cas, nous regarderons comme quelconque 1’ordre de succession p1, p2, ...,
ps des exposants auxquels appartiennent respectivement les intégrales z1, z2, ..., 2s
des équations successives B1 =0, Ba =0, ..., Bs = 0.

Nous poserons en général

Z] :"ij-;’l/)](x)y j: 1’ 2’ 37 MR | s’

1;(x) ne contenant que des puissances positives de x et n’étant pas nul pour x = 0.
L’intégrale réguliére z1 = x”'4)1(z), appartenant a ’exposant p1 et vérifiant D = 0,
représente yi :
y1 = 2" ().

Une solution de By = z2 est de la forme

22 o1 po—p1—1_Y2(z)
yl/bla:yl dr ou «x 1/)1(1')/17 brin (2) dzx,

d
bix étant le coefficient de d—y dans la forme normale B;. Or, b; n’étant pas nul (n® 53)
x

P2 (z)

pour z = 0, m ne contient que des puissances positives de x et n’est pas nul pour

z = 0. Cette solution est donc bien de la forme réguliére et appartient & ’exposant
1+ (p2 — p1), c’est-a-dire p2. Comme elle vérifie D = 0, elle représente ys :

y2 = 2o ().

p2 — p1 n’étant ni nul ni entier, par hypothése, y2 ne contiendra pas de logarithmes.
Une solution de BoB;1 = 23 est de la forme

z2 z3
y1/ b1zy1 dx/ bazrza d,

1 2—p1—1 ¢2(CE) 3—p2—1 wS(x)
z” w1(x)/mp L 7b1¢1(x) d;r/xp L 71)21#2(28) dz,

ou

d
box étant le coefficient de e dans la forme normale By. La quantité b2 n’étant pas

nulle pour x = 0, cette solutign est bien de la forme réguliére et appartient & I’exposant
p1+ (p2 — p1) + (ps — p2) = ps.
Comme elle vérifie D = 0, elle représente ys3 :
ys = 2% p3().

p3 — p2 n’étant ni nul ni entier, y3 ne contient pas de logarithmes.
En continuant de la méme maniére, on obtiendra successivement les s intégrales
réguliéres linéairement indépendantes de P = 0, sous la forme

n=z"o1(z), y2=12p2(x), ..., ys=2z"¢s(x),

ol les ¢ présentent le caractére des fonctions holomorphes et ne s’évanouissent pas
pour x = 0.



2° Supposons qu’il se trouve entre les racines p1, p2, ..., ps des différences nulles
ou entiéres.

Dans ce cas, nous partagerons les racines p1, p2, ..., ps en groupes tels que cha-
cun d’eux ne contienne que des racines dont les différences mutuelles soient ou nulles
ou entiéres et comprenne toutes ces racines. Certains groupes pourront ne renfermer
qu’une seule racine. Dés lors il est facile d’obtenir le groupe d’intégrales réguliéres
correspondant a un groupe donné de racines.

Soient p1, p2, ..., Pk, les racines d’un groupe, rangées dans un ordre quelconque.
On peut alors supposer, comme on l'a vu, que les intégrales réguliéres z1, z2, ..., 2k
des équations successives By = 0, Bo = 0, ..., By = 0 appartiennent respectivement
aux exposants p1, p2, ..., Pk-

Cela étant, on déterminera y1, y2, ..., Yr en suivant la marche expliquée dans le
cas précédent. On aura

_ Pl _ .r1 pa—p1—1_Y2()
1= 1(z 2 =X 1(x T ————dx
Y Ui(z), y 1/}()/ b (@) O
91 ne renferme pas de logarithmes ; mais les différences p2—p1, p3—p2, . . ., étant entiéres
ou nulles, y2, y3, ... contiendront généralement des logarithmes; y2 en renfermera

certainement si p2 — p1 est nul, car la différentielle sous le signe f dans y2 est

ERCIL

Cop étant différent de zéro et po(z) holomorphe dans le domaine du point zéro; I'inté-
gration donne
Cologz + o(x),
et, par suite, on a
y2 = 2”2 [xo(z) + x1(z) log 7] .
Il peut arriver cependant que tous les logarithmes disparaissent.

On aura donc ainsi le groupe d’intégrales réguliéres appartenant aux exposants
donnés, tel que la différence des exposants de deux intégrales de ce groupe soit nulle
ou entiére.

3° Remarquons encore que, si ’on pose

z2 z3 Zs
21 = U1, = Uz, = us, ey — = Us,
bizyr baxzo bs—1x25s—1
on aura
Y1 = U1, Y2 = ulfugd;r, Yz = ulqudme3d;z’, ey Ys = u1fu2dxfu3dx .. .fusdm,
ot 'on a
—pp_1—1
up = PR gy (),

ok (z) étant holomorphe dans le domaine du point zéro et non nul pour z = 0, u
appartenant par conséquent a l’exposant pp — pr—1 — 1. Ces résultats sont d’accord
avec les n®® 18 et 33.



58. Je vais enfin trouver la condition précise que doit remplir I’équation différen-
tielle P = 0, pour avoir un nombre d’intégrales réguliéres linéairement indépendantes
exactement égal au degré de sa fonction déterminante. Dans les deux démonstrations
suivantes, P, Q et D seront supposés sous la forme normale.

Si le nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes de l’équation
différentielle P = 0, d’ordre m, est égal au degré v de sa fonction déterminante, P
pourra se mettre sous la forme composée P = QD, ou Q sera d’ordre m — v et aura
pour fonction déterminante une constante.

En effet, P = 0, ayant ~ intégrales réguliéres linéairement indépendantes, peut
(n® 50) se mettre sous la forme P = QD, ou Q est d’ordre m — v et n’a aucune
intégrale réguliére, ot D est d’ordre v et a toutes ses intégrales réguliéres. Donc (n° 36)
la fonction déterminante de P est égale au produit des fonctions déterminantes de Q
et de D. Or celle de D est de degré ~y, puisque D = 0 a toutes ses intégrales réguliéres,
celle de P aussi ; donc il faut bien que la fonction déterminante de Q soit une constante.

Réciproquement :

Si I’expression différentielle P d’ordre m, ayant une fonction déterminante de degré
v, peut se mettre sous la forme composée P = QD, out Q est d’ordre m — -y et a pour
fonction déterminante une constante, I’équation différentielle P = 0 aura exactement
v intégrales réguliéres linéairement indépendantes.

En effet, P étant d’ordre m et Q d’ordre m — =, D sera d’ordre «. Or, a cause du
théoréme du n° 36, la fonction déterminante de Q étant du degré zéro, celle de D est
du degré v. Donc D = 0 a toutes ses intégrales réguliéres, puisque son ordre est égal
au degré de sa fonction déterminante. Mais ’équation Q = 0, ayant pour fonction dé-
terminante une constante, ne peut admettre (n® 54) aucune intégrale réguliére. Donc,
d’apres le n° 48, I’équation P = QD = 0 aura pour intégrales réguliéres les intégrales
de D = 0, c’est-d-dire qu’elle aura exactement = intégrales réguliéres linéairement
indépendantes.

Les deux propositions qui précédent donnent donc le critérium qui permettra de
décider si P = 0 a « intégrales réguliéres :

Pour que ’équation différentielle P = 0, d’ordre m, ayant une fonction détermi-
nante de degré v, admette v intégrales réguliéres linéairement indépendantes, il faut et
il suffit que Uexpression P soit de la forme P = QD, Q étant d’ordre m — v et ayant
pour fonction déterminante une constante.

Les Chapitres qui vont suivre nous permettront de transformer cette condition,
en considérant ’équation au multiplicateur intégrant de P = 0. Comme nous allons
le voir, il existe une connexion remarquable entre une équation linéaire homogéne et
celle que vérifient ses facteurs intégrants.

CINQUIEME PARTIE.

59. Soit I’équation différentielle linéaire homogéne

+ ...+ pmy =0,

ou les coefficients p sont des fonctions de x holomorphes dans une partie du plan a
contour simple, sauf pour certains points singuliers isolés les uns des autres.



Considérons m intégrales linéairement indépendantes de la forme
y1 =v1, y2 = vifvade, ys = vifvedafvsde, ..., ym = vifvedafvsde...[omde.

Je vais d’abord mettre P sous une forme composée déterminée.
Dans ce but, je construis les équations différentielles du premier ordre

A1 =0, Ay=0, ..., A;=0, ..., A,=0,
de la forme

d
Ajzﬁ—ijIO,

admettant respectivement comme solutions
V1, V102 ...Vj, «ony V102 ... 05, ceey V1V2 ...Um.
La valeur de K;, par exemple, sera

-1 d(vwz . ’Uj)

K; = (vive ... vj) .

Je dis que I'expression composée
AmAm—1...A3A2A,

est identique a P.
En effet, cette expression est annulée par les intégrales générales des équations

A1 = 0, A1 = V102, A2A1 = V10V2V3, ..., AmflAmfg oo A2A1 = V1V20V3...Um.

Or, l'intégration directe de ces équations montre qu’elles admettent des solutions coin-
cidant précisément avec yi, y2, ..., Ym; car, A; = 0 étant satisfaite pour y = v,
A1 = viv2 est satisfaite pour y = v1 fvgdx, A2A; = vivous pour y = v fvgda:fvgdx,
.... Donc les deux équations

AmAm_l,...A2A1:0 et PZO,

d’ordre m, ont un systéme fondamental d’intégrales commun, et, par conséquent,
m

Y

comme dans les deux premiers membres le coefficient de — est 1, ces deux pre-

miers membres sont identiques ; sinon, leur différence, qui serait au plus d’ordre m —1,
serait annulée par m fonctions linéairement indépendantes, ce qui est impossible. On
a donc l'identité

P=AnAn_1...A2A4.

L’expression P étant ainsi décomposée, j'observe, d’aprés le raisonnement précé-
dent, d’une part, que 1’équation d’ordre m — 1

A(y) = AmflAmfz e AQAl =0

admet les m — 1 intégrales linéairement indépendantes yi1, y2, ..., Yym—1, €t que par
suite son intégrale générale est

Ciy1 + Coya + ... + Cruc1Ym—1,

d’autre part, que I’équation
A(y) =viva...vm



admet la solution particuliére y.,, et que par suite I’équation
A(y) = Cv1v2 .. . U,

ot C,, est une constante arbitraire, admet la solution particuliére C,,y,,. D’ou je
conclus que l'intégrale générale de cette derniére équation d’ordre m — 1 est

Ciy1 + Cayz + ... + Cruym,
c’est-a-dire la méme que celle de I’équation P = 0 d’ordre m. Il en résulte que I’équation
A(y) = Cv1v2 ... Um

est une intégrale premiére de ’équation différentielle P = 0.
Si donc j’élimine la constante C,, de cette intégrale premiére, en 1’écrivant

(viva ... vm)flA(y) = Cm,

puis dérivant, ce qui donne

ez vm) AW =0,

m
Y en mul-

dx™

si ensuite, dans ’équation obtenue, je raméne & I'unité le coefficient de

tipliant par viva...vm, j'arriverai a une équation différentielle

d _
VIV ... vm%[(vwg coum) TA(Y)] =0

qui aura son premier membre identique avec P.
Ecrivons cette identité; si je pose

(v1ivz... vm)71 =M,

elle s’écrira

MP(y) = <L [MA(y)].

Or, elle exprime que P(y), multiplié par M, est une dérivée exacte. C’est la défini-
tion méme d’un multiplicateur intégrant. Donc, toute expression de la forme
(viva... vm)fl est un facteur intégrant.

Cherchons une équation qui fasse connaitre M directement en fonction des données.

Je pars de l'identité

d
MP = —[MA .
(y) = - IMA(y)]
A, qui représente expression A,,_1A;,_2...A2A1, est de la forme

dmfly dm—Qy
A(y) = dxm—l +l1 dxm—2

—‘r“.-i-lm,ly.

Egalons les coefficients des mémes dérivées dans les deux membres :

dM d(Ml d(Ml
= Ml = piM, ( 1)+1\/112:p21\/1, ( 2)+1\/113:;031\/1,...,
dx dxr dr
d(Mly, — d(Mlp,—
4( 2) +Mlm—l :pm—lM7 ( 1) :pmM
dx dx



Eliminant successivement l1, l2, . .., l.,,—1 entre ces m égalités, nous obtenons I’équation
différentielle

d"M  d"(pM) n d™ 2 (p2M)
dx™ dx™m—1 dx™m—2

a laquelle satisfait le multiplicateur intégrant M.
Inversement, toute solution de cette équation est un facteur intégrant de la forme
(’U1U2 - Um)_l.
Soit en effet M une solution. Les m — 1 premiéres égalités en | déterminent Iy, la,
.oy Ilm—1, et la derniére est satisfaite. L’expression A est donc déterminée et, en outre,

+...+(=)"pM =0,

on a J
MP(y) = —[MA
(y) = —IMA(y)],
ce qui prouve que M est bien un facteur intégrant.

De plus,
MA(y) = Cm ou A(y) = C, M1,

C,, étant une constante arbitraire, est une intégrale premiére de P = 0. D’ou il résulte
en premier lieu que m—1 solutions y1, y2, . . ., ym—1 de A = 0 sont aussi solutions de P =
0, et en second lieu que, si ces m — 1 solutions, supposées linéairement indépendantes,
sont mises sous la forme

Y1 = 1, ygzvlfvzdw, s ym_lzvlfvzdx...fvm_ldm,

une solution y,, de P = 0, qui constitue avec y1, y2, . . ., Yym—1 un systéme fondamental,
pourra s’écrire

Ym = Cmvifva de ... fom dz,

vUm satisfaisant & 1’égalité
-1
VIV ... U = M~ .

Si, en effet, on fait la substitution
y = Cmvlfvgdac .. .fvmfldmfvm dzx
dans I’équation
Aly) = CmM_17

on obtient
Cmv1v2 ... U 1Um = CmM_l.
et par suite
V1V2 ...Um = M_l.
J’en conclus donc
M= (vivz... vm)_l.
L’équation aux multiplicateurs intégrants de la forme (vi,v2, ..., vm)fl est donc
d™™  d™H(piM)
dzm™ dxm—1

+...4+(=1)"pmM = 0.

Remarquons que la premiére des m égalités en [,

dM
— + Ml = le,
dx

donne cette valeur de M
M= ef(pl—ll)dic_



60. Lagrange a trouvé I’équation différentielle en M par un autre procédé que je
. . . dm .
vais rappeler sommairement. Donnons méme un coefficient pg & 2 Y ans I'expression

dzm™
P, po étant différent de I'unité.

Je multiplie P par M dx, M étant une indéterminée, et j'intégre la différentielle
P(y)Mdz.
L’intégration par parties donne successivement

[pmyMdz = [pmMydz

/pmq@M dzr = pm_1My — / Mgdm

dx dx
d?y dy  d(pm-2M) d*(pm—2M)
m—275Mdr = ppr_oM-—"= —
/p % da? dr = pm—2 dx dx +/ dx? yde

On en déduit

d(pm—1M) + d*(pm—2M)

JP(y)Mdx = MA(y) + / {pmM I da?

} ydz.

Si donc on détermine la fonction M par la condition qu’elle satisfasse & I’équation

d(pm-1M) n d* (pm—2M)
dx dx?

d" (poM)

O: mM* )
p dx™

+... .+ (=)™

on aura d
MP(y) = ——[MA(y)],

et M sera un multiplicateur intégrant.

On retombe donc ainsi sur I’équation en M déja obtenue, et 'on voit que, pour la
trouver, il suffit d’intégrer par parties les différents termes de P(y)M dx et d’égaler a
zéro la somme des éléments placés sous les signes [.

61. Inversement, je vais appliquer cette régle a la recherche de I’équation aux
multiplicateurs intégrants de 1’équation différentielle en M.

Je multiplie par y dx le premier membre de ’équation en M et j'intégre par parties
les différents termes

fpmMy dx zfpmyM dx,
/,Mydx = —pm_1yM = /pm—1@Md$,
dx dx

d*(pm—2M) d(pm—2M) dy d*y
/ V=T y*“ﬂ*”@*/ P2 oa M AT,

Egalant & zéro la somme des éléments placés sous les signes f , jobtiens I’équation en
Y

m

d d
Ozpmy+pm_1—y+...+p07y,
dx dx™

qui est précisément ’équation P = 0, de sorte que, réciproquement, P = 0 est I’équation
aux facteurs intégrants de I’équation en M.



62. 1l y a donc réciprocité compléte entre ’équation P = 0 et 1’équation en M,
et chacune d’elles est I’équation aux multiplicateurs intégrants de ’autre.

Nous dirons que les deux équations sont adjointes, et 'expression adjointe de I'ex-
pression différentielle

dm dm—l
P(y) = dmiﬂ?;l +p1dx7m—g{ + ...+ Py
sera
__ymd™ m-1d™ " (p1M) d(pm—1M)
P(M) =(-1) p (-1) Jomn—1 + ... = + pm M.
Généralement, si les deux expressions différentielles
do‘ do‘—l
S(y) = So 72 +S1 7% + ...+ Soy,
do‘ do‘—l
S(y) zsodxi’ 5 dxofl’ o+ Sy
sont adjointes, on aura
_ Uda (50y) o—1 dail(sly) d(sgafly)
S(y) = ( ].) o + ( ].) W . T +50'y,
_ (_1ye ¥ (Soy) o—1d7"(S1y) d(So-1y)
S(y)_( I)W"_( 1) W T"‘Soy

Remarquons aussi que, si 'on considére les deux expressions adjointes P(y) et
P(M), on a les deux identités

y2(M) = - [yB(M)],
MP(y) = L MA@,

d’out 'on déduit d
MP(y) - y2(M) = ——[MA(y) — yB(M)],

de sorte que la différence

MP(y) — yP(M)
est la dérivée d’une expression différentielle linéaire et homogéne en y et en M, les
coefficients étant des fonctions linéaires homogénes des coefficients p et de leurs déri-
vées; on a, en effet, trouvé plus haut les valeurs des coefficients Miy, Mia, ..., Ml —1
de MA(y), et ceux de B(M) sont analogues.

63. Je vais établir une relation élégante existant entre une expression différen-
tielle mise sous forme composée et son expression adjointe.
Considérons les deux expressions adjointes

B day dafly
S(y)_Sdeio'—’_Slm—i_"'—'_S"y’
B do'y do'fly
S(y) = SOdmd + 8 g +... 4 Sy



Je dis d’abord que, u étant une fonction de x, I'expression différentielle adjointe
de S(uy) est uS(y).
En effet, on a

d’ (Soy)

dxz°

o—1 da_l (51y)
dxo—1

S(y) = (~1)7

d’ou 'on déduit

+(-1) + .+ Sy,

(Souy) o—1d” " (S1uy)

o d”
S(uy) = (—-1) d (-1) g + .+ Souy.

L’expression adjointe de S(uy) est, par conséquent,
do’y a—ly dy
‘Soudxa -l-Sludch1 +...+5(;_1udx + Souy,

c’est-a-dire uS(y).
Je dis ensuite que, u étant une fonction de x, 'expression différentielle adjointe de

(1) st

En effet, ’expression

dky do’+ky do‘+k71y dky
Sk ) = So ek + 81 omit o+ Se g
a pour expression adjointe
" do‘+k S o B do‘+k71 S dk S
(-1) +k7d$£+2y) +(=1)°t* 17dmo+£jy) For (D ény),
ou bien i
k4 S(y)
(="

k k
Par conséquent, (fl)k%[ué'(y)] sera ’adjointe de T(%), T(y) étant 'expres-
z x

sion qui a pour adjointe uS(y). Or, cette expression est

T(y) = S(uy);
k k
donc (fl)k%[ué'(y)] sera l’adjointe de S(u%)

i
Soient enfin R et S les adjointes de R et de S, ou S désigne toujours 'expression

do‘y da‘—ly

SOdI0+SIdI 71—|-...—|—S(7y.
On a )
_ ey d”"y
RS=R {Sodxa} +R {Sldxa—l] + ...+ R(Soy).

Or, il est évident que ’adjointe d’une somme est la somme des adjointes. Donc 1’ad-
jointe de RS sera

17 o) + (-1 L

[S1R(Y)]+ .-+ SR (y),



c’est-a-dire
SR..

On a donc ce théoréme remarquable :

L’expression adjointe de RS est SR.

La propriété s’étend facilement a un plus grand nombre d’expressions, et ’on a
cette proposition générale :

Si une expression différentielle est composée de plusieurs expressions différentielles,
rangées dans un certain ordre, l’expression différentielle adjointe est composée des
expressions adjointes rangées dans l’ordre inverse.

Remarquons, en passant, une conséquence de ce fait que 'expression adjointe de
uS(y) est S(uy). Nous avons supposé, dans la recherche du n°® 59, que le coefficient de
d™y

T dans P était égal a I'unité, et nous avons trouvé que ’adjointe de ’expression
x

dm dm71 dm72 -
£y, me Y, pe v, | Pm,
dz™  podxm—1l  podx™—2 Do

est 'expression différentielle

G

md"M Po Pm
-1 -1 — 4 ...+ —M.
(-1 dom +(-1) dem—1 Tt 2o
Donc 'adjointe de
my dm—ly
podxm +p1dmm71 + ...+ Pmy
sera )
mdm pOM m— dm_ le
(-1) %—i—(—l) 1ﬁ+...+pmM,

comme nous l'avons vu par la méthode de Lagrange.

64. 11 est facile de trouver la liaison qui existe entre les intégrales des deux
équations adjointes P(y) = 0 et (M) = 0.
J’observe d’abord que ’équation du premier ordre

dy
& hy =
dx Y
a pour adjointe
dM
— +hM =
dz + ’

et ensuite que, si la premiére admet la solution y = v, la seconde admettra la solution
M=o
Cela étant, je mets P(y) sous (n° 59) la forme composée
P(y) = AmAmfl e A2A1,
les équations du premier ordre
A1 =0, A,=0, ..., A,=0

admettant respectivement pour solutions

V1, V1V2, V1V2V3, ..., V1V2...Unm.



L’équation P(y) = 0 admettra alors (n° 59) le systéme fondamental d’intégrales
Y1 =v1, Y2 :vlfvgd:v7 B T :vlfvgdm...fvmda:.

Mais soient 4;, A2, ..., 4 les expressions adjointes de A1, Az, ..., A,,. D’aprés le
théoréme du n° 63, on a
PM) = A% ... A1 A,

et, d’aprés la remarque qui précéde, les équations
Ay =0, Ap-1=0, ..., =0, 24 =0

admettent respectivement comme solutions

(vlvg...vm)_l, (vlvz...vm_l)_l, R (vlvg)_l, vl_l

Donc P(M) = 0 aura comme systéme fondamental d’intégrales

M;: = (viv2. ..vm)fl,

Mg = (U1’U2 .. .’Um)_lf’l}m dﬂ,’,

M; = (viv2... vm)flfvm davanhl dx,

M,, = (viva . ..vm)flfvm dzfvm—1dz... [vada.

Ces formules montrent clairement la corrélation des deux systémes fondamentaux
d’intégrales de P(y) = 0 et de P(M) = 0.

65. Revenons maintenant & nos hypothéses sur I’équation différentielle

d d
P(y):7y+pl » ,y+---+pmy=0,

et supposons que les coefficients p soient développables en séries convergentes dans le
domaine du point zéro, procédant suivant les puissances entiéres, positives et négatives
de x, mais ne contenant qu’un nombre limité de puissances négatives.

Il en sera évidemment de méme des coefficients de I’équation différentielle adjointe

md™M
dz™

m—1d™ " (p1M)
dxm—1

P(M) = (-1) +(-1) + ...+ puM=0.

Nous allons voir que les fonctions déterminantes de P(y) = 0 et de P(M) = 0 sont
étroitement liées.

On a l'identité (n° 62)

d
MP(y) — y2(M) = ——[L(y, M)},

ot L(y, M) est une expression différentielle linéaire homogéne en y et en M, dont les
coefficients sont des fonctions linéaires homogénes des coefficients p et de leurs dérivées,
et ne renferment par conséquent eux-mémes qu’un nombre fini de puissances de =~ .

Posons dans cette identité

y=x """ et M=2z",



v étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. Nous obtenons

d

PP —p—v—1y fpfvflfp Py — &
eP(e ") (@)= -

[z~ ).

. . d
Or, la quantité placée sous le signe — dans le second membre est développable en

une série procédant suivant les puissances entiéres de x, ne contenant qu’un nombre
fini de puissances négatives et ne comprenant en tout cas aucun logarithme. Donc le
premier membre, qui procéde aussi suivant les puissances entiéres de x, ne renferme
pas la puissance 1. Formons donc le coefficient de ™! et égalons-le & zéro. Soient

P(z’) = ZA P(p)a? ™, P(af) = ZA pa(p)a’

les fonctions caractéristiques de P(y) et de P(M). Le coefficient de ' dans
zPP(z~?7""1) est alors f,(—p—v — 1), et le coefficient de z ! dans =~ ~* "' P(z*) est
v (p). On a donc, quel que soit entier v,

eu(p) = ful—p—v—1).

Soit g le plus haut exposant de ' dans o ”P(x”); f,(p) s’évanouit alors pour les
valeurs de v inférieures & —g, mais non pour la valeur v = —g. Donc, a cause de
l'identité précédente, il en est de méme de ¢, (p). Faisons v = —g dans cette relation ;
nous aurons
p-g(p) = f-g(=p+g—1).

Or, p_4(p) et f—g(p) sont les fonctions déterminantes de P(M) et de P(y); 9 est
d’ailleurs la puissance de x par laquelle on doit multiplier P(y) pour la réduire a la
forme normale. D’oul cette proposition :

Les fonctions déterminantes de P(y) et de l’expression adjointe P(M) se déduisent
l'une de lautre en changeant p en —p+g—1, 7 étant la puissance par laquelle il faut
multiplier P(y) pour ’amener a la forme normale.

On en déduit que les fonctions déterminantes de P(y) et de ’adjointe P(M) sont
du méme degré.

Ramenons P(y) a la forme normale en multipliant par 9 ; d’aprés le n°® 63, I’ad-
jointe de z7P(y) sera P(zM); mais (n° 33) la fonction déterminante de P(zM) est
p—g(p+g); or, a cause de

0—g(p) = f-g(=p+g—-1),

on a

e-g(p+9)=f-g(=p—1);
donc, lorsque ’expression proposée a la forme normale, pour obtenir la fonction dé-
terminante de 'expression adjointe, il suffit de remplacer p par —p — 1 dans celle de
la proposée.

66. Si l’équation P(y) = 0 toutes ses intégrales réguliéres, il en est de méme de
Déquation différentielle adjointe P(M) = 0.

Observons d’abord que, pour le premier ordre, ce théoréme est évident, puisque
(n° 22) I’équation

d P
dx T



a pour adjointe

M Pa(@) .

dx x
En général, P(y) = 0, ayant toutes ses intégrales réguliéres, peut (n° 48) étre composée
uniquement d’équations du premier ordre ayant chacune une intégrale réguliére. Dés
lors (n°® 63), I’équation adjointe (M) = 0 se composera des équations adjointes ran-
gées dans 'ordre inverse. Donc (n° 49), I'équation (M) = 0, étant composée unique-
ment d’équations du premier ordre ayant chacune une intégrale réguliére, a elle-méme
toutes ses intégrales réguliéres.

67. Nous sommes maintenant en mesure de transformer la condition du n° 58
par la considération de ’équation différentielle adjointe.

On a vu que, pour que I’équation différentielle P = 0, d’ordre m, ayant une fonction
déterminante de degré v, admette v intégrales réguliéres linéairement indépendantes,
il faut et il suffit que 'expression P soit de la forme P = QD, Q étant d’ordre m — ~
et ayant pour fonction déterminante une constante.

Or, soient Q et D les expressions adjointes de Q et de D. D’aprés le n° 65, les
fonctions déterminantes de Q et de Q sont du méme degré, et d’aprés le n® 63, P se
mettant sous la forme P = QD, P se mettra sous la forme P = DQ, et réciproquement.
Donc, la condition nécessaire et suffisante pour que P = 0 ait v intégrales réguliéres
linéairement indépendantes est que I’expression adjointe P soit de la forme P = DQ, Q
étant d’ordre m — v et ayant pour fonction déterminante une constante. Ceci revenant
a dire que (n° 39) P = 0 doit admettre toutes les intégrales de Q = 0, nous obtenons
cette condition finale :

Pour que ’équation différentielle P = 0, d’ordre m, ayant une fonction détermi-
nante du degré v, ait exactement v intégrales régulieres linéairement indépendantes,
il faut et il suffit que l’équation adjointe P = 0 admette toutes les intégrales d’une
équation différentielle d’ordre m —~y, ayant pour fonction déterminante une constante.

68. Je vais enfin appliquer ceci a la recherche des conditions que doit remplir
I’équation P = 0, d’ordre m, pour avoir m — 1 intégrales réguliéres linéairement indé-
pendantes.

Je dis d’abord que la fonction déterminante doit étre de degré m — 1. En effet,
elle ne peut pas étre de degré inférieur & m — 1, car alors (n® 54) P = 0 n’aurait pas
m—1 intégrales réguliéres linéairement indépendantes, et elle ne peut pas étre de degré
supérieur & m — 1, car alors elle serait de degré m, et, par suite (n° 54), P = 0 aurait
m intégrales réguliéres linéairement indépendantes.

La fonction déterminante étant de degré m — 1, il faut maintenant et il suffit,
d’aprés le théoréme précédent, que I’équation adjointe P = 0 admette les intégrales
d’une équation du premier ordre, ayant pour fonction déterminante une constante.
Or, d’aprés le n® 53, les intégrales d’une pareille équation du premier ordre sont de la
forme oo o

T A D o),
¥ (x) ne contenant que des puissances positives de z, et ne s’évanouissant pas pour
z=0;

D’ott la proposition suivante :

Pour que l’équation différentielle P = 0, d’ordre m, ait exactement m—1 intégrales
régulieres linéairement indépendantes, il faut et il suffit :

1° Que sa fonction déterminante soit de degré m — 1 ;



2° Que son équation différentielle adjointe admette une intégrale de la forme

Y(x) étant une fonction holomorphe dans le domaine du point zéro et non nulle pour
z =0.

SIXIEME PARTIE.

69. Le procédé indiqué au n° 59 pour trouver I’équation au multiplicateur inté-
grant appartient & M. Thomé. Cependant, j’ai légérement modifié le raisonnement en
introduisant une décomposition de 'expression P en m facteurs A de la forme

A= % —ay.
J’ai aussi introduit ce mode de décomposition au n° 64, lorsqu’il s’est agi de trouver
la relation qui existe entre les intégrales de deux équations adjointes. Il semble que
I’emploi des décompositions de ce genre doive présenter certains avantages. Aussi me
suis-je proposé d’y revenir dans les deux derniéres Parties de ce Mémoire. J’en fais
d’abord la théorie, aprés quoi j’en déduis une nouvelle méthode propre a 1’étude de
I’expression et des intégrales dans le domaine d’un point singulier.
Considérons 'expression différentielle composée

P=AnAm_1...AzAzA;,

les expressions composantes A étant linéaires, homogénes, du premier ordre, et ayant
pour premier coefficient I'unité. Ces expressions composantes, de la forme

_dy
A—% ay.

seront appelées facteurs premiers symboliques. Deux facteurs premiers symboliques ne
peuvent différer que par leur coefficient a. Je représenterai le coefficient de A; par a;.

70. Soit 'expression différentielle linéaire, homogeéne, d’ordre m

+ ...+ Py,

ot le premier coefficient sera toujours I'unité et out les coefficients p sont des fonctions
de z, holomorphes dans une partie du plan & contour simple, sauf pour certains points
singuliers isolés les uns des autres.

Je vais étudier la décomposition de cette expression en facteurs premiers symbo-
liques.

1° L’expression P est décomposable en m facteurs premiers symboliques.

Considérons, en effet, un systéme fondamental d’intégrales de ’équation P = 0;
on peut (n°5) le supposer de la forme

y=vi, y2=vifvadz, ..., Ym=vifvadzf... vmdz.



Je construis les équations différentielles

telles que

dy
A= —aqy=0,
e a;y =0

et admettant respectivement comme solutions
V1, V102, ..., V1V2...V5y ..., V1V2...Um.
La valeur de a;, par exemple, sera

dlog(viva ... v;)
= .
dx
L’expression différentielle A, Ay—1 ... A3A2A1, composée de m facteurs premiers sym-
boliques, est identique & P, c’est-a-dire que les coefficients des dérivées de méme ordre,
dans les deux expressions, seront égaux. C’est ce que j’ai établi au n°® 59.

2° Toute décomposition de P en facteurs premiers symboliques s’obtient par la
méthode précédente. Autrement dit, si I'on a

P=AnAm_1...AsAxA;,

et si l'intégrale de A1 = 0 est vy, si celle de A2 = 0 est mise sous la forme viv2, ce qui
est toujours possible, celle de A3 = 0 sous la forme viv2v3, etc., les m fonctions

Y1 = v1, yzzvlfvgdw, e ym:vlvada:f...fvmda:

constituent un systéme fondamental d’intégrales de P = 0.
En effet, 'expression P est annulée par les intégrales générales des équations

A1 = 0, A1 = V102, A2A1 = V10V2V3, ey

or, I'intégration directe de ces équations montre qu’elles admettent pour solutions les
quantités désignées par y1, y2, ..., Yym ; donc ces fonctions y; sont bien des intégrales
de P = 0. Elles sont d’ailleurs linéairement indépendantes.

Ainsi, ’expression P est toujours décomposable en facteurs premiers symboliques,
et de plusieurs maniéres; mais toutes ces décompositions s’obtiennent par la méme
voie, et chacune d’elles est corrélative d’un systéme fondamental déterminé.

71. Deméme qu'en Algebre la décomposition d’un polynéme en facteurs premiers
permet, connaissant les racines d’une équation, d’écrire immédiatement cette équation,
de méme ici la décomposition en facteurs premiers symboliques permet d’écrire de suite
I’équation différentielle qui admet un systéme fondamental d’intégrales donné. Si

y1=v1, y2=vifvadz, ..., Ym=vifvadz... [vndz
est le systéme en question, ’équation différentielle sera
AmAnm—1...A3A2A1 =0,

avec les conditions

o — dlog(vwg...vi)7 i=1,2.3 ...m
dx



Les coefficients de cette équation se trouveront exprimés en fonction de v, vo, ..., Um.

Je mentionnerai un autre procédé, conduisant a la solution de ce méme probléme :
former, en fonction de vi, va, ..., vm, I’équation différentielle qui admet le systéme
fondamental y1, y2, ..., Ym.-

Je vais, en effet, construire successivement les équations différentielles linéaires, ho-
mogénes, d’ordres 1, 2, 3, ..., admettant comme solutions, la premiére v,,, la deuxiéme
VUm—1 €t Um—1 fvm dx, la troisiéme vy—2, Um—2 fvm,1 dx et Vo f’um,1 dasfvm dx,
etc. Reportons-nous pour cela aux formules (1) du n°® 18, qui donneront les p, connais-
sant les q.

L’équation du premier ordre, qui admet l'intégrale v,,, est

dy

(1) a +ry = 07
avec la condition
= L dm
YT T m dx
Pour obtenir I’équation du second ordre
(2) &y +s dy +s82y=0
dz? Y dx 2 =5

qui admet les intégrales
Um_1 €t Um_lfvm dx,

je détermine d’abord sz par la condition que v,,—1 vérifie cette équation ; puis, consi-
dérant I’équation (1) comme déduite de (2) par la substitution

Y = Um—1f zdz,

je détermine s1, en fonction de r1, par les formules (1) du n° 18.
L’équation du troisiéme ordre
Py Ay dy
3 —Z +t1—=> +to—=+tzy=0
(3) dx3+1dx2+2dx+3y )

qui admet les intégrales
Um—2, Um—2[Um-1dz et vm_afVm_1dzfvmdz,

se construit de méme, en déterminant d’abord t3 par la condition que v,,—2 vérifie
cette équation, puis ¢1 et t2 en fonction de s; et s2, a ’aide des formules (1) du n° 18.

En continuant de la méme maniére, on obtiendra I’équation cherchée, d’ordre m,
admettant les intégrales

v, vifvedz, ..., vifvadzf ... [umdz.
D’aprés la proposition du n° 8, si les fonctions 41, y2, ..., ¥m sont holomorphes dans
une partie T du plan, & contour simple, excepté pour certains points isolés les uns
des autres, et si les nouvelles valeurs (y1)’, (y2)’, ..., (ym)’ qu'acquiérent ces fonc-

tions lorsque la variable fait le tour d’un de ces points peuvent s’exprimer en fonction
linéaire, homogéne, & coefficients constants, des valeurs primitives, ’équation différen-
tielle obtenue, & laquelle satisfont y1, y2, .. ., ym, aura ses coefficients monotropes dans
la région T.



72. Lorsqu’on connaitra un systéme de valeurs des fonctions vi, va, ..., Um,
on saura effectuer toutes les décompositions possibles de ’expression P en facteurs
premiers symboliques, car, si I’on connait un systéme w1, va, ..., Um, on peut intégrer
complétement P = 0 ; par suite, on connaitra tous les systémes v1, va, ..., Um ; On sera
donc & méme de calculer tous les systémes de valeurs des coefficients a1, az, ..., am
donnés par les formules
(1) aizw, i=1,2 3, ..., m

Inversement, lorsqu’on connaitra un systéme de valeurs des coefficients a1, asz,
..., Gm, on saura effectuer I'intégration compléte de I’équation P = 0. En effet, si I'on
connait a1, az, . .., am, on peut calculer vy, va, ..., vy, par les formules (1), qui donnent

— 6fa1 dx — 6]‘(“2*‘11)‘133 J(am—am_1)de
- b - ) M

U1 V2 Um = €

On aura donc un systéme fondamental d’intégrales de I’équation P =0 :

ylzefa1d17 y2:efa1dzfef(a2—a1)dzdx,

bl

Y = el el @ de gup | fol(em—am ) de gy,

Notons cette conséquence : lorsqu’on connait une décomposition de I'expression P
en facteurs premiers symboliques, on peut les former toutes.

73. Quand on veut décomposer 1’expression

dmy dm71
P(y) = dom + 1

e et Py
en m facteurs premiers symboliques, ce qui, comme ’a vu, revient au fond a intégrer
I’équation P = 0, on peut soit calculer un systéme de valeurs des fonctions v1, va, ...,
Um, soit évaluer directement un systéme de valeurs de leurs coefficients a1, a2, ..., am.

Dans le premier cas, on cherchera, comme on sait, une solution particuliére v; de
P(z1) = 0, puis une solution particuliére vo de P(vy fzz dz) = 0, etc. Ces équations
en zi, 22, 23, ..., Zm, d’ordres respectifs m, m — 1, m — 2, ..., 2, 1, sont linéaires.

Dans le second cas, pour calculer directement un systéme a1, az, ..., am, il résulte
du numéro précédent que l'on cherchera une solution particuliére a; de

P(e‘]'al dz) _ 0’
puis une solution particuliére as de
P[efal dxfef(uz—al)dac dl‘] -0

puis, etc. Ces équations en ui, uz2, us, ..., Um sont d’ordres respectifs m — 1, m — 2,
..+ 2, 1, 0, mais ne sont pas linéaires. En général, a; sera une intégrale quelconque de
I’équation en u;, d’ordre m — ¢, mais non linéaire,

P[efa1 dzfef(aral) de dmfeﬂara?) de dzf .. .fe““f‘_‘”'*l) “dr] = 0.
Remarquons que cette seconde méthode donne une signification remarquable de la
nouvelle variable u, dans le changement de variable

y:efud:c



usité pour abaisser I'ordre des équations différentielles linéaires et homogeénes : u est le
coefficient du dernier facteur premier symbolique dans une décomposition du premier
membre de I’équation.

Remarquons aussi que le systéme des équations en wui, uz, ..., Um, comme le
systéme des équations en z1, 22, . . ., Zm, posséde cette propriété, qu'il suffit de connaitre
une solution particuliére de chacune de ses équations pour pouvoir les intégrer toutes
complétement, puisque, ces solutions étant connues, on peut intégrer complétement
P=0.

Ainsi dong, si 'on veut tenter l'intégration de I’équation P = 0 par une décom-
position directe de P en facteurs premiers symboliques, on est conduit & chercher m
intégrales des m équations en w1, ug, ..., Um, d’ordres m — 1, m —2, ..., 2, 1, 0. Ces
équations ne sont plus linéaires ; malgré cela, elles peuvent aider & découvrir certains
cas particuliers ou I’équation P = 0 est intégrable.

Je vais appliquer a ’équation du second ordre

Je veux mettre P sous la forme composée

d? d d
P=AA, = T;; — (a1 +a2)£ - (ﬂ — a1a2>y,

d’ott les deux équations

a1 +az = —p1,
da1
—— — aia2 = —p2,
dx

qui déterminent a; et az. La premiére donne
(1) az = —ay — p1,
et tout revient a calculer a1, qui est donné par I’équation du second ordre non linéaire

d
(2) %—Hﬁ-ﬁ-pﬂll +p2 =0.

L’équation (2) n’est autre chose que
P(e/1 47y =0,

et 'équation (1)
P[efa1 dxfef((”*al) da dzx] = 0.

De plus, on sait que les équations de la forme (2) sont intégrables complétement quand
on en connait une solution particuliére, ce qui est d’accord avec ce qui précéde.
L’équation (2) se raméne a la forme

d
3) £+q1a2+q2:0

par la substitution

(4) a1 =a— 2



ou encore
(5) ar = ae” 71T,
La substitution (4) revient a prendre pour inconnue la demi-différence

alp — asz

2

= a.

Il faudrait donc intégrer I’équation (3) pour avoir ai et az, et par suite un systéme
fondamental d’intégrales de 1’équation du second ordre.
Adoptons, par exemple, la substitution (5). L’équation (3) est alors

i | o= Irrdeg? 4 ppelmds g,
dz
et, si nous supposons
dlog ./
e~ Irrde —pelPrde vegt 4 dire py = —ﬂ,

dx

elle est intégrable. On en déduit sans peine a; et a2, savoir :
= —/p2 tang ([ /p2 dz),
dl /D2
og + +/pz2 tang([\/pz2 dz),

et, par suite, un systéme fondamental d’intégrales de I’équation

d?y  dlog\/pz dy
" de  de TPV

Si nous adoptons maintenant la substitution (4), auquel cas I’équation (3) est

da 2 1 dpl 2
6 9 (f i SR ) —0
(©6) dz + 2 dx + bz ’
il est facile d’obtenir la relation qui doit exister entre p1 et p2 pour que a; et az soient
égaux. La condition est évidemment que I’équation (6) soit vérifiée pour a = 0, puisque
L ay — az L ey . .
a représente — Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante pour que
I’expression
dy dy
+p15—+
a2 P dr p2y

soit décomposable en deux facteurs premiers symboliques égaux est

et ’équation du second ordre admet les deux solutions

1 1
yo=e 2 Jp1 dr Yo = ze” 2 Jp1ds



74. Considérons une décomposition de 1’expression

dmy dm—ly
PW) = G Pt g

+ ...+ Py
en facteurs premiers symboliques,
P=AnAn_1...As3A2A,

et proposons-nous de calculer les coefficients p en fonction des coefficients a des fac-
teurs.

Soit . )
d"y d™ %y
AnAn_1...A3Ar = m—1Y;
1 32 = ooy +a P +.. F@m-1y
d.
formons A, Ap—1 ... A3A2A1, c’est-a-dire remplagons y par d—y —a1y dans ’expression
T
précédente, et nous obtiendrons
dmy dm—ly dm—2y d'm—Sy dm—la1
Py) = —= S+ -
() dzm tao dxm—1 + a2 dxm—2 +as dxm—3 + dem—1 |
dai (m—1)(m—2) d*a; d™2a,
_ —(m—1)21 — g A
“ (m=1) dx 1.2 dx? « dxm—2
( 2) dai d™ 3ay
—aia — a1 (m—2)22L gz
qia1 (51 dr q2 dzm—3
— Q201 B
gt
dm=2"g
—(dm-—101
d’ou 'on déduit
P1=q —an,
da
p2=q2— (m— 1)7; - qua,
— 1)(m — 2) d2a1 dlll
( ) b3 qs 1.9 dmg ql(m ) dx q2a1,
B 7dm71(11 3 dm72a1 B dm73a1 B B @ B .
b == ggm—1 T D ggm—2 T Ry T T Ame27 g T Gme1 1

Si donc on part de l'expression A,,, et qu’on veuille former successivement les
expressions

AmAmo1, AmAm_1Am-2, ooy AmAm_1...AsAq,

on saura, par les formules (1), de quels termes il faut augmenter chaque coefficient
dans le passage d’une expression a la suivante, et 'on en déduit aisément les valeurs



des coefficients p :

p1=—(a1+az+...+am),
= o — @_ — @_ _ @_ _damfl
pz—ZazaJ (m—1) . (m—2) T (m—3) i o
- _ o [m=1)(m=2)d’a  (m—2)(m—3)das
b3 = Zal%ak { ) ez T 73 2 T
2) day .
+(m—2)(a2+a3+.‘.—&-am)a+(m—3)(a3+...+am)ﬂ+,,,
da? das das

On a donc ainsi les coefficients p exprimés & I'aide des coefficients a :

pi = fi(al, az, ..., am).
Ces coefficients a sont eux-mémes des fonctions de vi, vz, ..., Um, définies par les
formules (1) du n° 72.

Mais, si 'on substitue au systéme vi, v2, ..., U, un autre systéme pareil, les
fonctions f; de « ne changeront pas, puisqu’elles sont toujours égales aux quantités p;.
Les fonctions fi, fa, ..., fm des coefficients a des facteurs sont donc des invariants,
en ce sens qu’elles restent égales a elles-mémes, quel que soit x, quand on change le
systéme vy, v2, ..., Un.

Par exemple, la fonction
fi=—(a1+az+...+am),

c’est-a-dire

f= dlogvi  dlog(vivz) dlog(viva...vm) dlog(v{”v%ﬂfl o vfn,lvm)

' dx dz o dz - dx ’

est égale & p1, quel que soit le systéme v1, va, ..., Um. Et, en effet, on a vu au n® 5 que
oo om = fpldr,

car A est égal a e” J pidz - Papreés la proposition de M. Liouville, de sorte que

m, m—1 2
dlog(vi"vy' ™" ... Upm_1Um) »
_ = py.
dx
Remarquons aussi que, si a1, a2, ..., am sont constants, les formules (2) donnent

pour les p des valeurs constantes
p1L=—2Gi, P2=-+) aia5, P3=—), 000k, ..,
qui sont celles des coefficients de ’équation algébrique
(x—a1)(x—a2)(x—az)...(x —am) =0,

ayant pour racines ai, a2, ..., Gm.



75. Considérant toujours I’équation différentielle P = 0, je me propose de multi-
plier toutes ses intégrales par 2, v et w étant des fonctions de x.
w

w
Il est clair que j’atteindrai le but en faisant la substitution y = —z. L’équation
v

P (Ez) = 0 aura pour intégrales celles de P(y) = 0 multipliées par Y Drautre part,
v w
soit

Y1 =v1, Y2 :v1fv2dac, ey Um :'U1fv2dxf...fvmdas

un systéme fondamental de P(y) = 0, et soit
P(y) =AnAm_1... AsArA,

la décomposition corrélative de P(y). Pour multiplier toutes les intégrales par 2
w

P VU1
suffit évidemment de remplacer v; par —. Or on a
w

_ dlog(viva...v;)
- dx ’

1

d’oit il sui h VU1 . N 5 ch fFici 1 s

ou 1l suit que changer vi en — revient & ajouter a chaque coefficient a; la quantité
w

d v dlogv dlogw
R P _
dz 8w dz de

et, par conséquent, I’équation
ALAL L ASALAL =0,

ol

A(:@, (a‘+dlogv dlogw)

dx de  dz

aura pour intégrales celles de P(y) = 0 multipliées par E, c’est-a-dire les mémes que
w

P (Ez) =0.

)
On est donc conduit a I'identité suivante :

(1) 2P (L) = AL AL ARAL
avec les conditions
I !
al = a; d;f” - d;’iw, i=1,2,3, ..., m.

Supposons en particulier

nous aurons

dlogv dlogw
dr a1 de 0,
et par suite
l A / I oAl
(2) ylP(yl) — AL AL 1. AbAL

avec les conditions
! .
a;=a;,+a, t=1,2 3, ..., m,



et 'on voit que, pour multiplier toutes les solutions de 1’équation
AnAn—1...A2A1 =0

par I'une d’elles, satisfaisant a A; = 0, il suffit d’ajouter a1 a tous les coefficients a.
Supposons maintenant
v=1, w=w;

nous aurons l'identité

1
avec les conditions
ai=a;—a, =123, ...,m,

. d . . .
de sorte que A} se réduit a d—y, et ’on voit que, pour diviser toutes les solutions de
T

ApAm—1...A2A;1 =0

par 'une d’elles, annulant A1, il suffit de retrancher a; a tous les coefficients a.

76. En 1874, M. Vincent a publié un travail* sur les analogies entre les équations
différentielles linéaires et les équations algébriques. « J’ai été conduit, dit M. Vincent,
a faire porter le raisonnement, non pas sur les solutions particuliéres, mais sur leurs

1d
dérivées logarithmiques — d—y » Cest qu’en effet, comme je I’ai montré au n° 73,
y dx

ces dérivées ont une signification remarquable, mise en évidence par la décomposition
en facteurs premiers symboliques, et qui fait pressentir tout l’avantage qu’on peut
retirer de leur emploi direct. Les dérivées logarithmiques des solutions de 1’équation
P = 0 ne sont autres que les valeurs du coefficient du dernier facteur symbolique dans
les différentes décompositions du premier membre P. Dés lors, toutes les analogies
signalées par M. Vincent deviennent encore plus sensibles.

Etant donnée une équation algébrique F(y) = 0, dont le premier membre est
décomposé en facteurs premiers,

F(y) = (y —am)(y —am-1) ... (y — a2)(y — a1),

lorsqu’on veut la débarrasser d’une racine a1, on supprime le facteur y — 1. De méme,
étant donnée I’équation différentielle P(y) = 0, dont le premier membre est décomposé
en facteurs premiers symboliques,

P=AnAm_1...AxAq,

pour la débarrasser d’une intégrale particuliére y; = v1, qui est en méme temps solution
de A; = 0, il suffira de barrer le dernier facteur A;. Si

Y1 = vi1, yzzvlfvgdm, R ym:vlfvgdxf...fvmdx

est le systéme fondamental corrélatif de la décomposition considérée, I’équation diffé-
rentielle linéaire, homogéne, d’ordre m — 1,

ApAnm—i...A3A2 =0,

IPremiére Thése, présentée & la Faculté de Rennes, année 1874.



admettra le systéme fondamental

V1v2, vlvgfvg dx, ..., vlvgfvg da:f .. .fvm dr,
c’est-a-dire d d d
y17%7 y17y737 RN} Yi1—5— yﬂ
dx 1 dx 1 dx

Connaissant la racine a; de ’équation algébrique F = 0, on peut encore abaisser
le degré de cette équation en égalant le facteur y — a1 a t, c’est-a-dire en diminuant
les racines de ag ; ’équation en ¢ admet alors la racine ¢ = 0, dont on la débarrasse.
De méme, connaissant l'intégrale particuliére y; de ’équation différentielle P = 0, on

. . t . .
abaissera l'ordre de cette équation en égalant & — le dernier facteur A, qui est annulé

. . t .
par y1 ; ’équation en ¢t admettant alors la solution — = 0, on prendra pour inconnue

gt dx
i Z, ce qui, en somme, revient a poser
T
dy 1 dy
dr y1 dx -

Nous obtiendrons évidemment ainsi I’équation
AnAn—1...A3A2 =0

et, par conséquent, la méme équation que précédemment. Au surplus, la relation

dy 1 dy
dr y1 dz y==
qu’on peut écrire
dy dy1
Yoo Y d
5= dx de _ @ Y
=Y P =Y )
Y1 dz

montre que ’équation obtenue par ce second procédé doit admettre les intégrales

d d d ym
vy y27 yl*y*s7 cees yl*yf-
T dx 1

Ainsi donc, étant donnée ’expression différentielle P, qui est annulée par y1, si 'on
pose

y1 satisfaisant a l’équation

on obtiendra ’expression différentielle linéaire, homogéne, d’ordre m — 1,
A Ap—i...AsAs,

A An_1...AsA2A; étant une décomposition de P en facteurs premiers symboliques.
De méme, si 'on connait une solution particuliére de I’équation transformée

AmAm_l AN A3A2 =0



annulant A2, on abaissera ’ordre de cette équation en prenant pour inconnue As, ce
qui revient a barrer As, et ainsi de suite.

Inversement, lorsqu’on voudra introduire une nouvelle solution yo dans I’équation
P(y) = 0, on fera la substitution

=——apz=A
Yy dz 0 0,

ap désignant la dérivée logarithmique de cette solution, et si I’'on a
P=AnAn_1...A3A2A,,

I’équation nouvelle sera
ApAn—1...A3A2A1A0 = 0.

Elle admettra pour intégrales

Y0, yo/ﬂdm, g/()/y—2da:7 cee yo/y—mda:,
Yo Yo Yo
ce qu’on peut écrire
e./.ao dz’ t?fao dzfylef Jaog dz de, ..., efao dzfymef Jao dz de.

T7. Sije considére I’équation différentielle

m—1 m—2

d" 'y d™" "y
AmAp_1 ... AsAs = it Gmo1y =0,
1 sz = oo +q dom2 +... +gm-1y=0

et si, appliquant la méthode précédente, j’introduis une solution de A1 = 0, j’obtiendrai
I’équation

m m—1

d d
AmAm,1 ...A3A2A1 = 7y +p17}1/ ++pmy: 0.
dx™ dx™

Les formules (1) du n° 74 font connaitre les valeurs des nouveaux coefficients p en
fonction de a1 et des coefficients q.
Réciproquement, si je débarrasse ’équation

AnAm—1...A2A1 =0

de la solution de A; = 0, en supprimant le facteur A;, j’obtiendrai I’équation
AmAm—1...A3A2 =0,

dont les coefficients ¢ seront donnés par les mémes formules (1) du n° 74, résolues par

rapport a q1, g2, ..., Gm :

q1 = a1+ p1,

day

dx’

(m —1)(m —2) d*a;

1.2 dx?

g2 = qra1 +p2 + (m—1)

g3 = qza1 + p3 + +q(m—2)—

On voit donc que les termes indépendants des dérivées de a; se déduisent les uns
des autres comme les coefficients du quotient d’un polynéme par y — a1, de sorte que,
si a1 est constant, les coefficients ¢ sont ceux du quotient du polynéme

Yoy ey 4+ D

par y —ai.



78. Le mode de transformation de ’équation P = 0, propre a abaisser son ordre
d’une unité quand on en connait une solution particuliére yi, et qui consiste a poser

différe du procédé ordinairement usité, ot I’'on pose

y=y1fzdz.

Il existe une relation simple entre les deux procédés. L’égalité y = y1 [ z dz donne,
en effet,

d
4y
dx 1
d 1 d
tandis que la substitution 9 _ 2 ﬂy = z conduit &
der  y1 dx
d y
z=y1— —
n dx y1

Donc les intégrales de I’équation A, Am—1...A3As = 0, obtenue par 'une des deux
méthodes, sont égales & celles de 'équation P(y1fzdz) = 0, obtenue par I’autre, mul-
tipliées par y;.

Je vais conclure de 14 deux identités, en ramenant les deux équations & avoir les
mémes intégrales.

Si je multiplie par y1 les solutions de P(y1[zdz) = 0, ce qui se fait en changeant z

en i, comme le premier coefficient de P(y1 / Z dx) est 'unité, j’aurai I'identité
Y1 Y1

(1) P(ylfﬂ d:c) = ApAm_1...AzAs.
Y1
Si je divise maintenant par y; les solutions de A,,A,,—1...A3A2 = 0, ce qui se
fait (n°75) en retranchant a1 a tous les coefficients am, am-1, ..., as, a2, comme le

premier coefficient de P(ylfz dzx) est y1, j’aurai la seconde identité
1
(2) ;P(ylfyd:v) = AL AL 1. ASAD,
ou l'on a
a=a;i—a, ..., i=23,...,m.

Remarquons que, si dans 1’équation
P(y1 / yi diB) = AmAm_1 .. .A3A2 =0
1

Ja1 dz Juz dz

on remplace y; par sa valeur y; = e , et si 'on pose y = e , elle deviendra
P(efal dxfef(ug—al)d:c diE) -0

et coincidera, par conséquent, avec I’équation en uz du n° 73, et les équations en u,

U2, ..., Um du dit numéro, qui déterminent a1, az, ..., am, se déduisent des équations
linéaires et homogénes

AnAm—1...A2A1 =0, AnAn_1...A2=0, ..., ApA,_1=0, A,=0,
en posant successivement, dans la premiére, y = el 14z dans la deuxiéme, y =

Jus dx
)

eJuzde ; dans la troisiéme, y = e etc.



79. Etant donnée une équation algébrique admettant la racine yi, pour que
I’équation obtenue en supprimant le facteur y — y1 admette encore la racine yi, il
faut et il suffit que y; satisfasse a I’équation dérivée.

De méme, étant donnée I’équation différentielle

dmy dm—ly
P(y) = —= — ... my =0
W) = g t P ey o T Pmy =0,
qui admet la solution y; annulant A, pour que I’équation obtenue en barrant le dernier
facteur A, dans
P = AmAm_l .. ‘A2A1 =0
admette encore la solution y1, il faut et il suffit que y; satisfasse & I’équation
m—1 m—2
Yy d" "y dy
— —Dpr——= 4+ ...+ 2pm—2—> _1y =0.
Jom=t T (m—1)p qpm—z T 2Pm_2 o+ Pmo1y

En effet, l'identité (1) du numéro précédent montre que la condition pour que
I’équation
AnAn_1...A3A> =0

soit vérifiée pour y = y1 est que 'on ait
Y1
P(y1 / = dm) =0 ou P(xy1)=0,
Y1

c’est-a-dire que P = 0 admette l'intégrale xy;. Or, si nous exprimons cette condition,
en tenant compte de P(y1) = 0, nous trouvons

dm71y1 dm72yl dyl
1 cee 2 m— m— =0.
Mmoo + (m+1)p: P +...+2p 2 + Pm-1Y1
80. La condition précédente, écrite sous la forme P(zy;) = 0, fait voir que,

pareillement, pour que I’équation obtenue en débarrassant
AnAm—1...A3A2 =0

de la solution y; admette encore cette intégrale, il faut et il suffit que l'on ait
P(yl / 28 dm) =0 ou P(w2y1) =0;
Y1

et, généralement, la condition nécessaire et suffisante pour que y; soit solution de
I’équation P = 0 et des n — 1 équations qui se déduisent successivement 'une de

I’autre en posant

dy 1 dy1

A AN

der y1 dzx
est que P = 0 admette les n intégrales

2 n—1
Y1, Y1, T Y1, ... T Y1.

Ces solutions, en progression géométrique de raison x, ont été appelées par M. Brassine
solutions conjuguées. L’analogue d’une équation algébrique ayant n racines égales est
donc une équation différentielle linéaire ayant n solutions conjuguées.



Lorsque ’équation différentielle P = 0 admet n solutions conjuguées, on peut dé-
composer le premier membre P en m facteurs premiers symboliques dont les n derniers
seront égaux.

Soit, en effet,

y1:U17 yzzl"l)l, y3:.’1‘2’l}1, ) y":‘rn 11}17 y"+17 MR ym
un systéme fondamental de P = 0, et soit
P=A A 1...An... A2Ay

la décomposition corrélative de P. Elle jouira de la propriété énoncée, car, si ’on calcule
va, V3, ..., Un par les formules

y1=v1, y2=vifvadz, ..., yn=vifvadzf... [v,dx,

on trouve successivement

de sorte que l'on a

dlog(vive...v;) dlog[l.2.3...(:—1)v1] dloguv:
a; = = = R
dx dx dx

ou
a; = ai, i=2,3,...,n.

La démonstration pourrait d’ailleurs se conclure de ce fait que l’expression
A A —1...A3A2, devant encore s’annuler pour y = 1, peut se mettre sous la forme

ALAL L ALA,.

Réciproquement, si l’expression P est décomposable en m facteurs premiers symbo-
liqgues dont les n derniers sont égauz, l’équation P = 0 admettra n solutions conjuguées.

Si, en effet, on forme le systéme fondamental corrélatif de la décomposition
AnAn_1...AsA, savoir :

Y1 =01, Y2 :’U1f’U2d$, R T, :vlfvgdxf...fvmdx,
on voit immédiatement que vz, vs, ..., Un, étant donnés par les formules (n° 72)
—a1)d —az)d —ap_1)d
Vo = el (a2—a1) T g = el (az—az) @ Uy = el (an—an—1) e
ot 'on a
ap =a2 =a3 = ... = 0an,
sont des constantes, d’ou il résulte que y1, y2, ..., yn, sont de la forme
_ _ .2 _ n—1
Y1 = V1, Y2 = V1, Y2 = V1, ey Yn =X V1.

Nous avons vu une vérification de cette réciproque au n° 73, pour ’équation du
second ordre.
On peut aisément se rendre compte de ce qui a lieu pour une équation

ApAnm—i...A2A; =0,



ou n facteurs consécutifs sont égaux, mais non plus les derniers. Supposons, par
exemple,

Apy1=A,=A1=... = As.
L’équation
AnAm—1...A3A2 =0
admet alors les n solutions conjuguées
2 n—1
V1V2, XV1V2, & V1V2, ..., T V1V2.
Donc (n° 76) la proposée admettra les n intégrales
y2 = vifvade, ys =vifzvedr, ys= vlf:r2vg dz, ..., Yn+1= vlfx”_lvg dzx,
qui sont telles qu’on a

d y2 d ys d 1 _
—y—:vg, —y—:xvg, . & Yntl _ ynelyy,,

dx vy dx v

Ce sont ces dérivées qui sont conjuguées et non plus les solutions elles-mémes.

81. Je me propose a présent de décomposer I’expression différentielle

dmy m—1
P(y) = —2
(y) g +p

)
dgxm—1

+ ...+t DPny

en facteurs premiers symboliques, dans les deux cas particuliers ou I’équation P = 0

est intégrable, savoir
R;

e RV E) i — Ri7
b (rz + s)? b
Ri, r et s étant des constantes.
Considérons d’abord l’expression
dy . Ri d"ly Ry, d"% R
P(y) = — it —m—
W) dom + s dxm-1 + (rz + s)? dam—2 Tt (rz+s)™ v

que je veux mettre sous la forme
P=AnAm_1...A2A;.
On sait que, si p1, p2, ..., pm sont les racines de ’équation algébrique
o(p—1)...(p—m+1)+Rir™ pp—1)...(p—m+2)+...
+ Rm,2r2p(p — 1)+ Rm—1rp+ R =0,
obtenue en posant y = (rx + s)” dans P(y) = 0, ’équation P = 0 admet les intégrales
(rxz + ), (ra+s), ..., (rz+s)™,

qui, en général, sont linéairement indépendantes. Connaissant ces intégrales, j’en dé-
duis facilement v1, va, ..., vm par les formules

(re+8)t =v1, (rz+9)? =vifvede, ..., (re+3s)™ =vifvadaf...[vmdz,



et je trouve

v = (re+s)"L vy = (re+s)"2" " vy = (ra+s)2 P27 L o = (ros)Pm T Pm1T

& des facteurs constants prés. On a donc, & un facteur constant pres,
R | .
vvg. .= (re+ )" =123 ..., m,
et, par suite, en prenant les dérivées logarithmiques,

__pr _(p2=1r _ (ps—2)r ~(pm—m+1)r
ag=——, az= , asz = S ey Oy = ————
T+ S T+ S T+ S T+ S

Ainsi, I'expression P est décomposable en facteurs premiers symboliques de la
forme
_dy ki

A; =
dr rr+s

)

ol k; est une constante égale & (p; — i + 1)r.
Réciproquement, toute expression composée de facteurs premiers symboliques tels
que
dy k‘l
dv  ro+s
k; étant constant, sera de la forme P, ou

I

R

D= ha sy

C’est en effet ce qui résulte immédiatement des formules (2) du n°® 74.
Lorsqu’on a p1 = p2 = ... = pn, on voit sans peine que la décomposition donne
les intégrales

(rz+s)", (re+s)log(re+s), ..., (rz+s)"log" '(rz+s),
et, lorsqu'on a p1 = p2 —1=p3 —2=... = p, —n + 1, elle donne les solutions
(re+ s, (re+s)T (rz 45" L (ro4s)TTY

équivalentes évidemment aux solutions conjuguées
-1
(re+8)*, z(rz+s)*, ..., z"  (rz+s)*,

ce qui devait étre d’aprés le numéro précédent ; de sorte que, quand 1’équation algé-
brique en p a n racines en progression arithmétique de raison 1, I’équation différentielle
a n solutions en progression géométrique de raison z.

82. Je considére maintenant I’expression

Yy d""y
P(y) = —= ...
(v) gom TPl ggmmt Tt Pmy
dans le cas ou les coefficients p1, p2, ..., pm sont constants. C’est ici que ’analogie de

I’équation P = 0 avec une équation algébrique va se présenter de la maniére la plus
compléte.
Il a été établi au n°® 74 que, si l'on effectue la composition des facteurs

ApAm_1... AsAsAq,



dont les coefficients a sont constants, on obtient une expression différentielle dont les
coefficients ont pour valeurs

—Zai, —|—Zaiaj, —Zaiajak, e

de sorte que ces coefficients sont eux-mémes constants. Inversement, les coefficients p1,
P2, ..., Pm étant constants, si I’on détermine les a par les formules

p1=—)_ai, Pp2=-+) aiaj, P3=—) 040k, ...,
on obtiendra des valeurs constantes qui sont les racines de ’équation algébrique
P ™ ™ R 4 pm = 0,

obtenue en posant y = ¢”® dans P(y) = 0.
Donc, toute expression telle que P est décomposable (n° 44) en m facteurs premiers
symboliques & coefficients constants, ces coefficients étant les racines du polynéme

e PP (ef").

Remarquons que les coefficients p sont des fonctions symétriques des coefficients
a; d’ou cette proposition :

Dans une expression composée de facteurs premiers symboliques & coefficients
constants, on peut intervertir d’une maniére quelconque 'ordre des facteurs sans alté-
rer les coefficients de I’expression résultante.

Il résulte de 1a que :

Pour qu’une expression composée de facteurs premiers symboliques & coefficients
constants soit nulle, il suffit qu'un de ces facteurs soit nul, ou, plus généralement,
qu’une expression composée de plusieurs de ces facteurs soit nulle.

Car, si AgAgAs, par exemple, est nul, 'expression proposée, pouvant s’écrire
AnAnm—1...A1AgAgAs, sera elle-méme nulle.

Ce dernier théoréme donne immédiatement ’intégrale générale de I’équation P = 0.

En effet, si les facteurs A sont inégaux, en les égalant séparément & zéro, nous
obtenons m solutions linéairement indépendantes

6o¢1ac7 eczgzlc7 eagac’ o eamavﬁ7

Si maintenant «; facteurs sont égaux a Aj, az & Ag, ..., an & A, de telle sorte que
ar+oe+ ... Fa, =m,

égalons séparément a zéro ces n groupes de facteurs égaux

A1A1...A1:O, AQAQ...AQIO7 ey AnAnAn:O,

il résulte du n°® 80 que ces n équations ont chacune toutes leurs solutions conjuguées
et égales respectivement a

Nous avons donc encore ici m intégrales, et elles sont linéairement indépendantes.



83. Soit une expression différentielle
A A1 AsA,
composée de m facteurs premiers symboliques, et soit

py = &y, A"y
(y) = o TP
ce qu’elle devient quand on effectue la composition des facteurs A. Lorsqu’on pourra
intervertir d’'une maniére quelconque I'ordre de ces facteurs sans altérer les coefficients
Pp1, P2, ..., pm de expression résultante, on dira que ces facteurs sont commutatifs. En
adoptant successivement deux dispositions différentes pour les facteurs, puis effectuant
dans chaque cas les opérations, on obtiendra deux expressions différentielles identiques,
c’est-a-dire que les coefficients des dérivées de méme ordre, dans les deux expressions,
seront égaux.

Nous avons vu qu’une expression différentielle linéaire, & coefficients constants,
peut se décomposer en facteurs commutatifs. Je vais étudier d’'une maniére générale
les expressions linéaires homogénes qui sont décomposables en facteurs premiers sym-

+ o4 pmy

boliques commutatifs.

84. Considérons 'expression différentielle
ApnApm—i1...AzA2Aq,
et comparons-la & ’expression
Apm—1An ... AsAgAq.
Jeffectue les opérations Ay, —2Anm—3...A2A1, et je pose

Am—2Anm_3...AsA1 = A.

On a
d’A dA dam—1
AmAmflA - ﬁ - (amfl + am)% + (amflam - dZL‘ )A7
d’A dA dam,
Ap—1AmA = dz2 - (amfl + am) d:LT + (a/mflam — 7d1‘ )A
. dam dam—l , N . .
Si donc T et sont égaux, c’est-a-dire si a,, — am—1 est constant, les

deux expressions A,,A,,—1A et A,,_1A,, A seront identiques, et, réciproquement, si
AnAn_1A et A—1AA sont identiques, la différence

AmAm 1A — A 1 ApA = (dc‘l‘—;" - dacz;‘l )A

devant alors étre nulle identiquement, comme A ne ’est pas,

dam dGm—1

dx dx

sera nul et a,, — am—_1 sera constant.
D’ou cette proposition :



Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs premiers symbo-
liques, on puisse intervertir les deux premiers, il faut et il suffit que les coefficients de
ces deux facteurs différent par une constante.

Comparons maintenant les deux expressions

AmAm_1Am_2Am_3Am_4 . A1 et AmAm_lAm_gAm_QAm_4 - Al.

Si les coefficients amm—2 et am—3 différent par une constante, d’aprés le théoréme pré-
cédent,
ApoAm_3Am_a...A1 et An_3Anm_—2Am_a...A

seront identiques, et, par suite, il en sera de méme des deux expressions considérées.
Inversement, je dis que, si ces deux derniéres expressions sont identiques,

Ap oA 3A_4... A1 =S et A _3An 2A_4... A1 =T

seront aussi identiques, et, par conséquent, am,—2 et a,,—3 différeront par une constante.
En effet, la différence

ApAm—1S—AnAn—1T=AnAL_1(S—T)
est alors identiquement nulle. Or on a

d*(S—-T)
dx?

d(s—1T)
dx

da'mfl

e

AmAmfl(S_T) = _(amfl"'am)

donc S et T sont identiques, car, sinon, soit rd—':{ le premier terme qui ne disparait pas
o

n-+2
Y

dans la différence S — T'; A, A,—1(S — T) contiendrait le terme irréductible el
et, par suite, ne serait pas identiquement nul.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs premiers sym-
boliques, on puisse intervertir deux facteurs consécutifs, il faut et il suffit que les
coefficients de ces deux facteurs différent par une constante.

On en déduit la proposition générale :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs premiers sym-
boliques, ces facteurs soient commutatifs, il faut et il suffit que les différences de leurs
coefficients, pris deuz & deux, soient des constantes.

85. Ces conditions, imposées aux coefficients des équations composantes, condu-
isent & des relations correspondantes entre leurs intégrales.

Considérons, en effet, les deux équations

dy dy
%_any:()q %_ary:()a
et soient y, et y, leurs intégrales générales respectives. Si je pose dans la premiére
Yy = yrz, j'obtiens I’équation en z
dz

i (an —ar)z =0,

qui donne le rapport I es deux intégrales. Or, si a, — a, est constant, elle donne

T
z = Ce*”, a étant constant comme C, et inversement, si z est de cette forme, a, — a,



sera constant ; de sorte que dire que a, — a, est constant revient a dire que le rapport

I st de la forme
Yr
In — e,
Yr
d’ou cette transformation de la proposition générale :

Pour que, dans une expression différentielle composée de facteurs premiers symbo-
liques, ces facteurs soient commutatifs, il faut et il suffit que les rapports des intégrales
des équations composantes, prises deuzx a deuz, soient de la forme Ce**, C et a étant
des constantes.

86. 1l est clair qu'une expression composée de facteurs premiers symboliques
commutatifs sera nulle si I'un de ces facteurs est nul, ou, plus généralement, si une
expression composée avec plusieurs de ces facteurs est nulle.

On déduirait de 14, comme dans le cas des coefficients constants, 'intégrale générale
de ’équation, intégrale qu’on peut d’ailleurs trouver de plusieurs fagons, par exemple
a laide des formules du n® 72 ; mais je la conclurai des considérations qui vont suivre.

Je me propose actuellement de trouver la forme des expressions différentielles

m m—1

,y+~~~+pmy,

qui sont décomposables en facteurs premiers symboliques commutatifs.

Remarquons d’abord que les coefficients p seront nécessairement des fonctions sy-
métriques des coefficients a des facteurs commutatifs. On calculerait ces fonctions par
les formules (2) du n° 74, en y supposant

day _day - _ dam
der = dxr = dx’
Par exemple, on a

m(m — 1) dax
plz—zai, pgzZaiaj—#E.
Si 'expression P est décomposable en facteurs commutatifs, on a
P=AnAm_1... Ay,

ot les différences deux & deux des coefficients a sont constantes. Soit y, une solution
de 'une quelconque des équations composantes, de A,, = 0 par exemple : y,, sera une
intégrale de P = 0. Or, Iidentité (3) du n° 75 donne

1
—P(yny) = Al ALy .. AQAY,
n
avec les conditions
ai=ai—an, 1=1,2,3, ..., m.

1
Donc l'expression —P(yny) a ses coefficients constants et est de la forme
Yn

m m—1

1 y "y dy
—P(yny) = =—7 it Gmo1—2,
" (ny) = Qy) = 0 g e g




et, si je change y en i, jaurai
n

Yy
P(y) = ynQ(f)-
Yn
Par conséquent, toute expression P(y), décomposable en facteurs commutatifs, est
de la forme
Yy
Yn
Yn €tant une fonction de x, et Q(y) une expression telle que
m m—ly dy

il R |
dgm T Pggm—r T T MG

ot les coefficients q sont constants.
Inversement, toute expression de la forme

Y
P(y) = ynQ(—)
(y) "
est décomposable en facteurs commutatifs.
On a, en effet,
Q(y) = BmBm—1...B2By,

ot les coefficients b des facteurs sont constants. Or, 'identité (2) du n°® 75 nous donne
Yy / ’ I 7
0nQ( ) = BiuBluos - BEBL,

avec les conditions
dlogyn

dx
Donc les coefficients b’ des facteurs B’ différent deux & deux par des constantes, et,
par suite, ces facteurs sont commutatifs.

b;:bl_i_ :1,2737...,77’7,.

La forme ynQ(i) est donc nécessaire et suffisante pour que P(y) soit décompo-

sable au moins en un systéme de facteurs commutatifs.

11 est facile de conclure de 1a 'intégrale générale de P = 0 dans ce cas. Soient, en
effet, w1, wa, .. ., wm les intégrales particuliéres de Q(y) = 0; 1'une d’elles est constante,
puisque Q(y) ne renferme pas de terme en y, et les autres sont de la forme z‘e®”.

L’équation Q(i) = 0 ou P(y) = 0 admettra les intégrales linéairement indépendantes
Yn
YnW1, YnW2, - ..y YnWm.

Donc, lorsque P est décomposable en facteurs commutatifs, si y, désigne une fonction
annulant I'un de ces m facteurs, I’équation P = 0 admet m intégrales linéairement
indépendantes de la forme y,x'e®”, en y comprenant y,,.

87. Cherchons la condition pour que I’expression du second ordre

d*y dy
P(y) = ) +P1% + p2y

soit décomposable en deux facteurs commutatifs

P = AsA;.



Traitons la question directement. On a

d? d d,
AsAy = dTvg — (a1 + az)% + (a1a2 — %),

d’ott les deux équations

a1+ a2 = —p1, ai1az2 — = = p2,
dx
avec la condition @ = @. On en déduit
dx dx

dai1 _daz 1 d(ar+a2) 1dm

dr  dz 2 dz T 2dx’
aia2 = p2 — 1 @7

2 dx
a1 — a2 2_1dp1 p%
(27) =+

Or, la différence a1 — a2 doit étre constante. Donc la condition nécessaire et suffisante
est

Lorsque la constante est nulle, les deux facteurs commutatifs sont évidemment
égaux, et nous retrouvons bien la relation

trouvée au n° 73.

88. La décomposition d’'une expression différentielle linéaire et homogéne en fac-
teurs premiers symboliques a été étudiée, dans le cas des coefficients constants, par
le géométre frangais Brisson, qui en a déduit une ingénieuse méthode d’intégration
des équations linéaires a coefficients constants, avec ou sans second membre. Cauchy
a signalé la fécondité de cette méthode?. Je me propose de généraliser le procédé, qui
s’étend aux équations linéaires a coefficients variables, en montrant comment il four-
nit 'intégrale générale d’une équation compléte quand on connait celle de I’équation
privée du second membre.

Considérons 1’équation linéaire

+ .o+ pmy = w(x).

Par hypothése, on connait I'intégrale générale de I’équation privée du second membre :
P = 0. On connait donc toutes les décompositions possibles du premier membre en
facteurs premiers symboliques. Soit

P=AnAn_1... AoA,
I'une d’elles. L’intégration de ’équation

(1) A,,,LA,,L,1 RPN A2A1 = w(:c)

2 Exercices mathématiques, t. 11, p. 169.



peut se ramener a celle d’'un systéme de m équations simultanées, linéaires et du

premier ordre.
En effet, si je pose

(2)

léquation (1) s’écrira

si je pose de méme
3)

l’équation (2) s’écrira

Am_lAm_Q .. .A1 = Um,

dum
dx

— AmUm = w(T);

A'm—2Am—3 LA = Um—1,

dumfl
———— — Om—-1Um—-1 = Um,
dx
et ainsi de suite. J’obtiens donc bien les m équations linéaires du premier ordre
dtim am U = w(x)
g - Wm m -
dz ’
dumfl
—— — Om—-1Um—-1 = Um,
dx
dum—2
— Am—2Um—-2 = Um—1,
dx
............................. ,
du1
— — aA1U1 = U2
dx ’

qui devront étre intégrées dans l'ordre ou elles sont écrites, et ot u; désigne y.
Observons que les valeurs de u1, u2, us, .. ., déduites de ces équations, renfermeront
en général des intégrales multiples. Soit z; une solution de A; = 0,

_ oJaids
zi=e """ =123, ..., m,

la constante arbitraire dans f a; dr ayant une valeur déterminée.
On aura successivement

Um = Zm

@(x)

dx,

Zm

Um—1

mel/
Um—2 = Zm72/

Um, Zm w(x
dx:szl/idm/ﬁdx,
Zm—1 Zm—1 Zm

Um—1 Zm—1 Zm w\xr
dx:szg/ dx/idw/gd;c,
Zm—2 Zm—2 Zm—1 Zm

U1 :y:'zl/%dxzzl/ﬁdx/z—gdw/.../mdm.
Z1 21 29 Zm

11 est facile de voir que, si les facteurs A sont commutatifs, on pourra toujours rem-
placer les intégrales multiples par des intégrales simples, en recourant a 'intégration

par parties.



En effet, le rapport == des solutions de deux équations composantes est alors

J
(n° 85) de la forme Ce®®, v étant constant, comme C. Or on a

/Zimdx/@dx:/zimdxx/@dx—/@dx/zimdx,
Zm—1 Zm Zm—1 Zm Zm Zm—1

d’ou l'on tire
Uy = () dg — Zm=1 @(@)
« Zm « Zm—1

dz.

La fonction u.,—1 est donc exprimable par des intégrales simples, et il en sera de méme
de Um—2, Um—3, ..., uz et de u; ou y. Cela est toujours vrai, en particulier, lorsque
I’expression P est & coefficients constants.
La méme réduction a lieu quand on a
R;

pi:mv i:172337"'7m7

zi dx

R; étant constant, et généralement quand le rapport est intégrable.

Zi—1
89. Appliquons la méthode précédente a I'intégration de I’équation différentielle

Py rpi+pa—1) dy = rpips

PO =22~ mrs & rarep? = 0

ou pi1, p2, r et s sont des constantes, p; étant différent de p».
L’équation P = 0 admet les deux solutions linéairement indépendantes (rx + s)”*
et (rz 4+ s)P?; on en conclut la décomposition de P en facteurs premiers symboliques

P = AsAq,
ol l'on a (n° 81)

A2 _ d7y (p2 - 1)7’

dz re+s 7
d
A= U _Pr
dx rx+s
Les équations A = 0 et A; = 0 admettent d’ailleurs respectivement les deux
solutions
20 = (rez+ )71,z = (rz+ ).

Il s’agit d’intégrer le systéme

duz  (p2 — )r
dz rT+ 5 uz = w(@),
duy p1r

E re+ s

Uy = u2.

Or, l'intégrale générale de la premiére équation est

@(x)
(re+ s)P2—1

U = (T$+S)p2_l/



on en conclut celle de la seconde

ur =y = (re+s)" /(m + )2t da:/ I T(;))prl dzx
Chassons l'intégrale double en intégrant par parties, et nous obtenons 'intégrale
générale de P(y) = w(z) sous la forme

_ (re+ )™ / w(x) do + (ra + s)°? / w(x)

r(p1 = p2) ) (rz+s)mt r(pz—p1) ) (rz+s)r2—t

ce qu’on peut encore écrire

y=Ci(rz + s)"* + Ca(rz + s)"?

1 w(x) - 1 @(z) -
* o | Gero 1 T | G

C; et Cy étant les deux constantes arbitraires.

SEPTIEME PARTIE.

90. Dans cette derniére Partie, j’appliquerai la décomposition en facteurs pre-
miers symboliques a 1’étude des intégrales réguliéres. Comme nous le verrons, cette
décomposition peut s’effectuer suivant des facteurs a coefficient monotrope, et la consi-
dération de ces facteurs permet d’établir simplement tous les théorémes, en méme
temps qu’elle montre clairement l'origine de la différence qui existe souvent entre le
degré de I’équation déterminante et le nombre des intégrales réguliéres linéairement
indépendantes.

Je rappelle d’abord que, pour que 1’équation du premier ordre

7—G,y:0,

ot le coefficient a est une double série procédant suivant les puissances entiéres posi-
tives et négatives de z, et convergente dans le domaine du point singulier zéro, ait ses
intégrales réguliéres, il faut et il suffit que ce coefficient soit de la forme

a=—,
T
«a étant une fonction qui ne renferme dans son développement que des puissances
positives de x et qui peut étre nulle pour z = 0.
Quand cette condition est remplie, I’équation déterminante est du premier degré,
et, si p est sa racine, les intégrales sont de la forme

la fonction ¥ (x) étant analogue a «, sauf qu’elle n’est certainement pas nulle pour
x = 0. Quand la condition n’est pas remplie, a présentant néanmoins le caractére des



fonctions rationnelles, ’équation déterminante est du degré zéro et les intégrales sont
de la forme el ey .
67+zﬁz+m+ﬁ$pw(x)7
v + 1 étant 'ordre infinitésimal de la valeur infinie que prend a pour z = 0.
Je désignerai, pour abréger, par facteur régulier un facteur premier symbolique tel
que
dy «
dr  z7
11 est évident, d’aprés les formules (2) du n® 74, qu’'une expression composée de m
facteurs réguliers est de la forme

dmy & dmfly & dm72y
dx™ r dxm—1! 2 dxm—2

P
+.,.+x—my,

les fonctions P; étant holomorphes dans le domaine du point zéro et pouvant étre
nulles pour z = 0. D’ailleurs, pour ramener une pareille expression a la forme normale,
il suffira de la multiplier par .

91. Nous avons démontré au n® 36 la proposition suivante, due & M. Frébenius :

Si une expression différentielle est composée d’expressions différentielles de forme
normale, elle a elle-méme la forme normale, et sa fonction déterminante est le produit
des fonctions déterminantes des erpressions composantes.

Admettant ce théoréme, je considérerai des expressions composantes, non plus de
forme normale, mais de la forme

dxm™ dmm}{ T APy,
ol le premier coefficient est I'unité, les autres se développant en séries procédant sui-
vant les puissances entiéres de x, mais ne contenant qu’un nombre limité de puissances
négatives ; puis, ’expression résultante étant évidemment aussi de cette forme, je cher-
cherai quelle relation existe, dans ce cas, entre sa fonction déterminante et celles des
composantes. La relation est encore simple, comme je vais le montrer.

92. Jexamine d’abord une expression P composée uniquement de facteurs régu-
liers

P AmAm1. AsAy, A= _ % G123 m).
dzr T
Soit
Y1 = v, yzzvlfvgdm, e ym:vlfvzdxf...fvmdm

le systéme fondamental corrélatif de cette décomposition de P.

Comment doit-on modifier les facteurs A pour que leurs nouvelles expressions aient
la forme normale et en méme temps produisent, par leur composition, la forme normale
z"P de P?

Je multiplie chaque facteur A par z, et je désigne par A” les produits ; ces produits
ont la forme normale. Si je les compose, I'expression résultante

1" 1" 1" 1Al
P :AmAmfl"'A2A17



égalée & zéro, admettra le systéme fondamental

(%) (%] v3 V2 Um
v, vi1 [ —dr, vi | —dx [ —dx, ..., vi | —dx [ ...|] —dx,
T T T x T

car on voit sans peine que les équations
" " v
A7 =0, Ay =wviv2, AyA7 =vivavs,
. . o . o o
admettent ces intégrales. Si donc j’ajoute aux coefficients — les dérivées
x

dlog z~1 _i—1

dx z

ce qui revient a augmenter les a; des nombres i — 1; comme, par ce fait (n°75),
les fonctions va, v3, ..., vy sont multipliées par x, je construirai, en composant les
résultats

d
A;:xﬁf(aiJrifl)y

ainsi obtenus, une expression
P =ALAL .. AZAY,
qui, égalée a zéro, admettra le systéme fondamental
Y1 =v1, Y2 zvlfvz dr, ..., Ym :vlfvg dmf...fvm dx,

c’est-a-dire le méme que P = 0, et, par conséquent, comme le premier coefficient de P’
est 2™, on aura
/
P'=az"P.

Ainsi donc, ’expression P, mise sous sa forme normale 2™ P, est identique & I’expression
AlLAL .. ALAL; d’oil ce théoréme :

Etant donnée une expression composée uniquement de facteurs réguliers tels que
dy . L
d———y, pour la mettre sous sa forme normale, on ajoute aux quantités a; les nombres

T x

1 — 1, puis on rameéne les nouveaux facteurs a la forme normale en les multipliant par
T.

Par exemple, si 'on fait » = 1, s = 0 au n°® 81, on a l’identité

Py pitp—1dy  pip:
ey 4 = AsA
dz? x dx + z2 Y 200

avec les conditions

On peut donc écrire

2dy dy /AN
@ (p1 +p2 — 1):5% + p1p2y = AgA,

avec les conditions

d d
Ay = x% —py, Al= wﬁ - p1y.



Le théoréme précédent, c’est-a-dire I'identité
2P = ALAL .. AQAY

conduit immeédiatement & la relation cherchée entre la fonction déterminante g(p) de
P et celles h;(p) = p — [ai]z=0 des facteurs réguliers A;.

En effet, cette identité ayant lieu entre des formes normales, si j'observe que la
fonction déterminante de Aj est p — i + 1 — [a;]z=0, j’aurai identiquement

Q(P) = (p - [al]:c:O)(p —-1- [042]1::0)(p -2- [013]95:0) R (p -—m-+1-— [Oém]:c:()),
c’est-a-dire

g(p) = ha(p)ha(p— 1)hs(p—2) ... hm(p —m+1).

93. Examinons ensuite une expression composée
P =QD,

ot les deux composantes linéaires homogénes QQ et D sont d’ordres m—s et s et ont pour
premier coefficient I’unité, les autres présentant le caractére des fonctions rationnelles.
P est alors d’ordre m et de méme forme. Soient 2, z* et 2" les puissances de z par
lesquelles il faut multiplier respectivement les expressions P, Q et D pour les amener
a leur forme normale. Il s’agit de trouver la relation qui existe entre les fonctions
déterminantes g(p), k(p) et h(p) de ces trois expressions.
Dans l'expression D, je fais la substitution
y ="z

elle devient D’, et D’ a la forme normale; il suffit de réfléchir a la formation de ses
coefficients pour s’en assurer. P(y) devient alors QD’, c’est-a-dire P(z"s). Puis je
raméne Q & sa forme normale Q’, en le multipliant par z,.. On a donc

z*P(z"y) = Q'D".

Donc z*P(z"y) a la forme normale, et sa fonction déterminante g’(p) est le produit
des fonctions déterminantes k'(p) et h'(p) de Q" et de D' :

9'(p) = hk'(p)W (p).
Remarquons, en passant, 1’égalité
x+n=p

Or, d’apres la propriété établie au n° 33, les fonctions déterminantes de z*P(z"y) ou
P(2"y) et de D(z"y) se déduisent de celles de P(y) et de D(y) en changeant p en p+1n;
d’out

g'(p)=glp+m), h'(p)=h(p+n),

g(p+n) =k(p)h(p+n).

Si donc je change p en p — 7, j'obtiens I'identité cherchée

g(p) = h(p)k(p —n).



En particulier, si D est de la forme

dsy N E ds—ly P2 ds—Zy Ps
dxs x drs—! 22 dxs—2 0 T gs

on aura
car alors 7 est égal a s.

94. Du cas de deux expressions composantes on passe facilement au cas de trois :
P =QDL.

Si 2* est la puissance de z par laquelle il faut multiplier la nouvelle expression L, pour
la réduire & sa forme normale, et si [(p) est sa fonction déterminante, on aura

9(p) = Up)h(p — Nk(p — X —n).
En effet, on a
P =Q(DL).
Or, soit f(p) la fonction déterminante de DL ; d’aprés une remarque faite, on rameéne
DL & la forme normale en le multipliant par 2**". On a donc

9(p) = f(p)k(p — A —mn).

Mais
f(p) =1(p)h(p — A).
Donc
9(p) = Up)h(p — A)k(p — A —n).
Remarquons 'égalité
w4+n+A=0.
En général, considérons une expression P, d’ordre m, composée de n expressions

différentielles

P=D,Dyp-1...D2Dq,
les composantes D étant linéaires, homogénes, et ayant pour premier coefficient l’unité,
les autres présentant le caractére des fonctions rationnelles; si g(p) est la fonction
déterminante de P, et si hi(p) est celle de D;, si en outre x" est la puissance de x
par laquelle il faut multiplier D; pour le réduire & sa forme normale, on aura l’identité
remarquable

9(p) = ha(p)ha(p —m)hs(p—m —n2) ... hn(p—m —n2 — ... = M 1).
On a d’ailleurs
m+mn+...+n =70,
zP étant la puissance de x par laquelle il faut multiplier P pour Uamener & la forme
normale.
Lorsque les expressions D sont toutes des facteurs réguliers, on a

m=n2=...=0m =1,
et, par suite,
9(p) = ha(p)h2(p — Dhs(p = 2) ... hm(p — m + 1).
C’est la formule que j’ai démontrée plus haut directement.
Je déduis du théoréme général cette conséquence importante :
Le degré de la fonction déterminante de P est la somme des degrés des fonctions
déterminantes des expressions composantes D.



95. Je vais établir maintenant que ’expression

dm d'm—l
P(y) = -2 +p dmm_‘qf + . 4 Pmy,

ot les coefficients p sont des doubles séries procédant suivant les puissances entiéres

positives et négatives de x, et convergentes dans le domaine du point zéro, est tou-

jours décomposable en facteurs premiers symboliques de la méme forme, ayant par

conséquent leur coefficient monotrope.

On sait (n°®9) que, si w désigne une racine de I’équation fondamentale et si 'on
pose

1 ) _

T sy ogw =,

une équation telle que P = 0 admet toujours au moins une intégrale de la forme

z"p(z),

(z) étant une double série comme les coefficients p.
Cela posé, soit
P=AnAn_1...A2A,

la décomposition de P corrélative du systéme fondamental
y1=v1, y2=vifvadzr, ..., ym=vifvadzf... [vmdz,

et supposons que les solutions v1, ve, ..., v, des équations différentielles, successive-
ment déduites I'une de ’autre par la substitution connue, aient été choisies de la forme

r .
z"p(x) :

1 T2 Tm
V1 =T Q1, V2 =X “P2, ey Um = T Pm-

Cela est toujours possible, car ces équations successives remplissent les mémes condi-
tions que P = 0 (n° 18). On aura

o dlog(viva ... v;) _ ilog

ritret...+r;
it = A et A T
! dx dx (

P1P2 .- Pi),

d’ou il résulte que le coefficient a; de A; sera une fonction continue et monogéne dans le
domaine du point zéro, a ce point pres, et de plus monotrope, car, aprés une révolution
de la variable autour de l’origine, la quantité sous le signe log est multipliée par

eZw\/jl(7'1+'r2+m+7‘i)
)
de sorte que sa dérivée logarithmique ne change pas. Donc les facteurs de la décom-
position considérée ont bien des coefficients possédant les mémes propriétés que les
coefficients p.

Ainsi, il est toujours possible de décomposer l’équation P en facteurs premiers
symboliques a coefficient monotrope de la forme

+oo i
E oo Cixl,

i €tant entier.



96. Revenant a nos hypotheéses, nous supposerons dorénavant que les coefficients
de ’équation différentielle présentent le caractére des fonctions rationnelles, et nous
considérerons 1’équation

m m—1

d
P(y) = dx%erldxm—z{ +...+pmy =0,

ot les coefficients p seront des séries procédant suivant les puissances entiéres de =,
mais ne renfermant qu’un nombre limité de puissances négatives.
La décomposition de I’expression P en facteurs symboliques de la forme

conduit & deux propositions importantes.

ProposiTiON 1. — Le degré v de la fonction déterminante de l’équation P = 0 est
égal au nombre total j des facteurs réguliers qui entrent dans une méme décomposition
de expression P en facteurs symboliques de la forme

dy +oo i

i Y Z_Oo C;x".

Considérons, en effet, une pareille décomposition
P=AnAn_1...A2Aq,

contenant j facteurs réguliers. Dans les coefficients des facteurs non réguliers, et seule-
ment dans ceux qui renferment un nombre infini de puissances négatives de x, suppri-
mons pour un instant les puissances de ™!, dont I’exposant est supérieur, en valeur
absolue, & un nombre arbitraire n, et soit

P’ =BymBm_1...B2B;

I’expression composée avec les facteurs dont quelques-uns sont ainsi modifiés. L’ex-
pression P’ est de méme nature que l’expression P, et les facteurs réguliers qui entrent
dans P’ coincident avec les j facteurs réguliers qui figurent dans P. D’aprés le n° 94, la
fonction déterminante de P’ est d’un degré ' égal & la somme des degrés des fonctions
déterminantes des expressions B; or, les B non réguliers ont une fonction détermi-
nante constante, et les B réguliers 'ont du premier degré; donc la somme en question
se réduit au nombre j des facteurs réguliers, et ’'on a

v =7
Faisons maintenant croitre n indéfiniment : ’égalité précédente, ayant lieu quelque
grand que soit n, aura lieu encore & la limite, et, par conséquent, comme 7’ a pour
limite v, on aura

=7
Corollaire. — Le nombre des facteurs réguliers qui entrent dans une méme décompo-
sition de l’expression P en facteurs symboliques de la forme

est constant, quelle que soit cette décomposition.



ProrosiTioN II. — Le nombres des intégrales réguliéres linéairement indépen-
dantes de l’équation P = 0 est égal au plus grand nombre o de facteurs réguliers consé-
cutifs susceptibles de terminer une méme décomposition de l’expression P en facteurs
symboliques de la forme

© )
% -y fz Ciz".

L’équation P = 0, ayant s intégrales réguliéres, admet (n° 17) une solution v; =
P 91 (), ou ¥1(z) est holomorphe dans le domaine du point zéro et non nul pour
x = 0. Je pose y = v1fzdz, et jobtiens I’équation Q(z) = 0, qui a (n°18) s — 1
intégrales réguliéres linéairement indépendantes.

Q = 0, ayant s — 1 intégrales réguliéres, admet une solution ve = "2y (z). Je
pose z = vaftdx, et jobtiens I'équation R(¢) = 0, qui a s — 2 intégrales réguliéres
linéairement indépendantes.

En continuant de la sorte, j’arrive & 1’équation H(u) = 0, qui a une intégrale
réguliére, et admet par conséquent une solution vs = z”*vs(x).

Puis, posant u = vs f vdx, j'obtiens une équation dont je prends une solution quel-
conque vs+1, mais de la forme z"¢(z), sans logarithmes, et faisant de méme pour
les équations suivantes, déduites successivement 'une de 'autre par les substitutions
analogues, j’en tire vsy2, Vs43, ..., Um.

Ayant ainsi calculé vy, v, v3, ..., Um, je forme la décomposition de P en facteurs
premiers corrélative du systéme fondamental

y1=v1, y2=vifvadr, ..., Ym =vifvadzf...[vmdz.

Soit P = A Am—1...As...AsA1, cette décomposition. Ses facteurs A sont tels que

De plus, les équations

admettent respectivement les intégrales
+ +p2++ps .
v1 =z, wvive = 2P, L., vivg...vs = P1TP? Psahraba . . . 1hs;

or, ces intégrales sont réguliéres; donc les s derniers facteurs Aq, As, ..., A sont
réguliers, et, par conséquent, on a o = s.

Je dis maintenant qu’on ne peut avoir o > s.

Supposons en effet qu’il existe une décomposition de P en facteurs premiers sym-

boliques de la forme
dy +o0 i
il T) DI S
ou les s + k derniers seraient réguliers :

P=BnBm-1...Bstr...B2Bi1.
Représentons par
w1, wiwsz, wiw2ws, ceey WiwWe ... Ws+k
des solutions appartenant respectivement aux équations

Bi=0, By=0, B3=0, ..., Byy=0.



Ces solutions sont réguliéres et de la forme x”v(x), ¥ (z) remplissant les conditions
déja indiquées. Il en résulte que les rapports tels que

WLWw2 ... W;—1W;5

)
wiwz ... Wi;—-1

c’est-a-dire les intégrales
w1, W2, W3, ..., Wstk

des équations déduites successivement 1'une de 'autre par la substitution connue, sont
des intégrales réguliéres de la méme forme z°¢(x).

Donc, d’apreés le théoréme réciproque du n° 18, ’équation qui donne ws4r, ayant
au moins une intégrale réguliére, celle qui donne wsyr—1 en aura au moins deux; celle
qui donne ws4+k—2 en aura alors au moins trois, etc., de sorte que celle qui donne w,
c’est-a-dire P = 0, en aurait au moins s + k, ce qui est contre I’hypothése.

On conclut de 1a que o est exactement égal a s.

Remarque. — On peut remarquer que cette derniére proposition est encore vraie,
lors méme que les facteurs premiers symboliques ne sont pas de la forme

d +oo i
% — yz_oo C;z".

97. Les deux propositions qui précédent permettent d’énoncer immédiatement
les théorémes suivants :

THEOREME 1. — St l’équation différentielle P = 0 a toutes ses intégrales réguliéres,
l’expression P est décomposable en m facteurs réguliers.

THEOREME II. — Si l'expression différentielle P est décomposable en m facteurs
réguliers, ’équation P = 0 a toutes ses intégrales réguliéres.

THEOREME III. — Si l’équation différentielle P = 0 a toutes ses intégrales régu-
lieres, le degré de son équation déterminante est égal a son ordre.

THEOREME IV. — Si le degré de ’équation déterminante de l’expression différen-
tielle P est égal a l'ordre m, l’équation P = 0 a toutes ses intégrales réguliéres.

Les théorémes I et II résultent de la proposition II. Le théoréme III se conclut
du théoréme I et de la proposition I. Enfin le théoréme IV est une conséquence de la
proposition I et du théoréme II.

Il est d’ailleurs facile d’établir ce théoréme, savoir :

THEOREME V. — Si l’équation différentielle P = 0 a toutes ses intégrales régu-
lieres, elle admet un systéme fondamental d’intégrales appartenant & des exposants qui
sont les racines de I’équation déterminante.

En effet, P = 0 ayant toutes ses intégrales réguliéres, P est décomposable en m
facteurs réguliers,
P=ALAm_1...A2A4,

et ’on a entre les fonctions déterminantes la relation
9(p) = ha(p) - ha(p—1) . ha(p = 2) ... hm(p —m +1),

trouvée au n°® 92. Il en résulte que, si 'on égale & zéro les facteurs réguliers A1, Aa,
..y A, les intégrales

V1, V1V2, V1V203, ..., V1V2...Um



des m équations obtenues appartiennent respectivement aux exposants
P1, p2_17 p3_27 ey pm_m+17

p1, P2, - - -, pm €tant les racines de ’équation déterminante g(p) = 0; d’ou 'on conclura
sans peine, en appliquant le premier des deux principes admis au n° 55, que le systéme
fondamental

y1=v1, y2=vifvadr, ..., ym=vifvadzaf... [vmdz,

corrélatif de la décomposition considérée, est formé d’intégrales appartenant aux ex-
posants p1, p2, ..., Pm.-

98. Les deux propositions du n® 96 sont tout aussi fécondes dans le cas ou il
s’agit d’équations n’ayant pas toutes leurs intégrales réguliéres.
Elles donnent d’abord ce théoréme :

THEOREME 1. — Le nombre des intégrales réguliéres linéairement indépendantes de
Uéquation différentielle P = 0 est au plus égal au degré de son équation déterminante.

La forme que doit affecter I’expression différentielle P pour que I’équation P = 0 ait
s intégrales réguliéres linéairement indépendantes résulte de la proposition suivante :

THEOREME II. — Pour que ’équation différentielle P = 0 ait s intégrales réguliéres
linéairement indépendantes, il faut et il suffit que ’expression P soit susceptible de la
forme

P =QD,
ot Q et D sont d’ordres m — s et s, et sont de méme nature que P, c’est-a-dire a
coefficients présentant le caractére des fonctions rationnelles, le premier étant l’'unité,
et ou D =0 a toutes ses intégrales réguliéres, Q = 0 n’en ayant aucune.

1° La condition est nécessaire.
En effet, P = 0 ayant s intégrales réguliéres linéairement indépendantes, il existe
(n® 96, prop. II) une décomposition de P,

P=AmAm_1...Asi1As... AsAy,

en facteurs symboliques de la forme

ou les derniers sont réguliers. Si je pose alors
As...AA1 =D, AnAn_1.. A1 =Q,

jaurai
P =QD.
L’expression D est d’ordre s et composée de s facteurs réguliers; elle est donc
(n° 90) de la forme
d*y Py d*ly P,
dzs =« dx3*1+"'+;rsy’

et, d’aprés le théoréme II du n°® 97, ’équation D = 0 a toutes ses intégrales réguliéres.




L’expression Q est d’ordre m — s; si 'on effectue 'opération QD, et qu’on identifie
avec P, on obtient des égalités qui montrent que les coefficients de Q, comme ceux
de P et de D, présentent le caractére des fonctions rationnelles; en outre, Q = 0 n’a
aucune intégrale réguliére, sans quoi on pourrait terminer une décomposition de @ par
un facteur régulier au moins, et, par suite, dans P = QD, on en aurait plus de s a la
fin, ce qui est impossible (n°® 96, prop. II).

Les deux composantes Q et D possédent donc bien les propriétés énoncées.

2° La condition est suffisante.

Soit, en effet,

P =QD,

D = 0 ayant toutes ses intégrales réguliéres et Q = 0 n’en ayant aucune. Toute solution
de P = 0 qui satisfait & D = 0 est réguliére. Toute solution de P = 0 qui ne satisfait
pas & D = 0 satisfait a I'une des équations D = wu, obtenues en remplagant u par
les diverses intégrales de Q = 0. Or, par hypothése, aucune de ces intégrales n’est
réguliére. D’autre part, si dans D on remplace y par une fonction de forme réguliére,
on obtient (n° 46) une expression de méme forme. Donc aucune valeur réguliére de y
ne peut rendre D égal & u. Donc les équations D = w n’ont aucune solution de forme
réguliére, et, par suite, les seules intégrales réguliéres de P = 0 sont les s de D = 0.

Il est facile d’apercevoir la cause de la différence v — s qui peut exister entre le degré
~ de la fonction déterminante de I’équation P = 0, et le nombre s de ses intégrales
réguliéres linéairement indépendantes.

Si, en effet, on décompose P en facteurs symboliques tels que

d +oo i
ﬁ - Z/Zioo Ciz’,

la décomposition, quelle qu’elle soit, renfermera, comme on ’a vu, v facteurs réguliers;
en outre, sur ces v facteurs, un groupe de s au plus peut étre rejeté a la fin de la
décomposition. Donc 7 — s est le nombre des facteurs réguliers qui ne peuvent faire
partie de ce groupe final.

Autrement, mettons P sous la forme

P =QD,

donnée par le théoréme précédent ; v—s est le nombre des facteurs réguliers qui entrent
dans Q. Ainsi, la différence en question tient & la présence de facteurs réguliers dans
une décomposition de Q.

Si j'observe que les fonctions déterminantes de D et de Q sont respectivement de
degrés s et v — s, je puis formuler les deux théorémes qui suivent :

THEOREME III. — Pour que l’équation différentielle P = 0, d’ordre m, ayant
une fonction déterminante de degré v, admette v — p intégrales régulieres linéairement
indépendantes, il faut et il suffit que l'expression P soit de la forme P = QD, ou Q et
D sont de méme nature que P, Q = 0 étant d’ordre m —~+ u, n’ayant aucune intégrale
réguliére et ayant une fonction déterminante de degré p.

THEOREME IV. — Pour que l’équation différentielle P = 0, d’ordre m, ayant
une fonction déterminante de degré vy, admetle exactement des intégrales réguliéres
linéairement indépendantes, il faut et il suffit que l’expression P soit de la forme P =
QD, ou Q et D sont de méme nature que P, Q étant d’ordre m — v et ayant pour
fonction déterminante une constante.



Je démontrerai encore cette proposition :

THEOREME V. — Les s intégrales réguliéres linéairement indépendantes de l’équa-
tion différentielle P = 0 appartiennent & des exposants qui sont s des racines de son
équation déterminante.

En effet, mettons ’expression P sous la forme
P =QD,

donnée par le théoréme II. D’aprés le n°® 93, on a entre les fonctions déterminantes la
relation

9(p) = h(p)k(p — s).
Or, les s intégrales réguliéres de D = 0, c’est-a-dire toutes les intégrales réguliéres
de P = 0, appartiennent & des exposants qui sont (n°97, théor. V) les racines de
son équation déterminante h(p) = 0. Donc, & cause de cette relation, les intégrales
réguliéres de P = 0 appartiennent & s des racines de g(p) = 0.

99. Je terminerai par les théorémes qui concernent ’équation adjointe.
Je rappelle d’abord que, si une expression différentielle est composée de plusieurs
expressions, ’expression différentielle adjointe est composée des expressions adjointes

rangées dans l'ordre inverse (n° 93). J'observe ensuite que, —d—y — ay étant Padjointe
T

dy . . .. . .
de == — ay, un facteur premier symbolique aura pour adjointe une expression qui,

i
changée de signe, sera elle-méme un facteur premier. On voit enfin, en formant les

. . d d . d
fonctions déterminantes de o2 — ay et de A ay, que, si le facteur cTy — ay est
T

régulier, ces deux fonctions se déduisent I'une de 'autre en changeant p en —p, et que,
si ce facteur n’est pas régulier, elles sont égales & une méme constante.

THEOREME I. — Les fonctions déterminantes g(p) et G(p) des deux expressions
adjointes P et P se déduisent l'une de ’autre en changeant p en —p+ 3 —1, 2? étant
la puissance de x par laquelle il faut multiplier P pour l’amener & la forme normale.

Considérons, en effet, une décomposition de I’expression P en facteurs symboliques
tels que

et soit

cette décomposition.

Dans les coefficients des facteurs qui renferment un nombre illimité de puissances
négatives de x, je supprime provisoirement les puissances de 7' dont I’exposant est
supérieur, en valeur absolue, & un nombre arbitraire n; j'obtiens ainsi ’expression
composée

P =B.Bm_1...B;...By,

qui est de méme nature que P, et qui contient les mémes facteurs réguliers.

Je désignerai par g'(p) et G'(p) les fonctions déterminantes de P’ et de I’adjointe
P’ par H;(p) et hi(p) celles de B; et de I’adjointe B;. En outre, j’appellerai 2% et g
les puissances par lesquelles il faut multiplier respectivement P’ et B; pour les amener

A la forme normale.



On a (n° 94)

g'(p) =Hi(p)Ha(p—m) .. Hi(p—m—m2—...—mic1) ... Him(p—m—n2— ... =m—1),

et 'on voit facilement qu’on a aussi

G'(p) = hin(p)-him—1(p=1m) i (p =T — =1 = e = Ti41) B (P = N = N1 — o = 112),

bien que les facteurs B ne soient pas a proprement parler des facteurs premiers, puisque
leurs premiers coefficients sont —1 et non +1.
Je pose

M+t A1 =10 Om+0mo1+...+ 041 =17
je remarque ’égalité (n° 94)
n+n +n =4,

et je vais comparer les deux produits qui expriment g'(p) et G’ (p).
Si le facteur B; est régulier, comme alors h;(p) est égal a H;(—p), on aura

hi(p—n') = Hi(=p+1'),
et comme 7); est ici égal & 1'unité, et que i’ est égal & B’ —n; —n, cette égalité deviendra,
hilp—n'") =Hi(=p+ 6 —1—n).

Si le facteur B; n’est pas régulier, comme alors les fonctions h;(p) et H;(p) se réduisent
& une méme constante, on aura encore

hi(p—n") =Hi(—=p+ 4" —1—mn).

Donc, dans tous les cas, h;(p — 7’), qui entre dans G'(p), se déduit de la quantité
correspondante H;(p — ), qui entre dans g’(p), en changeant p en —p + 8" — 1. Cela
ayant lieu pour ¢ =1, 2, 3, ..., m, on en conclut

G(p)=g(=p+p —-1).

Cette identité étant établie, faisons croitre indéfiniment le nombre arbitraire n;
l'identité subsistera, et, comme les variables G'(p), g'(p) et 3’ qui y figurent ont des
limites G(p), g(p) et B, elle aura lieu entre ces limites; d’ou

Glp)=g(=p+p—-1).

THEOREME II. — Si l’équation différentielle P = 0 a toutes ses intégrales régu-
lieres, il en est de méme de ’équation adjointe P = 0.

La démonstration résulte des théorémes I et II du n® 97, comme au n° 66.
Enfin le théoréme IV du n° 98 se transforme évidemment de la maniére suivante :

THEOREME I1I. — Pour que I’équation différentielle P = 0, d’ordre m, ayant une
fonction déterminante de degré vy, ait exactement y intégrales réguliéres linéairement
indépendantes, il faut et il suffit que l’équation adjointe P = 0 admette toutes les
intégrales d’une équation différentielle d’ordre m—-y, ayant pour fonction déterminante
une constante.



On en déduirait, comme au n° 68, les deux conditions nécessaires et suffisantes
pour que I’équation P = 0 ait m — 1 intégrales réguliéres linéairement indépendantes.

On peut donc établir simplement toutes les propriétés des intégrales réguliéres, en
partant directement de la décomposition en facteurs premiers symboliques.
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