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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Die erste Anregung zur Abfassung des vorliegenden Buches empfing ich
durch mehrfach an mich ergangene Aufforderungen, meine in das Gebiet der
Thermodynamik fallenden Abhandlungen gesammelt herauszugeben bzw. zu
einer zusammenfassenden Darstellung zu verarbeiten. Wenn auch das erstere
Verfahren als das einfachere niher gelegen hétte, so entschied ich mich doch
fiir eine neue Uberarbeitung des ganzen Stoffes, weil sich auf diese Weise
Gelegenheit bot, mittels einer entsprechenden Erweiterung des behandelten
Themas das ganze Gebiet der Thermodynamik in eine einheitliche Darstellung
zusammenzufassen. Hierdurch ist dem Werke allerdings der Charakter einer
Forschungsarbeit genommen und ihm mehr derjenige eines Lehrbuches
gegeben, bestimmt zur Einfiihrung in das Studium der Thermodynamik fiir
jeden, der einen Anfidngerkurs in Physik und Chemie durchgemacht hat
und mit den Elementen der Differential- und Integralrechnung vertraut ist.

Die in den beispielsweise durchgefithrten Anwendungen der Theorie
benutzten Zahlenwerte stammen fast alle aus den Originalarbeiten; nur
einige durch héufige Messungen bestimmte Groflen sind tabellarischen
Zusammenstellungen, namentlich denen in F. KOHLRAUSCHSs Leitfaden der
praktischen Physik, entnommen. Doch unterlasse ich nicht hervorzuheben,
daBl die benutzten Einzelzahlen, bei aller angewendeten Sorgfalt, doch bei
weitem nicht denselben Grad von kritischer Sichtung erfahren haben, wie
die mitgeteilten Sétze und Ableitungen allgemeineren Inhalts.

In der bisherigen Entwicklung der Thermodynamik lassen sich deutlich
drei voneinander verschiedene Methoden der Forschung unterscheiden. Die
erste greift am tiefsten hinein in das Wesen der betrachteten Vorgénge,
sie ware daher, wenn sie sich exakt durchfithren lieBe, jedenfalls als die
vollkommenste zu bezeichnen. Nach ihr wird die Wé&rme bedingt durch
bestimmte Bewegungen der als diskrete Massen gedachten chemischen
Molekiile und Atome, die fiir gasférmige Korper verhéltnisméfliig einfache
Eigenschaften haben, wihrend sie sich fiir feste und fliissige Korper bisher
nur in rohen Ziigen angeben lassen. Diese kinetische Theorie hat seit
ihrer Begriindung durch JOULE, WATERSTON, KRONIG und CLAUSIUS
besonders durch MAXWELL und BOLTZMANN wesentliche Erweiterung und
Vertiefung erfahren, scheint aber in ihrer weiteren Entwicklung auf vorlaufig
uniiberwindliche Hindernisse zu stoflen, die nicht nur in der hochgradig
komplizierten mathematischen Durchfiihrung der angenommenen Hypothesen,
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sondern vor allen Dingen in prinzipiellen, hier nicht ndher zu erdrternden
Schwierigkeiten bei der mechanischen Deutung der thermodynamischen
Hauptsitze begriindet sind.

Derartige spezielle Schwierigkeiten vermeidet eine zweite, namentlich
von HELMHOLTZ ausgebildete, Methode der Thermodynamik, indem sie
sich auf die wichtigste Voraussetzung der mechanischen Wéirmetheorie
beschrénkt, dafl Warme auf Bewegung beruht, dagegen auf ein Spezialisieren
der Vorstellungen von der Natur dieser Bewegungen zunéchst grundsétzlich
verzichtet. Dieser Standpunkt ist sicherer als der vorige, er gewéhrt auch
die volle philosophische Befriedigung, die die mechanische Naturauffassung
iiberhaupt liefert, aber der Halt, den er bietet, ist bis jetzt nicht breit
genug, um darauf eine Theorie im einzelnen aufzubauen. Alles, was man
von ihm ausgehend erreichen kann, ist die Bestédtigung einiger allgemeiner
schon anderweitig direkt aus der Erfahrung abgeleiteter Gesetze.

Am fruchtbarsten hat sich bisher eine dritte Behandlung der
Thermodynamik erwiesen. Diese Methode unterscheidet sich von den beiden
zuerst besprochenen wesentlich dadurch, dafl sie die mechanische Natur der
Wiérme nicht in den Vordergrund stellt, sondern, indem sie sich bestimmter
Annahmen {iiber das Wesen der Warme ganz enthélt, statt dessen direkt
von einigen sehr allgemeinen Erfahrungstatsachen, hauptséichlich von den
sogenannten beiden Hauptsédtzen der Warmelehre, ausgeht. Daraus ergeben
sich dann auf rein logischem Wege eine grofle Reihe neuer Sitze der Physik
und Chemie, die sich weitgehender Anwendungen fahig gezeigt und bis
jetzt iiberall ausnahmslos bewéhrt haben.

Diese letzte Behandlungsart, welche im vorliegenden Werke ausschlieflich
benutzt ist, entspricht wohl am besten dem heutigen Stande der Wissenschaft,
sie ist aber kaum als die abschlieende zu betrachten, sondern wird
wahrscheinlich kiinftig einmal einer mechanischen oder vielleicht auch einer
elektromagnetischen Betrachtungsweise Platz machen miissen. Denn wenn
es auch eine Zeitlang Vorteil gewédhren mag, die einzelnen Wirkungen
der Natur: Wiarme, Bewegung, Elektrizitdt usw. zunéchst als qualitativ
verschieden voneinander einzufiihren und die Frage nach ihrer etwaigen
Wesensgemeinschaft zu unterdriicken, so wird doch unser durch die Entdeckung
des Prinzips der Erhaltung der Energie so méchtig gefordertes Streben nach
einer einheitlichen Naturanschauung, sei es auf mechanischer oder auf
anderer Grundlage, sich niemals auf die Dauer zuriickhalten lassen; wiirde
doch schon heute ein Zuriicktreten von der Annahme der Wesensgleichheit
aller physikalischen Vorgdnge gleichbedeutend sein mit dem Verzicht auf
das Verstédndnis einer Reihe bereits erkannter GesetzméBigkeiten zwischen
verschiedenen Gebieten der Natur. Dann werden selbstverstédndlich die hier
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aus den beiden Hauptsidtzen der Warmelehre abgeleiteten Ergebnisse nicht
erschiittert werden, sondern es werden nur diese beiden Sétze nicht mehr
selbststandig eingefiihrt, sondern ihrerseits aus anderen noch allgemeineren
Satzen abgeleitet werden. Es ist aber bis jetzt die Zeit noch nicht abzusehen,
in welcher der weite Weg zu diesem Ziel zuriickgelegt werden kann.

Berlin, im April 1897.

Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage.

Die zahlreichen und wertvollen Untersuchungen, durch welche seit
dem Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches die Thermodynamik
bereichert worden ist, haben, besonders auf dem Gebiete der physikalischen
Chemie, die Fiille der bekannten Tatsachen erheblich vermehrt, ohne jedoch
die Grundlagen der Theorie irgendwie zu verindern. Da nun dies Buch
hauptsichlich der Darstellung der letzteren gewidmet ist, und die speziellen
hier gegebenen Anwendungen mehr den Charakter von Erlduterungsbeispielen
besitzen, so glaubte ich von einer Neubearbeitung des Stoffes ganz absehen
zu diirfen und habe mich darauf beschriankt, einzelne numerische Daten zu
verbessern und im {ibrigen nur die allgemeineren Gedankenginge sorgfiltig
nachzupriifen. Dabei habe ich eine Reihe von kleinen Anderungen und
Zusatzen zweckméfig gefunden, deren manche mir von wissenschaftlichen
Bekannten und Fachgenossen freundlichst nahegelegt wurden.

Im Hinblick auf den Schlufipassus im Vorwort zur ersten Auflage sei
mir noch die Bemerkung verstattet, dafl die Theorie der Wéarme auf dem
dort angedeuteten Wege in der Zwischenzeit einen bemerkenswerten Schritt
vorwéirts getan hat. Die neueren Forschungsergebnisse auf dem Gebiete
der Wirmestrahlung, bei deren Erwidhnung ich hier nur auf die Namen
W. WIEN, F. PAscHEN, O. LUMMER und E. PRINGSHEIM, H. RUBENS
und F. KURLBAUM hinweisen mochte, haben némlich immer deutlicher
erkennen lassen, dafl, ebenso wie der erste Hauptsatz der Thermodynamik
nur eine Seite des universalen Prinzips der Erhaltung der Energie bildet,
so auch der zweite Hauptsatz, das Prinzip der Vermehrung der Entropie,
keine selbsténdige Bedeutung besitzt, sondern sich seinem vollen Inhalt
nach verstehen lassen wird, wenn man seine Wurzel, entsprechend der
von CLAUSIUS und MAXWELL begriindeten und dann namentlich von
L. BorLTzZMANN weiter gebildeten Auffassung, in den bekannten Sétzen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung sucht. Danach ist die Entropie irgend
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eines natiirlichen Zustandes ganz allgemein gleich dem Logarithmus der
, Wahrscheinlichkeit“ des betreffenden Zustandes, multipliziert mit einer
universellen Konstanten von der Dimension einer Energie dividiert durch
eine Temperatur. Eine nihere Besprechung dieser Beziehung, welche tiefer
als bisher in die Erkenntnis der Molekularvorgéinge sowohl, wie auch der
Strahlungsgesetze hineinfiihrt, wiirde jedoch den von vornherein ausdriicklich
festgelegten Rahmen des vorliegenden Werkes iiberschreiten und ist daher
nicht in dasselbe aufgenommen worden, zumal ich dieselbe in einem
besonderen Buche zu behandeln gedenke. —

Berlin, im Januar 1905.

Vorwort zur dritten Auflage.

Der Plan der Darstellung und die Anordnung des Stoffes ist auch in
der neuen Auflage beibehalten. Doch finden sich in ihr, abgesehen von einer
abermaligen Revision sdmtlicher numerischer Daten, durch das ganze Buch
verstreut eine Anzahl neuer, groflerer oder kleinerer, Erlduterungen und
Zusétze, deren ZweckméfBigkeit mir durch irgend einen dufleren Anlafl nahe
gelegt wurde. Von derartigen Stellen erwahne ich hier beispielsweise das Gesetz
der iibereinstimmenden Zusténde, die Definition des Molekulargewichts, den
Beweis des zweiten Hauptsatzes, die charakteristische thermodynamische
Funktion, die Theorie des JOULE-THOMSON-Effekts, die Verdampfung von
Fliissigkeitsgemischen. Weitere Anregungen werde ich stets mit besonderem
Dank entgegennehmen.

Eine sachliche Erweiterung von prinzipieller Bedeutung aber bildet die
Einfithrung des im Jahre 1906 von W. NERNST aufgestellten Warmetheorems.
Wenn dieser Satz, wie es bis jetzt den Anschein hat, sich nach allen
Richtungen hin bewé&hren sollte, so wére damit die Thermodynamik um
ein Prinzip bereichert, dessen Tragweite, nicht nur in praktischer, sondern
auch in molekulartheoretischer Hinsicht, noch gar nicht abzusehen ist.

Um den wesentlichen Inhalt dieses neuen Theorems ganz rein, in einer
fiir die experimentelle Priifung moglichst geeigneten Form darstellen zu
konnen, ist es aber nach meiner Meinung notwendig, seine Bedeutung fiir die
atomistische Theorie, die heute noch keineswegs klar gestellt ist, einstweilen
ganz aus dem Spiele zu lassen; und dieser Standpunkt entspricht gerade
der auch sonst iiberall in diesem Buche befolgten Methode. Andrerseits
habe ich dem Theorem, um seine Anwendungen so einfach wie umfangreich
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zu gestalten, eine moglichst weitgehende Fassung geben zu sollen geglaubt,
und bin dabei, nicht nur in der Form, sondern auch inhaltlich, iiber die von
NERNST selber gegebene noch etwas hinausgegangen. Ich erwéhne diesen
Punkt auch an dieser Stelle, weil die Moglichkeit im Auge zu behalten
ist, dafl, wenn die weitergehende Fassung sich nicht bewéhren sollte, die
urspriingliche NERNSTsche deswegen doch moglicherweise zu Recht bestehen
bleiben konnte.

Berlin, im November 1910.

Vorwort zur fiinften Auflage.

Fiir die fiinfte Auflage habe ich den ganzen Inhalt des Buches wieder
einmal iiberarbeitet, insbesondere den Abschnitt iiber das NERNSTsche
Warmetheorem, welches inzwischen, und zwar in seiner am weitesten
gehenden Fassung, iiberall ausnahmslos Bestéitigung gefunden hat und
somit jetzt wohl in den sicheren Besitzstand der Theorie iibergegangen
ist. Seine atomistische Bedeutung, welche in den engen Beziehungen zur
Quantenhypothese ihren Ausdruck findet, kann freilich im Rahmen des
vorliegenden Werkes selbstverstdndlich nicht gewiirdigt werden.

Berlin, im Marz 1917.

Vorwort zur sechsten und siebenten Auflage.

Unter den Ergénzungen, welche die neue Auflage erfahren hat, erwihne
ich hier die von J. CH. GHOSH (Calcutta) aufgestellte Theorie fir
die Gefrierpunktsdepression starker Elektrolyte, welche die durch lange
Zeit hindurch rétselhaft gebliebenen Abweichungen vom OSTWALDschen
Verdiinnungsgesetz endgiiltig aufzuklaren scheint (§ 273), sowie die DEBYEsche
Zustandsgleichung fester Korper, welche sowohl die Temperaturabhédngigkeit
der spezifischen Wé&rme als auch den GRUNEISENschen Satz fiir den
thermischen Ausdehnungskoeffizienten in sich enthélt (§285).

Berlin-Grunewald, im Februar 1921 und im Juli 1922.

Der Verfasser.
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Erster Abschnitt.

Grundtatsachen und Definitionen.

Erstes Kapitel. Temperatur.

§ 1. Der Begriff ,Warme* entspringt aus derjenigen Sinnesempfindung,
die uns bei der direkten Beriihrung eines Korpers unmittelbaren Aufschluf
iiber den Unterschied zwischen Warm und Kalt liefert. Ein quantitatives,
wissenschaftlich brauchbares Maf fiir den Warmezustand eines Korpers 1483t
sich aber aus der unmittelbaren Empfindung, die nur qualitative und je nach
den dufleren Umstédnden verdnderliche Resultate ergibt, nicht ableiten. Man
benutzt zu diesem Zweck eine andere Erscheinung, die erfahrungsgeméfl bei
allen Korpern gleichzeitig mit der Erwadrmung auftritt, wenn der &uflere
Druck konstant bleibt, und die den Vorteil einer genauen Messung darbietet:
die Volumenénderung. Bei den meisten Substanzen ist mit der Erwdrmung
eine Volumenvergroflerung verbunden. Sonach 148t sich nicht nur durch
direkte Beriihrung, sondern auch durch eine rein mechanische Beobachtung,
und zwar durch letzteres Mittel in viel feinerem Grade, entscheiden, ob
ein Korper wiarmer oder kélter wird. Auch 1é8t sich genau angeben, wenn
ein Korper einen frither einmal innegehabten Warmezustand wiederum
einnimmt.

§ 2. Wenn zwei Korper, die sich sehr verschieden warm anfiihlen, z. B.
eine erhitzte Metallmasse und kaltes Wasser, in Beriihrung gebracht werden,
so findet man immer, dafl der warmere sich abkiihlt, der kéltere sich erwérmt,
bis zu einer gewissen Grenze, wo jede Verdnderung aufhort. Dann sagt
man mit einem aus der Mechanik iibertragenen Sprachgebrauch: die beiden
Korper stehen im Warmegleichgewicht. Ein solches Wiérmegleichgewicht
tritt erfahrungsgeméaf schliefilich immer ein, auch wenn nicht zwei, sondern
beliebig viele verschieden warme Korper in beliebige wechselseitige Beriihrung
miteinander gebracht werden. Hieraus folgt sogleich der wichtige Satz: Wenn
ein Korper A mit zwei anderen Korpern B und C' im Wirmegleichgewicht
steht, so stehen auch B und C unter sich im Wirmegleichgewicht.
Verbindet man namlich die Korper A, B, C hintereinander zu einem
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Ringe, so dal jeder der drei Korper die beiden andern beriihrt, so
besteht nach der Voraussetzung an den Beriihrungsstellen (AB) und (AC)
Wirmegleichgewicht, folglich auch an der Stelle (BC); denn sonst wiirde
iiberhaupt kein allgemeines Warmegleichgewicht moglich sein, was der durch
den vorigen Satz angegebenen Erfahrung widerspréche.

8 3. Hierauf beruht die Moglichkeit, den Warmezustand irgend zweier
Korper B und C zu vergleichen, ohne sie direkt miteinander in Beriihrung
zu bringen. Man bringt ndmlich jeden einzeln mit dem als Mefiinstrument
dienenden, zunichst beliebig ausgewéhlten Korper A zusammen (z. B.
einem in ein enges Rohr ausmiindenden Quecksilbervolumen) und kann
so durch jedesmalige Beobachtung des Volumens von A entscheiden, ob
B und C im Warmegleichgewicht stehen oder nicht, bez. welcher von beiden
Korpern der wérmere ist. Den Wirmezustand des Korpers A und somit
auch jedes mit A im Warmegleichgewicht befindlichen Koérpers kann man
einfach definieren durch das Volumen von A, oder auch, wie gewdchnlich,
durch die Differenz des Volumens von A und eines nach Willkiir fixierten
,Normalvolumens®, namlich desjenigen Volumens, welches der Korper A
einnimmt, wenn er sich mit schmelzendem Eis unter Atmosphéirendruck
im Wéarmegleichgewicht befindet. Ist die Einheit dieser Volumendifferenz so
gewihlt, dal sie gleich 100 wird, wenn sich A mit dem Dampfe siedenden
Wassers unter Atmosphérendruck im Warmegleichgewicht befindet, so heif3t
sie die Temperatur (in Celsiusgraden) in bezug auf den Korper A als
thermometrische Substanz. Zwei Korper von gleicher Temperatur stehen
also immer im Wiérmegleichgewicht, und umgekehrt.

§ 4. Die Temperaturangaben zweier verschiedener thermometrischer
Substanzen stimmen, aufler bei 0° und bei 100°, im allgemeinen niemals
iiberein, weshalb in der bisherigen Definition der Temperatur noch eine grofie
Willkiir herrscht. Dieselbe kann hier nur bis zu einem gewissen Grade beseitigt
werden, ndmlich durch die Benutzung der Erfahrung, dafl die verschiedenen
Gase, besonders die schwer kondensierbaren, wie Wasserstoff, Sauerstoff,
Stickstoff, Kohlenoxyd und alle sogenannten Edelgase, als thermometrische
Substanzen innerhalb eines betréichtlichen Temperaturbereichs eine fast
vollkommene, fiir die meisten Messungen geniigende Ubereinstimmung in
den Temperaturangaben liefern. Ja noch mehr: auch die absolute Gréfie
der Ausdehnung ist bei allen diesen Gasen insofern die némliche, als
gleiche Volumina derselben sich bei gleicher Erwérmung immer um gleichviel
ausdehnen, konstanten &ufleren Druck vorausgesetzt. Der Betrag dieser
Ausdehnung ist fiir eine Erwérmung von 0° auf 1° etwa der 273. Teil
des Volumens. Da nun endlich auch der Einflul des &ufleren Druckes auf
das Volumen eines dieser Gase durch ein sehr einfaches Gesetz dargestellt
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wird, so ist der Schlufl gestattet, dafl diese RegelmifBigkeiten auf einer
besonders einfachen Konstitution dieser Substanzen beruhen, und dafl es
daher rationell ist, die von ihnen angegebene gemeinschaftliche Temperatur
als Temperatur schlechthin zu definieren. Es miissen also die Angaben aller
anderen Thermometer auf das Gasthermometer reduziert werden.

§ 5. Bei Genauigkeitsanforderungen, fiir welche die Ubereinstimmung
in den Angaben der verschiedenen Gasthermometer nicht geniigt, bleibt
die Willkiir in der Definition der Temperatur bestehen, da kein Grund
vorliegt, ein bestimmtes Gas vor den anderen zu bevorzugen. Eine von
den Eigenschaften einzelner Korper vollkommen unabhéngige Definition der
Temperatur, giiltig fiir alle Warme- und Kaltegrade, wird erst moglich auf
Grund des zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie (siehe unten §160ff.).
Bis dahin wird daher nur von solchen Temperaturen die Rede sein, welche
durch das Gasthermometer mit hinreichender Schérfe definiert sind.

§ 6. Wir beschiftigen uns im folgenden vorwiegend mit homogenen
isotropen Korpern von beliebiger Form, die im Innern gleichméflige Temperatur
und Dichte besitzen und einem gleichméfligen, iiberall senkrecht auf ihre
Oberflache wirkenden Druck unterworfen sind, folglich auch den nédmlichen
Druck nach auflen hin ausiiben. Von Oberflichenerscheinungen sehen wir
dabei ab. Der Zustand eines solchen Korpers ist bestimmt durch seine
chemische Natur, seine Masse M, sein Volumen V und seine Temperatur t.
Alle anderen Eigenschaften des Zustandes sind also von den angegebenen
in bestimmter Weise abhéngig, vor allem der Druck, welcher gleichméaflig
im ganzen Innern herrscht und ebenso nach auflen hin wirkt. Der Druck p
wird gemessen durch die Kraft, welche auf die Flacheneinheit der Oberfléche
wirkt, also im C.G.S.-System durch Dynen pro Quadratzentimeter, wobei
ein Dyn die Kraft ist, welche der Masse eines Gramms in einer Sekunde
die Geschwindigkeit von einem Zentimeter in der Sekunde erteilt.

§ 7. In der Praxis mifit man gewohnlich den Druck in Atmosphéren,
es soll daher hier der Wert einer Atmosphére im absoluten C.G.S.-System
berechnet werden. Der Druck einer Atmosphére ist die Kraft, welche eine
Quecksilbersdule von 0°C, 76 cm Hohe und 1 qem Querschnitt durch ihr
Gewicht auf ihre Grundfliche ausiibt, wenn sie an einem Orte von der
geographischen Breite 45° aufgestellt ist. Der letzte Zusatz ist notwendig,
weil das durch die Erdanziehung bedingte Gewicht sich mit dem Orte
andert. Das Volumen der Quecksilbersiule betrigt 76, ihre Masse, durch
Multiplikation des Volumens mit der Dichte des Quecksilbers bei 0°,
76 - 13,596; daher ihr Gewicht, durch Multiplikation der Masse mit der
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Beschleunigung der Schwere an einem Orte von 45° Breite:

g

dyn
y2 oder —.
cm sec

76 - 13,596 - 980,6 = 1013250 —
cm
Dies ist also der Druck einer Atmosphéire im absoluten C.G.S.-System.
Wiirde man als Krafteinheit nicht ein Dyn, sondern, wie es frither in der
Mechanik iiblich war, das Gewicht eines Gramms an einem Orte von der
geographischen Breite 45° benutzen, so wiirde der Druck einer Atmosphére
betragen: 76 13,596 = 1033, 3.

§ 8. Da der Druck des betrachteten Korpers offenbar nur von seiner
inneren Beschaffenheit, nicht aber von seiner &dufleren Form und seiner
Masse abhéngt, so folgt, dal p auler von der Temperatur nur von dem
Verhaltnis der Masse M zum Volumen V, d. h. von der Dichte, abhéngt,
bez. von dem umgekehrten Verhiltnis, dem Volumen der Masseneinheit:

MY
welches wir, wie iiblich, als das spezifische Volumen des Koérpers bezeichnen.
Es existiert also eine bestimmte, jeder Substanz eigentiimliche Beziehung:

p= f(U,t),

welchedie Zustandsgleichung der Substanz genannt wird. Die Funktion f
besitzt fiir Gase stets positive, fiir fliissige und feste Kérper unter Umsténden
auch negative Werte.

§ 9. Ideale Gase. Am einfachsten gestaltet sich die Form der
Zustandsgleichung fiir diejenigen Substanzen, welche wir oben § 4 zur Definition
der Temperatur benutzt haben und die, insofern sie {ibereinstimmende
Temperaturangaben liefern, als ,,ideale* oder ,,vollkommene“ Gase bezeichnet
werden. Wird nédmlich die Temperatur konstant gehalten, so ist nach dem
Gesetz von BOYLE (MARIOTTE) das Produkt aus Druck und spezifischem
Volumen konstant:

(1) pv =1,
wobei 9, aufler von der Natur des Gases, allein von der Temperatur ¢
abhéngt.

Wenn aber der Druck konstant gehalten wird, so ist nach der Definition
§3 die Temperatur proportional der Differenz des jeweiligen Volumens v
und des Normalvolumens: vy, d. h.

(2) t=(v—uvo)P,
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worin P nur vom Druck p abhéngt. Hierbei ist nach Gleichung (1)

(3) pvo = VYo,

wenn 9y den Wert bezeichnet, den die Temperaturfunktion ¢ fiir ¢t =0
annimmt.

Endlich benutzen wir noch die ebenfalls schon oben, §4, angefiihrte
Erfahrung, dal der Betrag der Ausdehnung bei einer Erwérmung von 0°
auf 1° fiir alle idealen Gase der nimliche Bruchteil a (etwa = i3) des
Volumens bei 0° ist. (Gesetz von GAY LUSSAC.) Setzt man also ¢ =1, so
wird v — vy = avg, und die Gleichung (2) geht iiber in:

(4) 1 = avgP.

Durch Elimination von P, vy und v aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4)
ergibt sich die Temperaturfunktion:

¥ =99(1 + at),

also linedr abhéngig von der Temperatur, und die Zustandsgleichung (1)
wird: 9
p= 70(1 + at).

§ 10. Diese Gleichung nimmt eine wesentlich einfachere Form an,
wenn man den im §3 willkiirlich festgesetzten Nullpunkt der Temperatur

um — Grad verschiebt, indem man den Schmelzpunkt des Eises nicht = 0°,

«
1 . T
sondern = — (etwa = 273°) setzt. Schreibt man némlich:
(0%
1
t+—=T
(0%

(absolute Temperatur), und setzt zur Abkiirzung die Konstante ady = C,
so wird die Zustandsgleichung:

_¢

(5) p= T=C- -T.

M

v v

Die Einfithrung der absoluten Temperatur kommt offenbar im Grunde

nur darauf hinaus, dal man die Temperatur nicht, wie in §3, durch eine
Volumendifferenz, sondern durch das Volumen selbst mifit.

Die naheliegende Frage nach der physikalischen Bedeutung des Nullpunkts

der absoluten Temperatur ist offenbar dahin zu beantworten, dafi die
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absolute Temperatur Null diejenige Temperatur darstellt, bei welcher ein
ideales Gas in einem endlichen Volumen den Druck Null, oder unter
einem endlichen Druck das Volumen Null besitzt. Fiir wirkliche Gase hat
aber dieser Satz keine Bedeutung, da dieselben bei gehoriger Abkiihlung
merkliche Abweichungen voneinander, also auch vom idealen Zustand zeigen.
Inwieweit ein wirkliches Gas auch bei mittleren Temperaturdnderungen von
dem idealen Verhalten abweicht, kann natiirlich erst dann gepriift werden,
wenn die Definition der Temperatur von der Bezugnahme auf eine spezielle
Substanz unabhéngig gemacht worden ist. (Vgl. §5.)

§ 11. Die fiir die Natur eines idealen Gases charakteristische Konstante C
ist bestimmt, wenn man fiir irgendein Wertenpaar von 7" und p, z. B. 0°C
und Atmosphérendruck, das spezifische Volumen v des Gases kennt, und
zwar verhalten sich offenbar fiir verschiedene Gase, bei derselben Temperatur
und demselben Druck genommen, die Werte der Konstanten C wie die

. . .. . 1
spezifischen Volumina v, oder umgekehrt wie die Dichten —. Man kann also

sagen: Bei derselben Temperatur und demselben Druck genommen stehen
die Dichten aller idealen Gase in unverdnderlichen Verhéltnissen. Man
charakterisiert daher oft auch ein Gas durch das konstante Verhéltnis seiner
Dichte zu der Dichte eines Normalgases bei demselben Druck und derselben
Temperatur (spezifische Dichte in bezug auf Luft oder auf Wasserstoff).
Bei 0°C (T'=273) und 1 Atmosphéire Druck ist die Dichte von:

Wasserstoff ................ 0,00008988 g
Sauerstoff .................. 0,0014291 cm3
Stickstoff .................. 0,0012507
»Atmosphérischer® Stickstoff 0,0012567
Luft ...l 0,0012928
Argon ...l 0,0017809

woraus die entsprechenden Werte von C in absolutem Mafl leicht zu
berechnen.

Durch die Zustandsgleichung einer Substanz lassen sich alle Fragen
nach dem Verhalten der Substanz in bezug auf beliebige Anderungen der
Temperatur, des Volumens und des Druckes vollstdndig beantworten.

§ 12. Verhalten bei konstantem Druck. (Isobare oder isopiestische
Anderungen.) Ausdehnungskoeffizient heifit das Verhiltnis der Zunahme des
Volumens bei Erwérmung um 1° zu dem Volumen bei 0° C, d. h. die Grofe:
Vg1 —Vr

Vo

1
langsam mit der Temperatur #ndert, auch ovy L setzen kann. Fiir
ar ), Vo

, woflir man, da das Volumen sich in der Regel verhéltnisméBig
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M
ein ideales Gas ist nach der Zustandsgleichung (5) Vg — Vp = oM und

M . 1
Vo= oM 273, also der Ausdehnungskoeffizient des Gases: 773 =

§ 13. Verhalten bei konstantem Volumen. (Isochore oder isopykne
oder isostere Anderungen.) Spannungskoeffizient heifit das Verhiltnis der

Zunahme des Druckes bei Erwdrmung um 1° zu dem Druck bei 0°C,
d. h. die GroBe: PTHL"PT ey P i Fiir ein ideales Gas ist nach
der Zustandsgleichung (5) pri1 —pr = - und pg = S 273, also der
Spannungskoeffizient des Gases: 2—%3, gleich dem Ausdehnungskoeffizienten a.
§ 14. Verhalten bei konstanter Temperatur. (Isotherme Anderung-
en.) Elastizitétskoeflizient heifit das Verhaltnis einer unendlich kleinen Zunahme
des Druckes zu der dadurch bedingten Kontraktion der Volumeneinheit,
d. h. die Grofe: dp: _dv =— op -v. Fiir ein ideales Gas ist nach
Vv a’U T
der Zustandsgleichung (5)
o\ __CT
o)y w2’

und daher der Elastizitatskoeffizient des Gases:

cr
v

=p, also gleich dem Druck.

Der reziproke Wert des Elastizitdtskoeffizienten, ndmlich das Verhéltnis einer

unendlich kleinen Kontraktion der Volumeneinheit zu der entsprechenden

1 . o s .
Druckvermehrung, also — (;v - —, heiffit Kompressibilitatskoeffizient.

p)T VU
§ 15. Die drei Koeflizienten, welche das Verhalten einer Substanz bei

isobaren, isochoren und isothermen Anderungen kennzeichnen, sind nicht
unabhéngig voneinander, sondern, fiir jede beliebige Substanz, durch eine
feste Beziehung verkniipft. Durch Differentiation der Zustandsgleichung
ergibt sich némlich allgemein:

([ Op Op
0= (57), 27+ ()
wobei, wie {iblich, der angefiigte Index diejenige Variable bezeichnet, welche

bei der Differentiation konstant zu halten ist. Setzt man nun dp =0, so
erhilt man die Bedingung, welche fiir eine isobare Anderung zwischen den
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Differentialen dT° und dv gilt, also entsprechend geschrieben:

dp
(6) o :_<8T>v‘
),

Man kann daher fiir jeden Zustand einer Substanz eine der drei Groflen:
Ausdehnungskoeffizient, Spannungskoeffizient, Kompressibilitdtskoeffizient,
aus den beiden anderen berechnen. Nehmen wir z. B. Quecksilber bei 0°C
und Atmosphérendruck. Der Ausdehnungskoeffizient (§12) ist:

1
oy 1 0,00018.
oT p 00

Der Kompressibilitatskoeffizient (§14) ist, bezogen auf Atmosphéren:

<av> i = 0,000 0039.
3;0 T’UO

Also nach (6) der Spannungskoeffizient (§13), bezogen auf Atmosphéren:

(o)

p\ _ (o) (ov\ _ \9T/, — 0,00018 6

or), ov)p \0T p_(av> ~0,0000039
T

ap

d. h. um Quecksilber bei der Erwdrmung von 0° auf 1° auf konstantem
Volumen zu erhalten, bedarf es einer Druckzunahme von 46 Atmosphéren.

§ 16. Mischungen idealer Gase. Wenn verschiedene beliebig grofe
Quantitéten eines und desselben Gases von gleicher Temperatur und gleichem
Druck, welche anfangs durch Scheidewénde getrennt sind, mittels plotzlicher
Beseitigung derselben in Beriithrung gebracht werden, so ist und bleibt
selbstverstidndlich das Volumen des gesamten Systems gleich der Summe der
Einzelvolumina. Wenn aber die in Beriihrung gebrachten Gase verschiedener
Natur sind, so zeigt die Erfahrung, dafl auch dann, bei konstant gehaltener
gleichméfliger Temperatur und gleichméfligem Druck, das Gesamtvolumen
dauernd gleich der Summe der urspriinglichen Einzelvolumina bleibt, obwohl
sich gleichzeitig ein langsamer Mischungsvorgang, die Diffusion, vollzieht,
der erst dann sein Ende erreicht, wenn die Zusammensetzung der Mischung
in jedem Raumteil iiberall die némliche, d.h. die Mischung physikalisch
homogen geworden ist.
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§ 17. Man kann sich das entstandene Gemisch von vornherein in
zweierlei Weise konstituiert denken. Entweder konnte man annehmen, daf3
bei der Vermischung jedes einzelne Gas sich in unwahrnehmbar viele kleine
Teile spaltet, deren jeder aber sein Volumen und seinen Druck unveréndert
beibehélt, und dafl diese kleinen Teile der verschiedenen Gase sich bei der
Diffusion nebeneinandermengen, ohne sich gegenseitig zu durchdringen; dann
hédtte auch nach beendigter Diffusion jedes Gas im ganzen noch sein altes
Volumen (Partialvolumen) und alle Gase hétten denselben gemeinsamen
Druck. Oder aber — und diese Auffassung wird sich weiterhin (§32) als
die allein berechtigte erweisen — man kann annehmen, daf§ die Einzelgase
sich auch in ihren kleinsten Volumteilen verindern und durchdringen, daf
also nach beendigter Diffusion jedes Einzelgas, soweit man {iberhaupt noch
von einem solchen reden kann, das Volumen des ganzen Gemisches einnimmt
und demzufolge unter einem geringeren Druck als frither steht. Wir wollen
die Drucke, die den einzelnen Gasen zuzuschreiben wéren, wenn sie, jedes
fiir sich allein, das ganze Volumen der Mischung einnehmen wiirden, ihre
sog. , Partialdrucke®, berechnen.

§ 18. Bezeichnet man die einzelnen Gase durch angefiigte Zahlenindizes,
wéihrend Temperatur 77 und Druck p ohne Index gelassen werden, so ist
vor Beginn der Diffusion nach der Zustandsgleichung (5):

CiMiT » CoMsT

Vv, Vo

Das Gesamtvolumen:
V=1+Va+...

bleibt nach §16 durch die Diffusion unverédndert. Da nun nach beendigter
Diffusion jedem einzelnen Gas das ganze Volumen V zugeschrieben wird, so
sind dann die Partialdrucke nach der Gleichung (5) und nach den letzten
Gleichungen:

™) oMT W COMT W
P = % Y b, P2+ Vv Y p
Durch Addition ergibt sich:
i+Vo+...
(8) prtp2t...=—————P=p

das Gesetz von DALTON, welches besagt, dafl in einer homogenen Gasmischung
der Druck gleich ist der Summe der Partialdrucke aller einzelnen Gase.
Gleichzeitig sieht man, dafl

(9) pripy:...=Vi:Vo:...=C1M1:CoMsy : ...
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d. h. die Partialdrucke der Einzelgase stehen in demselben Verhéltnis wie
die Volumina, welche die Gase vor der Diffusion hatten, bez. wie die
Partialvolumina, welche die Gase nach der im §17 zuerst geschilderten
Auffassung in der Mischung einnehmen wiirden.

§ 19. Die Zustandsgleichung der Mischung lautet nach (8) und (7):

T
(10) p=(C1M +CoMy+..) &

_CIMI‘FCQMQ‘F...‘%.T

b= Vi v ,

entspricht also ganz der Zustandsgleichung (5) eines idealen Gases, dessen
charakteristische Konstante ist:

(11) :ClMl—i-CQMQ—}—...'

My + Mo+ ...

Daher kann durch die Untersuchung der Zustandsgleichung niemals entschieden
werden, ob ein ideales Gas chemisch einfach ist oder ob es eine Mischung
verschiedener chemisch einfacher Gase bildet.

§ 20. Die Zusammensetzung einer Gasmischung definiert man entweder
durch die Verhéltnisse der Massen My, Ms ... oder durch die Verhéltnisse (9)
der Partialdrucke py, po... bez. Partialvolumina Vi, V5... der Einzelgase.
Je mnachdem spricht man entweder von Gewichtsprozenten oder von
Volumenprozenten. Nehmen wir z. B. atmosphérische Luft, eine Mischung
von Sauerstoff (1) und von ,atmosphérischem* Stickstoff (2).

Das Verhéltnis der Dichten von Sauerstoff, atmosphérischem Stickstoff
und Luft ist nach §11

1 1 1
0,0014291 : 0,001 2567 : 0,001 2928 = C—l : 0—2 : ok
Unter Beriicksichtigung der Beziehung (11)
O C1M; + Co Mo
My + Mo
berechnet sich hieraus das Verhéltnis
My : My = 22__0(“; = 0,3009,

d. h. 23,1% Sauerstoff und 76, 9% Stickstoff nach Gewichtsprozenten. Dagegen
das Verhéltnis

1 1
c C
CiMy:CoMy =pyipy=Vy: Vo= 1712 = 0, 2649,
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d. h. 20,9% Sauerstoff und 79,1% Stickstoff nach Volumenprozenten.

§ 21. Zustandsgleichung anderer Substanzen. Stellt schon fiir die
bisher beispielsweise behandelten Substanzen die Zustandsgleichung idealer
Gase nur eine, wenn auch bedeutende, Anndherung an die Wirklichkeit dar,
so zeigen die anderen gasférmigen Korper, besonders diejenigen, die sich
leicht kondensieren lassen, und die daher frither in die besondere Klasse
der Dampfe zusammengefait wurden, ein von den Eigenschaften idealer
Gase deutlich abweichendes Verhalten, so dafi fiir sie eine Modifikation
der Zustandsgleichung eintreten mufl. Dabei ist jedoch bemerkenswert,
dal die Abweichungen von dem Verhalten idealer Gase um so geringer
auszufallen pflegen, je kleiner die Dichte genommen wird, weshalb man im
allgemeinen sagen kann, dafl sich die gasformigen Substanzen bei geniigend
geringer Dichte wie ideale Gase verhalten, und zwar auch bei beliebig tiefen
Temperaturen. Die Zustandsgleichung beliebiger Gase und Déampfe wird
sich also als eine Verallgemeinerung derjenigen fiir ideale Gase darstellen
miissen, welche fiir groffe Werte von v in die spezielle oben behandelte
Form (5) iibergeht.

§ 22. Von dem Sinn und der GroBe der Abweichungen von dem idealen
Gaszustand kann man sich auf graphischem Wege eine Vorstellung verschaffen,
und zwar auf verschiedene Weise. Man kann z. B. eine ,isothermische* Kurve
aufzeichnen, indem man fiir eine beliebige konstant gehaltene Temperatur T
je zwei zusammengehorige Werte von v und p als Abszisse und Ordinate
eines Punktes in einer Ebene auffafit. Die Schar aller Isothermen liefert ein
vollstdndiges Bild der Zustandsgleichung. Je mehr nun sich das Verhalten
des betrachteten Gases dem idealen néhert, um so enger schlieffen sich die
[sothermen an die gleichseitigen Hyperbeln an, welche die Koordinatenachsen
zu Asymptoten haben. Denn fiir ein ideales Gas ist die Gleichung einer
[sotherme: pv = konst. Die Abweichung von der Form dieser Hyperbel gibt
also zugleich ein Maf fiir die Abweichung von dem idealen Gaszustand.

§ 23. Augenscheinlicher noch werden diese Abweichungen, wenn man
die Isotherme in der Art zeichnet, dafl nicht p, sondern das Produkt pv als
Ordinate, und als Abszisse etwa p erscheint. Fiir ein ideales Gas sind dann
die Isothermen offenbar gerade, der Abszissenachse parallele Linien. Fiir die
wirklichen Gase zeigt nun eine solche Linie ein allerdings flach verlaufendes
Minimum, dessen Lage und Betrag natiirlich von der Temperatur und von
der Natur des Gases abhingt. Fiir kleinere Drucke (links vom Minimum)
nimmt also das Volumen mit steigendem Druck schneller, fiir hthere Drucke
(rechts vom Minimum) nimmt es mit steigendem Druck langsamer ab als
bei idealen Gasen. Im Minimum selber ist die Kompressibilitdt gerade die
eines idealen Gases. Beim Wasserstoff liegt das Minimum sehr weit links,
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und konnte nur bei sehr tiefen Temperaturen nachgewiesen werden.

8 24. Die erste auch fiir den fliissigen Zustand brauchbare analytische
Formulierung der verallgemeinerten Zustandsgleichung riihrt her von VAN DER
WaALS, der zugleich auch eine physikalische Erklarung fiir die Abweichungen
vom idealen Gaszustand, vom Standpunkt der kinetischen Gastheorie aus,
gegeben hat. Da wir uns hier von den Voraussetzungen der kinetischen
Theorie frei halten wollen, haben wir es nur mit der VAN DER WAALSschen
Formel selber, als einem angendherten Ausdruck der Tatsachen, zu tun. Sie
lautet:

RT «

(12) P=0"3 0

wobei R, a und ( Konstanten sind, die von der Natur der Substanz
abhéngen. Fiir grofle v geht die Gleichung in der Tat in die eines idealen
Gases iiber; fiir kleine v und entsprechende T stellt sie die Zustandsgleichung
der tropfbar fliissigen Substanz dar.

Wenn der Druck p in Atmosphéren ausgedriickt und das spezifische
Volumen v fiir T'= 273 und p =1 gleich 1 gesetzt wird, so ist nach VAN DER
WaALs fiir Kohlensaure:

R=0,00369 a=0,00874 (3 =0,0023.

Da das Volumen von 1 g Kohlensdure bei 0°C und Atmosphéarendruck
506 ccm betrdgt, so hat man die aus der Formel sich ergebenden Werte
von v noch mit 506 zu multiplizieren, um die spezifischen Volumina in
absolutem Mafle zu erhalten.

§ 25. Da die VAN DER WAALSsche Formel sich als nicht vollstdndig
exakt herausgestellt hat, so ist sie von CLAUSIUS und spater auch von
anderen Physikern durch Einfiihrung weiterer Konstanten einer Ergéinzung
unterzogen worden. Die CLAUSIUSsche Formel lautet:

RT c

(122) p:v—a_T(U—i—b)Q'

Auch diese Formel ergibt fiir grofle v die Zustandsgleichung eines idealen
Gases. In denselben Einheiten wie oben ist nach Crausius fiir Kohlensiure:

R =10,003688, a=0,000843, b=0,000977, c=2,0935.

Die Beobachtungen iiber die Kompressibilitdt gasformiger und fliissiger
Kohlenséaure bei verschiedenen Temperaturen werden durch die letzte Formel
ziemlich befriedigend dargestellt.
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Andere Formen der Zustandsgleichung sind in grofler Anzahl von
verschiedenen Forschern, teils auf experimenteller, teils auf theoretischer
Grundlage, abgeleitet worden. Eine besonders fiir Gase bei nicht zu hohen
Drucken praktisch gut brauchbare Formel rithrt her von D. BERTHELOT.

8§ 26. Wenn man die Schar der Isothermen, wie sie durch die
CrAusiussche Formel fiir Kohlensdure dargestellt werden, aufzeichnet,
indem man fiir je einen konstant gehaltenen Wert der Temperatur die
Werte von v als Abszissen, die von p als Ordinaten der Punkte einer Kurve
auftrigt, so erhilt man ein eigentiimliches, in Figur 1 versinnlichtes Bild.!

Fiir hohe Temperaturen erscheinen gleichseitige Hyperbeln, wie auch aus
der Zustandsgleichung (12a) zu erkennen; im allgemeinen aber entsprechen
einem bestimmten Wert von p drei Werte von v. Mithin wird eine Isotherme
im allgemeinen in 3 Punkten von einer der Abszissenachse parallelen
Geraden geschnitten. Zwei derselben konnen aber imaginir sein, wie das
fiir grofe Werte von T tatsdchlich zutrifft. Fiir hohe Temperaturen gibt
es also bei gegebenem Druck nur ein einziges reelles Volumen, wéhrend
fiir tiefere Temperaturen einem bestimmten Wert des Druckes 3 reelle
Werte des Volumens entsprechen kénnen. Von diesen 3 Werten, die in der
Figur beispielsweise durch die Punkte «, (3, 7 dargestellt sind, kénnen
nur der kleinste (o) und der groBte () einen stabilen, in der Natur
herstellbaren, Zustand der Substanz bedeuten. Denn fiir den mittleren (3)
steigt offenbar auf der Isotherme der Druck mit wachsendem Volumen an,
die Kompressibilitéit ist also negativ. Ein derartiger Zustand hat daher nur
theoretische Bedeutung.

§ 27. Der Punkt o entspricht der fliissigen, der Punkt ~ der
gasformigen Kohlensdure bei der Temperatur der Isotherme und bei dem
Druck der Geraden afy. Doch ist im allgemeinen auch von diesen beiden
Zusténden nur einer stabil (in der Figur der Zustand «). Denn wenn man
gasformige Kohlensdure, die etwa in einen Zylinder mit beweglichem Kolben
eingeschlossen ist, komprimiert und dabei die Temperatur der betrachteten
Isotherme (in der Figur 20°) konstant aufrecht erhilt, so werden die
aufeinanderfolgenden Zusténde zunéichst durch die ganz rechts gelegenen
Punkte der Isotherme bezeichnet. Mit Verkleinerung des Volumens riickt der
den Zustand bezeichnende Punkt auf der Isotherme immer weiter nach links,
bis er eine bestimmte Stelle C' erreicht. Bei weiterer isothermer Kompression
der Substanz riickt nun der Punkt {iber diese Stelle nicht hinaus, sondern die
Substanz kondensiert sich zum Teil, d. h. sie spaltet sich in einen fliissigen und

!Die Berechnung und Zeichnung der Kurven ist nach der CLAUSIUSschen
Zustandsgleichung von Herrn Dr. RICHARD APT ausgefithrt worden.



Temperatur 15

einen gasférmigen Teil, die selbstverstdndlich gemeinschaftlichen Druck und
gemeinschaftliche Temperatur besitzen. Der Zustand des gasformigen Teils
wird bei fortschreitender isothermer Kompression nach wie vor immer durch
den Punkt C, der des fliissigen Teils daher durch den Punkt A der ndmlichen
Isotherme charakterisiert. C heiffit der Séttigungspunkt der gasférmigen
Kohlensédure. Bei dem ganzen isothermen Kompressionsvorgang besteht die
einzige Anderung darin, daf sich immer mehr Dampf niederschligt, wihrend
die inneren Zustdnde der beiden Teile der Substanz (Druck, Temperatur,
spezifische Volumina) wéhrend des ganzen Kondensationsprozesses immer
durch die nédmlichen Punkte A und C dargestellt werden. Schliellich, wenn
aller Dampf kondensiert ist, befindet sich die ganze Substanz im fliissigen
Zustand A, verhélt sich also nun wieder homogen. Die weitere isotherme
Kompression ergibt dann wieder Zunahme der Dichtigkeit und Steigerung
des Druckes ldngs der Isotherme, wobei auch der Punkt o der Figur
iiberschritten wird. Auf dieser Seite ist, wie aus der Figur zu erkennen,
die Isotherme viel steiler als auf der andern, d. h. die Kompressibilitat viel
geringer.

Bisweilen gelingt es bei der Kompression eines Dampfes, die Isotherme
iitber den Punkt C hinaus nach + hin eine Strecke weit zu verfolgen
und sogenannten iibersiattigten Dampf herzustellen. Man erhélt aber dann
nur mehr oder weniger labile Gleichgewichtszustédnde, wie sich daraus zu
erkennen gibt, dafl bei minimalen Stérungen des Gleichgewichts eine plétzliche
Kondensation, also ein sprungweiser Ubergang in den stabilen Zustand
erfolgen kann. Immerhin erhélt durch das Studium der iiberséittigten Dampfe
auch das theoretische Stiick der Isotherme zum Teil eine unmittelbare
Bedeutung.

§ 28. Nach dem Gesagten besitzt jede Isotherme, die fiir gewisse
Werte von p 3 reelle Volumina zuldfit, zwei bestimmte Stellen A und C, die
den Zustand der Sattigung angeben. Ihre Lage 148t sich aus der Zeichnung
der Isotherme nicht ohne weiteres ersehen. Doch fithren die Sétze der
Thermodynamik zu einer einfachen Konstruktion dieser Punkte, die im
vierten Abschnitt (§172) abgeleitet werden wird. Je hoher die Temperatur
genommen wird, um so mehr schrumpft das Gebiet der Geraden zusammen,
welche die Isothermen in 3 reellen Punkten schneiden, und um so n&her
riicken sich diese 3 Punkte. Den Ubergang zu den hyperbelihnlichen
Isothermen, welche von jeder zur Abszissenachse Parallelen nur in einem
Punkt geschnitten werden, bildet eine bestimmte Isotherme, fiir welche
jene 3 Schnittpunkte in einen einzigen zusammenfallen. Dieser Punkt stellt
also einen Wendepunkt der Isotherme vor, in welchem die Tangente der
Kurve parallel der Abszissenachse verlduft. Es ist der kritische Punkt K
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der Substanz (s. Figur), er bezeichnet die kritische Temperatur, das
kritische spezifische Volumen, und den kritischen Druck; fiir ihn wird der
gesattigte Dampf mit seinem Niederschlag identisch. Oberhalb der kritischen
Temperatur und oberhalb des kritischen Druckes gibt es iiberhaupt keine
Kondensation, wie leicht aus der Figur zu ersehen. Daher mufiten alle
Versuche scheitern, Wasserstoff, Sauerstoff und Stickstoff zu kondensieren,
solange die Temperatur nicht unter die kritische Temperatur, die bei diesen
Substanzen sehr tief liegt, erniedrigt wurde.

§ 29. Man sieht aus der Figur 1 auch, dafl es gar keine bestimmte
Grenze gibt zwischen dem gasformigen und dem fliissigen Zustand, da
man leicht aus dem Bereich der entschieden gasformigen Zustdnde, z. B.
vom Punkte C aus, auf einer Kurve, die um den kritischen Punkt oben
herumfiihrt, in das Gebiet der entschieden fliissigen Zusténde, z. B. nach A,
kommen kann, ohne irgendwo einen geséttigten Zustand zu iiberschreiten.
Man erwarme z. B. den Dampf bei konstantem Volumen iiber die kritische
Temperatur hinaus, und kiihle ihn hierauf bei konstant gehaltenem Druck
bis unter das kritische Volumen ab. Dann tritt niemals Kondensation ein,
und doch befindet man sich schliellich im Gebiet der unzweifelhaft fliissigen
Zustande. Die frithere prinzipielle Unterscheidung zwischen Fliissigkeiten,
Déampfen und Gasen mufl daher als nicht mehr durchfithrbar fallen gelassen
werden.

Auch der in neuerer Zeit gemachte Vorschlag, diejenigen Zusténde,
welche einer hoheren Temperatur als der kritischen angehdren, als gastormig,
die tibrigen dagegen als dampfférmig oder fliissig zu bezeichnen, je nachdem
sie in der Figur 1 rechts oder links von den theoretischen Gebieten liegen,
hat gewisse Unzutrédglichkeiten im Gefolge, da hierdurch namentlich eine
Grenze einerseits zwischen Fliissigkeit und Gas, andererseits zwischen Dampf
und Gas festgesetzt wird, die keine unmittelbare physikalische Bedeutung
hat. Denn das Uberschreiten der kritischen Temperatur bei einem anderen
als dem kritischen Druck unterscheidet sich in keiner wesentlichen Hinsicht
von dem Uberschreiten irgendeiner anderen Temperatur.

§ 30. Der kritische Punkt a8t sich leicht aus der allgemeinen
Zustandsgleichung berechnen. Denn fiir ihn gelten nach § 28 die Gleichungen:

2
@) (),
ov T ov T

von denen die erste besagt, dafl die Tangente der Isotherme in K parallel
der Abszissenachse verlauft, die zweite, dal die Isotherme in K einen
Wendepunkt besitzt.
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Legt man die VAN DER WAALSsche Zustandsgleichung (12) zugrunde,
so ergibt sich hiernach fiir den kritischen Punkt:

8 o
T = — = — — 3
= 28R Pk = 72 v, = 303,

also fiir Kohlensdure nach den mitgeteilten Zahlen:

T}, = 305 = 273° +32°, pp = 61,2Atm., v, = 0, 0069,

und im absoluten Mafl vy = 0,0069 - 506 = 3,49@.

Statt der 3 Konstanten «, # und R kann man auch die 3 Konstanten

Ty, pr. und v in die Zustandsgleichung einfiithren; dann treten in derselben
aufler den Variabeln 7', p und v nur die Konstanten T}, p, und v, auf. Da
nun die Einheiten, in denen die Temperatur, der Druck und das Volumen
gemessen werden, voneinander ganz unabhéngig sind, so folgt, dal nur
die Verhaltnisse der GroBlen T und Tj, p und pi, v und v in der
Zustandsgleichung vorkommen konnen, oder mit anderen Worten, dafl, wenn
man diese Verhéltnisse einfiihrt:

T P v

T, T T
(,reduzierte“ Temperatur, ,reduzierter* Druck, ,reduziertes“ Volumen), die
Zustandsgleichung aufler den Variabeln 7, 7 und ¢ gar keine auf die
spezielle Natur der Substanz beziigliche Konstante mehr enthélt. In der
Tat findet man auf die angegebene Weise fiir die VAN DER WAALSsche

Zustandsgleichung:
8T 3

= So—1 2

Fiir =1 und ¢ =1 ist natiirlich # = 1. Dieses Gesetz, nach welchem
die auf die reduzierten Werte von Temperatur, Druck und Volumen bezogene
Zustandsgleichung fiir sdmtliche Gase die néamliche ist, heifit das , Gesetz
der iibereinstimmenden Zusténde“. Es ist nach dem Gesagten nicht allein
der VAN DER WAALSschen, sondern {iiberhaupt jeder Zustandsgleichung
eigentiimlich, in welcher nicht mehr als 3 auf die Natur der Substanz
beziigliche Konstante auftreten. Doch gilt das Gesetz in Wirklichkeit nur
in gewisser Anndherung, was vom molekularkinetischen Standpunkt aus
deshalb einleuchten mufl, weil es keine einzige Substanz gibt, die bei
allen Temperatur- und Volumendnderungen im chemischen Sinne absolut
einheitlich bleibt. (Vergl. unten §33.)
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§ 30a. Legt man die vierkonstantige CLAUSIUSsche Zustandsglei-
chung (12a) zugrunde, so ergibt sich fiir den kritischen Punkt:

cR
216(a + )3’

8c

3042
F S et OR U = 3+ 20,

also fiir Kohlensdure nach den mitgeteilten Zahlen:

T =304 =273° +31°, p=77 Atm., v=2, 27%.

Diese Zahlen liegen den gemessenen Werten T} = 273° +31°, p, = 73 Atm.,
v = 2,22% merklich ndher als die obigen VAN DER WAALSschen.

§ 31. Auch beziiglich des Uberganges aus dem fliissigen in den festen
Aggregatzustand lassen sich dieselben Betrachtungen anstellen wie fiir den
aus dem gasformigen in den fliissigen; auch hier kann man das System der
[sothermen zeichnen und , theoretische® Gebiete der Isothermen konstatieren.
In der Tat gibt es ja gewisse Erscheinungen, wie z. B. die Unterkiihlung
einer Fliissigkeit, die auf die Existenz mehr oder minder labiler fliissiger
Zusténde hinweisen.

Die vollkommenste Zustandsgleichung wiére eine solche, welche zugleich
den gasformigen, fliissigen und festen Aggregatzustand umfafite. Die
Aufstellung derselben ist aber bis jetzt noch fiir keine Substanz durchgefiihrt.

§ 32. Mischungen verschiedener Substanzen. Wihrend sich die
Zustandsgleichung einer Mischung idealer Gase, wie wir in §19 sahen, in
einfacher Weise auf die der einzelnen Komponenten zuriickfithren 1a8t, ist
das bei Mischungen beliebiger Substanzen im allgemeinen nicht mehr der
Fall. Nur bei Gasen und Dampfen gilt, wenigstens mit grofler Annéherung,
das DALTONsche Gesetz, dafl der Gesamtdruck einer Mischung gleich ist der
Summe der Einzeldrucke, welche jedes Gas (oder Dampf) ausiiben wiirde,
wenn es allein bei derselben Temperatur das ganze Volumen ausfiillte.
Dieser Satz gestattet es offenbar, die Zustandsgleichung einer beliebigen
Gasmischung anzugeben, falls die der einzelnen Gase bekannt ist, er liefert
auflerdem auch die Entscheidung der oben §17 unbeantwortet gelassenen
Frage, ob man den einzelnen Gasen in einer Mischung gemeinsamen Druck
und verschiedene Volumina, oder ob man ihnen gemeinsames Volumen
und verschiedenen Druck zuschreiben mufl. Dafl die letztere Auffassung die
allein zuléssige ist, folgt aus der Betrachtung eines Dampfes, der sich weit
von dem idealen Gaszustand entfernt: Nehmen wir z. B. eine Mischung
atmosphérischer Luft und Wasserdampf bei 0° C unter Atmosphérendruck,
so kann man den Wasserdampf unmoglich als unter dem Druck einer
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Atmosphére befindlich annehmen, weil Wasserdampf bei 0° C unter diesem
Druck gar nicht existiert. Es bleibt also nur iibrig, der Luft und dem
Wasserdampf ein gemeinsames Volumen (dasjenige der Mischung) und
verschiedene Drucke (Partialdrucke) zuzuschreiben.

Fir Mischungen fester und fliissiger Substanzen ist kein allgemein
giiltiges Gesetz bekannt, welches die Zustandsgleichung auf diejenigen der
einzelnen Substanzen zuriickfiihrt.

Zweites Kapitel. Molekulargewicht.

§ 33. Es ist im bisherigen immer nur von solchen Zustandsdnderungen
die Rede gewesen, welche allein die Temperatur, den Druck und die Dichte
betreffen, wihrend sie die chemische Natur des betreffenden Stoffes oder
der Mischung ganz unberiihrt lassen. Es kommt aber auch haufig, — und
viel hdufiger, als man frither annahm — vor, daf durch eine Anderung
der Temperatur oder des Druckes auch die chemische Beschaffenheit einer
Substanz gedndert wird. Dal auch vom thermodynamischen Standpunkt
aus ein prinzipieller Unterschied zwischen physikalischen und chemischen
Anderungen einer Substanz, der einen kontinuierlichen Ubergang von den
einen zu den andern ausschliefit, konstatiert werden muf}, ist im Lauf der
neueren Entwicklung der Thermodynamik immer deutlicher hervorgetreten
(vgl. §42f. und §238), wenn es sich auch bis jetzt als unmoglich gezeigt hat,
ein fiir alle Fille geeignetes praktisches Unterscheidungsmerkmal aufzustellen.
Denn wie auffallend auch oft die chemischen Anderungen sich von den
physikalischen abheben, entweder durch die Plotzlichkeit und Heftigkeit
ihres Verlaufes oder durch irgend welche augenfillige Diskontinuitéiten
(Wirmeerzeugung, Anderungen der Farbe und anderer Eigenschaften), so
gibt es doch andererseits zahlreiche Prozesse unzweifelhaft chemischer Natur,
z. B. Dissoziationsvorgénge, die sich, wenigstens dem &dufleren Anschein nach,
vollkommen stetig und verhéltnisméflig langsam abspielen. Es ist eine der
Hauptaufgaben der physikalischen Chemie, diesen prinzipiellen Unterschied
moglichst klar herauszuarbeiten.

§ 34. Das eigentiimliche Merkmal aller chemischen Umwandlungen
ist, daBl sie nach konstanten Gewichtsverhéltnissen erfolgen. Daher kann
man als charakteristischen Ausdruck fiir die Natur der Reaktionen einer
chemisch homogenen Substanz, sei sie ein Element oder eine Verbindung,
eine Gewichts-(richtiger Massen-)groe benutzen: das Aquivalentgewicht. Fiir
irgendein bestimmtes Element setzt man das Aquivalentgewicht willkiirlich
fest, z.B. fiir Wasserstoff =1 g, und findet dann fiir ein anderes
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Element, z. B. Sauerstoff, das zugehérige Aquivalentgewicht als diejenige
Gewichtsmenge, welche sich mit 1 g Wasserstoff chemisch verbindet. Die
Gewichtsmenge der entstandenen Verbindung ist dann zugleich auch das
Aquivalentgewicht derselben. So fortschreitend gelangt man leicht zu Werten
des Aquivalentgewichts fiir alle chemisch homogenen Stoffe, auch fiir solche
Elemente, die sich gar nicht direkt mit Wasserstoff verbinden, da immer
eine Anzahl von Elementen aufgefunden werden kann, welche sich sowohl
mit dem fraglichen Element als auch mit Wasserstoff verbinden und so den
Ubergang zwischen beiden vermitteln.

Das Gesamtgewicht eines chemisch homogenen Korpers dividiert
durch sein Aquivalentgewicht, heift die im Korper enthaltene Zahl der
Aquivalentgewichte oder Aquivalente. Daher kann man auch sagen: Bei jeder
chemischen Umsetzung reagieren gleichviel Aquivalente der verschiedenen
Stoffe aufeinander.

§ 35. Indessen leidet diese Definition an einem Mangel. Denn zwei
Elemente konnen héufig mehr als eine einzige Verbindung miteinander
eingehen, und dadurch wird die Gréfe des Aquivalentgewichts mehrdeutig.
Doch zeigt die Erfahrung, dal in einem solchen Falle die verschiedenen
moglichen Gewichtsverhéltnisse immer einfache Multipla oder Submultipla
eines bestimmten Verhiéltnisses sind. Daher reduziert sich die Vieldeutigkeit
in dem Wert des Aquivalentgewichts auf einen einfachen ganzzahligen Faktor
im Zahler oder Nenner dieser Grofle, und man mufl den Schlufisatz des
vorigen Paragraphen, daf gleichviel Aquivalente aufeinander reagieren, dahin
verallgemeinern, dal die Aquivalente nach einfachen ganzzahligen Verhéltnissen
aufeinander reagieren.! So z. B. verbinden sich 16 Gewichtsteile Sauerstoff
mit 28 Gewichtsteilen Stickstoff zu Stickstoffoxydul, oder mit 14 Teilen
zu Stickstoffoxyd, oder mit 9% Teilen zu Salpetrigsdureanhydrid, oder mit
7 Teilen zu Untersalpetersdure, oder mit 5% Teilen zu Salpetersdureanhydrid,
so daB man, wenn das Aquivalentgewicht des Sauerstoffs zu 16 angenommen
wird, dem Stickstoff jede beliebige der obigen Zahlen als Aquivalentgewicht
zuschreiben kann. Dieselben stehen aber in einfachen rationalen Verhéltnissen,

I'Wenn diese ganzen Zahlen beliebig groB sein kénnten, so wire das Aquivalentgewicht
im Grunde eine stetig verénderliche Grofle; denn man kann jede Grofle mit beliebiger
Anndherung durch das Verhéltnis zweier ganzer Zahlen ausdriicken. Dann konnte
der Wert des Aquivalentgewichts aus den aufeinander reagierenden Gewichtsmengen
iiberhaupt nicht definiert werden, und die ganze obige Betrachtung wére illusorisch. Die
Unstetigkeit in der Veriinderlichkeit des Aquivalentgewichts ist also charakteristisch fiir
die chemische Natur eines Stoffes, im Gegensatz zu seinen physikalischen Eigenschaften;
ja man kann kurz zusammenfassend geradezu sagen, dafl physikalische Verdnderungen
stetig, chemische dagegen unstetig verlaufen. Daher rechnet auch die Physik vorwiegend
mit stetig verdnderlichen Groflen, die Chemie dagegen vorwiegend mit ganzen Zahlen.
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da
28:14:9%:7:52 =60:30:20:15: 12.

§ 36. Die durch die letzte Zahlenreihe illustrierte Unbestimmtheit in
der Definition der fiir den Stickstoff charakteristischen Gewichtsgréfie wird
nun dadurch beseitigt, daf§ man aus ihr eine bestimmte Zahl herausgreift und
sie als Molekulargewicht des Stickstoffs bezeichnet. In der Definition
des Molekulargewichts als einer ganz bestimmten, nur von dem eigenen
Zustand einer Substanz abhéngigen, von etwaigen chemischen Umsetzungen
mit anderen Stoffen aber unabhéngigen Grofle, liegt eine der wichtigsten und
fruchtbarsten Errungenschaften, welche die theoretische Chemie aufzuweisen
hat. Dieselbe ld8t sich allerdings bis jetzt nur fiir spezielle Fille exakt
aussprechen, ndmlich fiir ideale Gase und fiir verdiinnte Losungen. Da
der letztere Fall sich, wie in der Folge gezeigt werden wird, mittels der
Thermodynamik als durch den ersten mitbestimmt darstellen 148t, so haben
wir es hier nur mit jenem zu tun.

Die Definition des Molekulargewichts fiir ein chemisch homogenes
ideales Gas wird ermoglicht durch den weiteren Erfahrungssatz, dafi die
idealen Gase sich nicht nur, wie {iberhaupt alle Stoffe, nach einfachen
Aquivalentzahlen, sondern auch, bei gleicher Temperatur und gleichem
Druck genommen, nach einfachen Volumenverhéiltnissen verbinden (GAY
LussAc). Daraus folgt sogleich, daf§ die in gleichen Volumina verschiedener
Gase enthaltenen Aquivalentzahlen in einfachen Verhiltnissen stehen. Die
Werte dieser Verhiltnisse schwanken aber, geméafl der beschriebenen Willkiir
in der Wahl des Aquivalentgewichts.

Diese Willkiir wird nun beseitigt durch die Definition des Moleku-
largewichts. Setzt man ndmlich diese Verhéltnisse allgemein =1:1, d. h.
stellt man die Bedingung auf, dafl die Zahlen der in gleichen Gasvolumina
enthaltenen Aquivalente einander gleich sind, so trifft man damit eine
spezielle Auswahl unter den verschiedenen Moglichkeiten, und erhélt so ein
bestimmtes Aquivalentgewicht fiir jedes Gas, das nun als Molekulargewicht
des Gases bezeichnet wird, und ebenso fiir eine gegebene Gasmenge durch
Division des Gesamtgewichts durch das Molekulargewicht eine bestimmte
Aquivalentzahl, welche die Anzahl! der in der Gasmenge enthaltenen Molekiile
genannt wird. In gleichen Volumina besitzen also alle idealen Gase gleich viel
Molekiile (AVOGADRO). Daher werden in chemisch homogenen Gasen die
Verhiltnisse der Molekulargewichte direkt durch die in gleichen Volumina

IDies braucht natiirlich keine ganze Zahl zu sein, da es sich hier nicht um die
wirklichen Molekiile im Sinne der atomistischen Theorie, sondern um die in willkiirlicher
Einheit definierten gr-Molekiile oder ,Mole* handelt.
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enthaltenen Massen, d. h. durch die Dichten, gegeben. Das Verhéltnis der
Dichten ist gleich dem Verhiltnis der Molekulargewichte. Nennen wir also
m1 und meo die Molekulargewichte zweier idealer Gase, so ist nach §11:

1 1
(12Db) mlzmgzc—l 62
§ 37. Setzt man das Molekulargewicht des Wasserstoffs = mp, so ist
mithin das Molekulargewicht irgend eines chemisch homogenen Gases gleich
dem Produkte von mpy und der spezifischen Dichte des Gases, bezogen auf
Wasserstoffgas (§11). Folgende Tabelle enthilt fiir einige Gase und Dampfe
die spezifischen Dichten, bezogen auf Wasserstoff, in abgerundeten Zahlen,
und das Molekulargewicht.

Spezifische Dichte Molekulargewicht

Wasserstoff 1 1 mpg
Sauerstoff 16 16 mpyg
Stickstoff 14 14 my
Wasserdampf 9 9 myg
Ammoniak 8% 8% my
Stickstoffoxydul 22 22 mpyg
Stickstoffoxyd 15 15 my

Mit Hilfe dieser Tabelle 148t sich nun die Frage, wie sich das
Molekulargewicht einer Verbindung aus den Molekulargewichten seiner
Elemente zusammensetzt, vollstidndig eindeutig beantworten.

Da Wasserdampf sich nach der Analyse aus 1 Gewichtsteil Wasserstoff
und 8 Gewichtsteilen Sauerstoff zusammensetzt, so besteht das Molekiil
9my des Wasserdampfes notwendig aus mpy Gewichtsteilen Wasserstoff
und 8mpy Gewichtsteilen Sauerstoff, d.h. nach der Tabelle aus einem
Molekiil Wasserstoff und einem halben Molekiill Sauerstoff. Da ferner
Ammoniak sich nach der Analyse aus 1 Gewichtsteil Wasserstoff und 4%
Gewichtsteilen Stickstoff zusammensetzt, so besteht das Molekiil 8% my
des Ammoniak notwendig aus 1%mH Gewichtsteilen Wasserstoff und aus
7mpg Gewichtsteilen Stickstoff, d. h. nach der Tabelle aus 1% Molekiilen
Wasserstoff und einem halben Molekiil Stickstoff. Da ferner Stickstoffoxydul
sich nach der Analyse aus 16 Gewichtsteilen Sauerstoff und 28 Gewichtsteilen
Stickstoff zusammensetzt, so besteht das Molekiil 22m g des Stickstoffoxyduls
notwendig aus 8mpy Gewichtsteilen Sauerstoff und 14mpy Gewichtsteilen
Stickstoff, d. h. nach der Tabelle aus einem halben Molekiil Sauerstoff und
einem ganzen Molekiil Stickstoff. In derselben Weise fortfahrend kann man
auf Grund des AVOGADROschen Gesetzes fiir jedes chemisch homogene Gas,
dessen Dichte und chemische Zusammensetzung bekannt ist, den Aufbau
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des Molekiils aus den Molekiilen der Elemente in ganz bestimmten Zahlen
angeben.

8§ 38. Die kleinste Gewichtsmenge eines chemisch einfachen Stoffes,
welche in den Molekiilen der Verbindungen des Stoffes vorkommt, nennt
man ein Atom. Daher heifit ein halbes Molekiill Wasserstoff ein Atom
Wasserstoff: H, ebenso ein halbes Molekiil Sauerstoff ein Atom Sauerstoff: O,
und ein halbes Molekiil Stickstoff ein Atom Stickstoff: N. Das Molekiil
jedes dieser Elemente besteht also aus zwei Atomen: H,, O, und N,. Bei
Quecksilber z. B. dagegen ist das Atom gleich dem ganzen Molekiil, weil in
den Molekiilen der Quecksilberverbindungen immer nur ganze Molekiile des
Quecksilberdampfes vorkommen. Um zu bestimmten Zahlenwerten fiir die
Atom- und Molekulargewichte zu gelangen, ist es noch notig, das Atomgewicht
eines einzelnen beliebig herausgegriffenen Elements nach Willkiir zu fixieren.
Friither setzte man allgemein H =1, und daher O = 16. Nachdem sich aber
gezeigt hat, daB das Verhiltnis der Aquivalentgewichte von Sauerstoff und
Wasserstoff nicht genau 16, sondern etwa 15,87 betrigt, ist es mit Riicksicht
auf den Umstand, dafl die Sauerstoffverbindungen der meisten Elemente viel
genauer analysiert sind als die Wasserstoffverbindungen, iiblich geworden,
von dem Atomgewicht des Sauerstoffs O = 16 als Definition auszugehen.
Dann wird das Molekulargewicht des Sauerstoffs:

0, = 32 = 15,87 my.

Daraus folgt das Molekulargewicht des Wasserstoffs:

und das Atomgewicht des Wasserstoffs: H = 1, 008.
Die Molekulargewichte der obigen Tabelle werden dann:

Wasserstoff 2,016 = H,
Sauerstoff 32,00 =0,
Stickstoff 28,02 =N,
Wasserdampf 18,02 =H,0
Ammoniak 17,03 =H3N

Stickstoffoxydul 44,02 = N,O
Stickstoffoxyd 30,01 =NO

§ 39. Allgemein ist also das Molekulargewicht eines chemisch homogenen
Gases gleich 2,016 mal seiner spezifischen Dichte bezogen auf Wasserstoff,
oder gleich 32 mal seiner spezifischen Dichte bezogen auf Sauerstoff.
Umgekehrt 1d8t sich, wenn das Molekulargewicht m eines Gases bekannt
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ist, seine spezifische Dichte und somit auch die Konstante C in der
Zustandsgleichung (5) angeben. Bezeichnet man die auf Sauerstoff beziiglichen
Grofen mit dem Index 0, so ist nach der Gleichung (12b) in §36:

(13) o = Mo

m

Nun ist mg = 32, wiahrend die Konstante Cy sich aus der Dichte des
Sauerstoffs bei 0°C und Atmosphéirendruck berechnet. Denn hierfiir ist
nach der Tabelle §11:

1
— =0,0014291,
Vo

p=1013250 (§7),
T = 273.

Mithin

und nach (13)
mp pvo
C=—"==
m T
oder:
321013250 B 83110000 - moCo

m-273-0,0014291  m m
Von dem Molekulargewicht des Wasserstoffs ausgehend erhélt man fiir

mC' eine nur unwesentlich groflere Zahl.
Setzt man zur Abkiirzung die Zahl

(13a) 8,315-10" = R,

so ist mithin die allgemeine Zustandsgleichung eines idealen chemisch
homogenen Gases mit dem Molekulargewicht m:

_RT

’
m v

(14) p

worin R von der Natur des Gases unabhéngig ist und daher gewdohnlich
als die ,absolute Gaskonstante“ bezeichnet wird. Mit Hilfe von R kann
man also auch das Molekulargewicht m direkt aus der Zustandsgleichung
ableiten, da

(15) m:g.
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Fithrt man in (14) statt des spezifischen Volumens v die Masse M und
das Volumen V ein, so ergibt sich:

v BT M
p m
Nun ist aber — die Zahl der im Gase enthaltenen Molekiile:
m

M

= =,

m
folglich V= BT -,

p

d. h. das Volumen eines Gases bei bestimmtem Druck und bestimmter
Temperatur héngt nur von der Anzahl der darin enthaltenen Molekiile, im
iibrigen aber gar nicht von der Natur des Gases ab, wie es der Satz von
AVOGADRO verlangt.

§ 40. In einer Mischung von chemisch homogenen Gasen mit den
Molekulargewichten mq, ma, ... ist nach (9) das Verhéltnis der Partialdrucke:

prip2:...=C1My:CoMy: ...
Da aber nach (15):
R R
Cl = 02 =
mq mo
so ist dies Verhéiltnis:
My M,
pPLip2i...=—:—=:...=n]1:N9:...
m;  mo

d. h. das Verhiltnis der Partialdrucke gibt zugleich das Verhéltnis der in

der Mischung enthaltenen Molekiilzahlen ny, no,... an. Ferner ist nach (10)
v _(ClMl + CoMy + .. .)T
p
RT (M M.
V=" <1+2+...)
p mi ma
RT RT

d. h. das Volumen der Mischung bestimmt sich aus der Gesamtzahl n der in
der Mischung enthaltenen Molekiile genau ebenso wie bei einem chemisch
homogenen Gas.
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§ 41. Dagegen kann man offenbar nicht von einem Molekulargewicht
der Mischung sprechen, sondern hochstens von einem ,,scheinbaren® oder
,mittleren” Molekulargewicht, indem man darunter dasjenige Molekulargewicht
versteht, welches ein chemisch homogenes Gas haben wiirde, wenn es in
derselben Masse dieselbe Molekiilzahl wie die Mischung enthielte. Bezeichnen
wir das scheinbare Molekulargewicht mit m, so ist die Molekiilzahl

My + M- M M
Mt+Me+... M My
m mq mo
folglich
M1+M2+...
m:]w1 My .
— 4+ —=+...
mq mo

Daraus berechnet sich z. B. das scheinbare Molekulargewicht der Luft
folgendermaBen. Da my = Oy = 32, mg = N, =28, M7 : My = 0,30 nach §20,
so ist

0,3+1
m=g53 1 — 289
32 28

etwas grofler als das Molekulargewicht des Stickstoffs.

842. Ergibt somit die Zustandsgleichung fiir jedes ideale Gas, sei es
chemisch homogen oder nicht, nach (16) unmittelbar die Gesamtzahl der
darin enthaltenen Molekiile, so liefert sie, wie schon §19 hervorgehoben
wurde, kein Mittel, um zu entscheiden, ob die Molekiile gleichartig sind
oder nicht. Bei der Untersuchung dieser Frage ist man auf andere Methoden
angewiesen, von denen aber keine in allen Féllen praktisch brauchbar ist.
Haufig fithrt die Beobachtung der Diffusion, namentlich durch eine porose
oder noch besser semipermeable Wand zum Ziele, indem die einzelnen
Gase einer Mischung sich durch ihre ungleiche Diffusionsgeschwindigkeit, die
bei semipermeablen Wanden bis auf Null herabsinken kann, voneinander
trennen und so die chemische Inhomogenitéit der Substanz verraten. Oft
gibt auch die Entstehungsgeschichte des Gases unmittelbaren Aufschlufl
iiber seine chemische Beschaffenheit. Eine prinzipielle Definition fiir ein
chemisch homogenes Gas liefert erst der Ausdruck der Entropie, §237.

§ 43. Wenn ein Gas oder ein Dampf den fiir ideale Gase giiltigen
Gesetzen nicht folgt, mit anderen Worten: wenn es eine von der Temperatur
oder dem Druck abhéngige spezifische Dichte besitzt, so kann man dennoch
die AvOoGADROsche Definition des Molekulargewichts zur Anwendung bringen

und nach Gleichung (16) setzen: n = %; nur ergibt sich dann offenbar keine
konstante, sondern eine von dem augenblicklichen Zustand der Substanz
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abhéngige Molekiilzahl n. Man steht also hier vor der Wahl, fiir diesen
Fall entweder eine verdnderliche Molekiilzahl anzunehmen, oder aber die
AvVOGADROsche Definition fiir die Molekiilzahl iiberhaupt nicht anzuwenden,
mit anderen Worten: die Ursache der Abweichung von dem idealen Gaszustand
entweder in chemischen oder in physikalischen Umstidnden zu suchen. Nach
der letzteren Anschauung bleibt die chemische Natur des Gases erhalten,
also die Molekiile auch bei verénderter Temperatur und verdndertem Druck
dieselben, sie unterliegen nur einer komplizierteren Zustandsgleichung als
der BOYLE-GAY-LuUSSACschen, z. B. der VAN DER WAALSschen oder der
Crausiusschen. Wesentlich davon verschieden ist aber die andere Auffassung,
nach welcher ein Gas, das Abweichungen von den Gesetzen idealer Gase zeigt,
nichts anderes ist als eine Mischung mehrerer verschiedener Molekiilarten
(bei Untersalpetersiure N,O, und NO,, bei Phosphorpentachlorid PCly,
PCl; und Cl,), deren Volumen in jedem Augenblick genau den durch die
Gesamtzahl der Molekiile fiir eine Mischung idealer Gase nach Gleichung (16)
bestimmten Wert besitzt und sich bei einer Anderung der Temperatur und
des Druckes nur deshalb nicht wie bei einem idealen Gase &ndert, weil
durch gleichzeitige chemische Umsetzungen die verschiedenartigen Molekiile
zum Teil ineinander {ibergehen und dadurch ihre Gesamtzahl stetig dndern.
Diese Anschauung hat sich bisher am fruchtbarsten in allen den Féllen
erwiesen, wo es sich um bedeutende Anderungen der Dichten handelt, um
die sogenannten abnormen Dampfdichten, und dies namentlich dann, wenn
die spezifische Dichte des Dampfes jenseits eines gewissen Temperatur-
oder Druckintervalls wieder konstant wird. Dann ist nédmlich die chemische
Umsetzung vollstdndig geworden und die Molekiile verédndern sich nicht
mehr. So z. B. verhélt sich Bromwasserstoffamylen sowohl unterhalb 160°
als auch oberhalb 360° wie ein ideales Gas, doch im letzteren Zustand mit
halber Dichte, entsprechend einer Verdoppelung der Molekiilzahl:

C5H11Br = C5H10 + HBr.

Sind aber die Abweichungen von den Gesetzen idealer Gase unbedeutend, so
schiebt man sie gewohnlich auf physikalische Ursachen, wie bei Wasserdampf
und Kohlensédure, und fafit sie als Vorboten der Kondensation auf. Eine
prinzipielle Trennung der chemischen von den physikalischen Einfliissen und
damit eine Vervollstdndigung der Definition des Molekulargewichts fiir alle
variablen Dampfdichten 148t sich zurzeit praktisch noch nicht durchfiihren;
so konnte man die Zunahme der spezifischen Dichte, welche viele Dampfe
in der Nidhe ihres Kondensationspunktes zeigen, ebensowohl chemischen
Vorgéngen zuschreiben, namlich der Bildung von Doppelmolekiilen oder
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iiberhaupt von vielfachen Molekiilen.! In der Tat bestehen iiber diesen Punkt
noch ofters Meinungsverschiedenheiten, wie z. B. beim Molekulargewicht des
Schwefeldampfes unterhalb 800°, das gewohnlich zu Sz = 192, von einigen
aber auch gemischt mit Molekiilen Sg = 256 und S, = 64, von anderen
noch anders angenommen wird. Im allgemeinen wird man in zweifelhaften
Féllen am sichersten gehen, die Frage einstweilen noch offen zu lassen und
sowohl physikalische als auch chemische Verdnderungen als Ursache der
Abweichungen von den Gasgesetzen anzunehmen. Nur so viel — und dies ist
ein wichtiger Punkt, von dem wir spéter Gebrauch machen miissen — l&3t
sich mit Sicherheit behaupten, dafl bei geringen Dichten die physikalischen
Einfliisse hinter den chemischen immer mehr zuriicktreten werden. Denn
nach allen Erfahrungen néhern sich alle Gase mit abnehmender Dichte dem
idealen Zustand (§21).

Drittes Kapitel. Warmemenge.

§ 44. Taucht man zwei gleich schwere Stiicke von Eisen und von
Blei, beide auf 100° erhitzt, in zwei gehorig isolierte, ganz gleiche Gefdfle
mit gleichviel Wasser von 0° ein, und wartet fiir jedes Gefafl den Zustand
des Warmegleichgewichts ab, so zeigt das Gefafl mit dem Eisenstiick eine
bedeutend grofere Temperaturerhéhung als das mit dem Bleistiick. Umgekehrt
wird ein Wasserbad von 100° durch ein Eisenstiick von 0° bedeutend stéarker
abgekiihlt, als durch ein gleich schweres Bleistiick von 0°. Man unterscheidet
daher zwischen Temperatur und Wéarmemenge, und nimmt als Maf
der von einem Korper bei seiner Abkiihlung abgegebenen Wérmemenge
diejenige Temperaturerhohung, welche ein mit dem sich abkiihlenden Korper
in Berithrung gebrachter Normalkorper (Wasser) erfahrt, vorausgesetzt, daf
andere Ursachen der Temperaturdnderung, wie Kompression, ausgeschlossen
sind. Zugleich setzt man dabei die von dem Korper abgegebene Warmemenge
gleich der von dem Normalkérper aufgenommenen Wiarmemenge. Aus
dem oben beschriebenen Experiment folgt dann, daff ein FEisenstiick bei
Abkiihlung um ein bestimmtes Temperaturintervall eine grofiere (etwa die
vierfache) Wéarmemenge abgibt als ein Bleistiick von gleichem Gewicht, und
umgekehrt, dafl das Eisen zu einer bestimmten Temperaturerhchung der
Zufuhr einer entsprechend grofleren Warmemenge bedarf als das Blei.

§ 45. Als Wirmeeinheit galt frither allgemein diejenige Wéarmemenge,

'So z.B. hat W. NERNST (Verhandlungen der Deutschen Phys. Ges. 11, S. 313,
1909) die Zustandsgleichung des Wasserdampfes auf die Bildung von Doppelmolekiilen
(H,0O), zuriickgefiihrt.



Wérmemenge 29

welche einem Gramm Wasser zuzufithren ist, um es von 0° auf 1° zu
erwarmen (Nullpunktskalorie). Dieselbe ist nahezu gleich derjenigen, welche
1 g Wasser von beliebiger Temperatur um 1° erwédrmt. Seitdem aber
die kalorimetrischen Messungen sich so weit verfeinert haben, dafl man
den Einflu} der Anfangstemperatur des Wassers beriicksichtigen muf, wird
héaufiger die Kalorie als diejenige Warmemenge definiert, welche 1 g Wasser
von 14,5° auf 15,5° erwéarmt. Dieselbe ist etwa 1,008 mal kleiner als die
Nullpunktskalorie. Endlich spricht man auch von der ,mittleren Kalorie® als
dem hundertsten Teil derjenigen Wiarmemenge, welche 1 g Wasser von 0°
auf 100° erwérmt, und welche ungefihr ebensogrofl ist wie die 15°-Kalorie.
Jeder dieser sogenannten ,kleinen* Kalorien entspricht eine ,grofie Kalorie,
welche sich auf 1 kg Wasser bezieht, also den 1000 fachen Wert hat.
8§ 46. Das Verhéltnisder von einem Korper aufgenommenen Wéarmemenge

Q zu der durch sie bewirkten Temperaturerhohung 7/ — T = AT heifit die
mittlere Warmekapazitit des Korpers zwischen den Temperaturen 7' und 77

Q

AT = Cm.
Die auf 1 g einer Substanz bezogene Wéarmekapazitéit heifit die spezifische
Wiérme der Substanz:

oo Cm_ Q@ _ q
™M M-AT T AT

Danach ist die mittlere spezifische Wéarme des Wassers zwischen
0° und 1° gleich einer Nullpunktskalorie. Geht man zu unendlich kleinen
Temperaturintervallen {iber, so erhélt man die Wéarmekapazitit eines Korpers
bez. die spezifische Wérme einer Substanz bei der Temperatur T

Q _
dT

q

C und o=

¢
welche im allgemeinen mit der Temperatur verédnderlich ist, jedoch fiir die
meisten Substanzen sehr langsam. Daher ist es gewohnlich gestattet, fiir
die spezifische Wérme bei irgendeiner Temperatur die mittlere spezifische
Wiérme in einem benachbarten méfig grolen Temperaturintervall zu setzen.
§ 47. Die vorstehende Definition der Warmekapazitdt und der
spezifischen Wérme bedarf genau genommen noch einer Ergidnzung. Denn
da der thermodynamische Zustand eines Korpers auler von der Temperatur
noch von einer zweiten Variabeln abhédngt, etwa dem Druck, so ist die
Zustandsdnderung, welche mit einer Temperaturerhohung verbunden ist,
noch gar nicht bestimmt, solange nicht angegeben wird, wie sich die
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zweite Variable dabei verhilt. Nun ist allerdings bei festen Korpern
und Fliissigkeiten die Wiarmekapazitdt nahezu unabhéngig davon, ob die
Erwarmung bei konstantem oder bei veranderlichem dufleren Druck vollzogen
wird, weshalb man dort bei der Definition der Wéarmekapazitiat in der
Regel keine besondere Bedingung hinsichtlich des Druckes hinzufiigt. Bei
Gasen aber wird der Wert der Wairmekapazitat ganz wesentlich davon
beeinflufit, unter welchen dufleren Umstdnden die Erwdrmung erfolgt; daher
muf} hier die Definition der Warmekapazitiat vervollstindigt werden durch
die Angabe dieser &dufleren Umstédnde. Als Warmekapazitdt eines Gases
schlechthin gilt die Warmekapazitiat bei konstantem Atmosphérendruck,
welche der experimentellen Bestimmung am bequemsten zugénglich ist.

§ 48. Die Reduktion der Wiarmekapazitdten verschiedener Stoffe auf
die Masseneinheit ist ganz willkiirlich und aus dem Umstand entsprungen,
daf} sich verschiedene Mengen eines Stoffes am bequemsten durch Wigen
vergleichen lassen. Man konnte z. B. ebensogut die Wiarmekapazitiaten auf
die Volumeneinheit beziehen. Am rationellsten ist aber die Vergleichung
solcher Gewichtsmengen verschiedener Stoffe, welche im Verhéltnis der
Molekulargewichte bez. Atomgewichte stehen, weil sich hier auf den ersten
Blick gewisse Regelméfigkeiten ergeben. Die so zu vergleichenden Gréfien
erhélt man durch Multiplikation der auf 1 g bezogenen Warmekapazitét
(der spezifischen Wérme) mit dem Molekulargewicht bez. Atomgewicht, und
bezeichnet dann dies Produkt kurz als Molekularwidrme bez. Atomwérme.

§ 49. Die Atomwirmen der chemischen Elemente im festen Zustand
erweisen sich als nahezu konstant = 6,3 (DULONG und PETIT) und zwar
besonders fiir Elemente mit hohem Atomgewicht. Strenge Giiltigkeit kann
dies Gesetz schon deshalb nicht beanspruchen, weil die Wéarmekapazitit
sowohl von der molekularen Konstitution des Elementes (z. B. fiir Kohle) als
auch von der Temperatur abhéingt, und zwar letzteres bezeichnenderweise in
besonders hohem Grade bei denjenigen Stoffen (Kohle, Bor, Silicium), welche
die grofiten Abweichungen von dem DULONG-PETITschen Gesetze zeigen.
Daraus ist zu schliefen, dafi diesem Gesetz ein allgemeines Naturgesetz
zugrunde liegt, dessen Ableitung aber iiber das Gebiet der allgemeinen
Thermodynamik hinausfithren wiirde.

§ 50. Wie die Atomwiarmen der Elemente, so zeigen auch die
Molekularwérmen der Verbindungen, besonders solche, die eine &hnliche
chemische Konstitution aufweisen, gewisse RegelméfBigkeiten. Nach dem
Gesetz von F. NEUMANN, welches spéter von REGNAULT und namentlich
von KOPP bestitigt wurde, ist die Molekularwirme einer festen Verbindung
einfach gleich der Summe der Atomwérmen der in ihr enthaltenen Elemente,
indem jedes Element in jeder Verbindung die ihm eigentiimliche Atomwérme
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behélt, mag sie nun dem DULONG-PETITschen Gesetz entsprechend = 6,3
sein oder nicht. Doch besitzt auch diese Beziehung nur angenédherte
Giiltigkeit.

§ 51. Da alle kalorimetrischen Messungen geméfl der in §44 gegebenen
Definition immer nur die Betrége zugefiihrter oder abgeleiteter Warmemengen
ergeben, so liefern sie durchaus keinen Aufschluf3 iiber die Frage nach
der Grofle der in einem Korper von bestimmter Temperatur im ganzen
y,enthaltenen® Warmemenge. Es wiirde ndmlich widersinnig sein, die in einem
Koérper von gegebener Temperatur, Dichte usw. enthaltene Wéarmemenge
etwa gleich der Anzahl der Kalorien zu setzen, welche dem Korper zugefiihrt
werden miissen, um ihn in den betrachteten Zustand zu bringen, ausgehend
etwa von einem gewissen Normalzustand. Denn die GréBe dieser Zahl wiirde
ganz verschieden ausfallen je nach der Art und Weise, wie der Korper
aus dem einen in den andern Zustand gebracht wird. Um z. B. ein Gas
von 0° unter Atmosphérendruck auf 100° und 10fachen Atmosphérendruck
zu bringen, kann man entweder so verfahren, dafl man das Gas zuerst bei
konstantem Atmosphérendruck auf 100° erwdrmt und dann bei konstant
gehaltener Temperatur bis auf den 10fachen Druck komprimiert; oder man
kann das Gas zuerst bei 0° isotherm bis zu 10 Atmosphéren komprimieren
und dann isobar auf 100° erwidrmen, oder man kann endlich Kompression und
Erwarmung gleichzeitig in ganz beliebig wechselndem Verhiltnis vornehmen.
In jedem aller dieser unendlich vielfach verschiedenen Félle erhéilt man als
Gesamtzahl der zugefithrten Kalorien eine andere Grofle (vgl. die im §77
ausgefiihrte Berechnung von @), so daf§ man in diesem Sinne gar nicht von
einer bestimmten Wérmemenge reden kann, die der Korper aufzunehmen
hat, um aus dem alten Zustand in den neuen zu kommen. Will man also die
,gesamte in einem Korper enthaltene Wéarme® als eine bestimmte Grofle in
die Betrachtung einfithren (wie das z. B. in der kinetischen Wérmetheorie
geschieht, wo die in einem Korper enthaltene Wérme als die lebendige Kraft
seiner inneren Bewegungen aufgefafit wird), so hat man dieselbe jedenfalls
anders zu definieren als durch die Summation der dem Korper zugefiithrten
Wéarmemengen. Wir werden aber im folgenden dieses Begriffes gar nicht
bediirfen und daher auch keine derartige Definition versuchen.

§ 52. Im Gegensatz zu der soeben geschilderten Sachlage muflte die
altere CARNOTsche Theorie der Warme, die von der Auffassung der Warme
als eines unzerstorbaren Stoffes ausging, mit Notwendigkeit zu der Folgerung
kommen, dal die in einem Korper enthaltene Wérme lediglich bedingt ist
durch die Zahl der von auflen aufgenommenen oder nach auffen abgegebenen
Kalorien. Wird daher ein Korper auf andere Weise als durch Zuleitung von
Wirme, z. B. durch Kompression oder durch Reibung, erwérmt, so blieb
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nach jener Theorie die im Korper enthaltene Warme durch einen solchen
Vorgang ganz ungedndert, und da doch tatséchlich eine hohere Temperatur
entsteht, so war nur die Annahme fiibrig, daf§ die Warmekapazitit eines
Korpers sich durch Kompression oder Reibung derartig verkleinert, daf
die ndmliche Wéarme in ihm eine bedeutend hohere Temperatur hervorruft,
dghnlich wie ein angefeuchteter Schwamm durch Kompression noch feuchter
erscheint, obwohl die Menge der aufgesogenen Fliissigkeit dieselbe geblieben
ist. Doch schon RUMFORD und DAvVY bewiesen durch direkte Versuche,
daf3 geriebene Korper, in denen man doch durch gehorigen Aufwand von
Arbeit beliebig viel Wérme erzeugen kann, bei nachtréglicher Untersuchung
nicht die geringste Anderung ihrer Wirmekapazitét zeigen. Auch hat zuerst
REGNAULT durch genaue Messungen festgestellt, dafl die Wéarmekapazitét
von Gasen gar nicht oder nur sehr wenig vom Volumen abhéngt, sich
also auch durch Kompression nicht so stark verkleinern kann, wie es fiir
die Erklarung der Kompressionswiarme nach der CARNOTschen Theorie
notwendig wére. Endlich haben W. THOMSON und JOULE durch sorgfiltige
Versuche gezeigt, daB ein Gas, wenn es sich ohne Uberwindung eines
aueren Druckes ausdehnt, keine oder eine sehr kleine Temperaturdnderung
erfahrt (§70), weshalb die gewohnlich bei der Ausdehnung eines Gases
beobachtete Abkiihlung nicht der Volumenvergréferung des Gases an sich,
sondern der dabei geleisteten mechanischen Arbeit zuzuschreiben ist. Jedes
dieser Resultate fiir sich allein genommen geniigt, um den Satz von der
Unzerstorbarkeit der Wéarme zu widerlegen und so die Haltlosigkeit jener
dlteren Wérmetheorie darzutun.

§ 53. Waihrend im allgemeinen die Warmekapazitét sich stetig mit der
Temperatur dndert, gibt es fiir jede Substanz bei bestimmtem dufleren Druck
gewisse singuldre Temperaturpunkte, fiir welche mit anderen Eigenschaften
auch die Wéarmekapazitdt unstetig wird. In diesen Punkten kommt eine
von auflen zugefithrte Wiarmemenge nicht mehr dem ganzen Korper zugute,
sondern nur einem Teil desselben, und dient auflerdem nicht zur Erhéhung
der Temperatur, sondern zur Verdnderung des Aggregatzustandes, und zwar
zum Schmelzen, Verdampfen oder Sublimieren, je nachdem die Substanz
aus dem festen in den fliissigen, oder aus dem fliissigen in den gasférmigen,
oder aus dem festen in den gasformigen Zustand iibergeht. Erst wenn der
ganze Korper bei der ndmlichen Temperatur im neuen Aggregatzustand
homogen geworden ist, steigt bei weiterer Wérmezufuhr die Temperatur,
und es wird wieder eine Wirmekapazitat definierbar. Die Wéarmemenge,
welche notig ist, um 1 g einer Substanz aus einem Aggregatzustand in einen
andern zu bringen, heifit latente Warme, speziell Schmelz-, Verdampfungs-
oder Sublimationswérme. Bei der Riickkehr in den fritheren Aggregatzustand
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wird der nédmliche Betrag von Wérme wieder frei. Auch die latente Wérme
wird, ebenso wie die Warmekapazitit (§48), am zweckméfBigsten nicht auf
die Masseneinheit, sondern auf das Molekulargewicht bez. Atomgewicht
bezogen; ihr Betrag héngt iibrigens wesentlich mit ab von den &ufleren
Bedingungen, unter denen die Umwandlung vollzogen wird (§47), und von
denen ein konstant gehaltener Druck die wichtigste ist.

§ 54. Ahnlich wie eine Anderung des Aggregatzustandes ist auch jeder
Mischungs- oder Losungsvorgang, sowie jede chemische Umwandlung im
allgemeinen von einer gréfleren oder geringeren, auch nach den &ufleren
Umsténden verdnderlichen, Warmeentwicklung begleitet. Dieselbe wird nach
J. THOMSEN als die Warmetdénung des betr. Prozesses, speziell als
Mischungs-, Losungs-, Verbindungs-, Dissoziations- usw. Wérme bezeichnet:
positiv, wenn Warme frei oder entwickelt, d. h. nach auflen abgegeben wird
(exothermische Vorgénge), negativ, wenn Wirme gebunden oder absorbiert,
d. h. von auflen aufgenommen wird (endothermische Vorgéinge).



Zweiter Abschnitt.

Der erste Hauptsatz der Warmetheorie.

Erstes Kapitel. Allgemeine Formulierung.

8 55. Der erste Hauptsatz der Wirmetheorie ist nichts anderes als das
Prinzip der Erhaltung der Energie, angewendet auf die Erscheinungen, welche
unter Warmeproduktion oder -absorption verlaufen. Um einen allgemeinen
deduktiven Beweis dieses Prinzips zu finden, kann man zwei verschiedene
Wege einschlagen. Entweder: man stellt sich von vornherein auf den Boden der
mechanischen Naturauffassung, d. h. man nimmt an, daf} alle Verdnderungen
der Natur sich zuriickfithren lassen auf Bewegungen unverédnderlicher
materieller Punkte, zwischen denen Kréfte wirken, die ein Potential haben.
Dann ist das Energieprinzip einfach der aus der Mechanik bekannte Satz
der lebendigen Kraft, verallgemeinert auf beliebige Naturvorginge. Oder
aber: — und dieser Weg entspricht der hier eingehaltenen Darstellung —
man 148t die Frage nach der Reduktion der Naturvorginge auf Bewegungen
ganz offen und geht allein aus von der durch jahrhundertelange menschliche
Arbeit gepriiften und in allen Fallen stets aufs neue bewéahrten Tatsache,
daBl es auf keinerlei Weise, weder mit mechanischen, noch thermischen,
noch chemischen, noch anderen Apparaten moglich ist, ein perpetuum
mobile zu bauen, d. h. eine periodisch wirkende Maschine zu konstruieren,
durch welche fortdauernd Arbeit oder lebendige Kraft aus nichts gewonnen
werden kann. Inwieweit dieser Erfahrungssatz fiir sich allein genommen,
ganz unabhingig von der mechanischen Naturanschauung, dazu dienen
kann, das Energieprinzip in seiner Allgemeinheit zu erweisen, soll jedoch
an dieser Stelle nicht ndher untersucht werden, und zwar namentlich aus
dem Grunde, weil die Giiltigkeit des Prinzips heutzutage wohl keinem
ernsten Widerspruch mehr begegnet. Anders wird es mit dem zweiten
Hauptsatz der Wéarmetheorie sein, dessen Beweis bei dem heutigen Stande
der Forschung nicht leicht sorgfiltig genug gefithrt werden kann, da teils
seine Allgemeingiiltigkeit noch manchmal bestritten, teils seine Bedeutung,
auch von seinen Anhéngern, noch recht verschieden beurteilt wird.
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§ 56. Unter der Energie eines Korpers oder Kérpersystems versteht
man eine Grofle, welche von dem augenblicklichen physikalischen Zustand
abhéngt, in dem sich das System befindet. Um die Energie eines Systems in
einem gegebenen Zustand durch einen bestimmten Zahlenwert ausdriicken
zu konnen, ist aber noch die Fixierung eines gewissen , Normalzustandes®
(z. B. 0°C, Atmosphéirendruck) desselben Systems notwendig, welche von
vornherein ganz nach Willkiir erfolgen kann. Dann ist die Energie des
Systems in dem gegebenen Zustand, bezogen auf den nach Willkiir fixierten
Normalzustand, gleich der ,Summe der mechanischen Aquivalente aller
Wirkungen, die auflerhalb des Systems hervorgebracht werden, wenn dasselbe
auf irgendeine Weise aus dem gegebenen Zustand in den Normalzustand
iibergeht“. Man bezeichnet daher die Energie auch kurz als die dem
System innewohnende Féhigkeit, duflere Wirkungen hervorzubringen. Ob
der Wert der Energie je nach der Art des Uberganges in den Normalzustand
verschieden ausfillt, dariiber enthélt diese Definition keinerlei Aussage.
Dagegen ist zu ihrer Vervollstdndigung noch die Angabe dessen notwendig,
was man unter dem mechanischen Aquivalent einer duferen Wirkung zu
verstehen hat.

§ 57. Wenn die &duflere Wirkung mechanischer Natur ist, wenn sie
z. B. in der Hebung eines das betrachtete Korpersystem belastenden
Gewichts oder in der Uberwindung des Atmosphirendrucks oder in der
Erzeugung lebendiger Kraft besteht, so ist das mechanische Aquivalent der
hervorgebrachten dufleren Wirkung einfach gleich der mechanischen Arbeit,
welche die von dem System ausgeiibte Kraft an dem &ufleren Korper
(Gewicht, Atmosphére, Geschof) leistet, positiv, wenn die Verschiebung in der
Richtung der vom System ausgeiibten Kraft erfolgt, also wenn das Gewicht
gehoben, die Atmosphére zuriickgedréingt, das Geschofi fortgeschleudert
wird; im entgegengesetzten Falle negativ.

Wenn aber die dulere Wirkung thermischer Natur ist, wenn sie also etwa
in einer Erwdrmung der umgebenden Korper (Atmosphére, kalorimetrische
Fliissigkeit) besteht, so setzt man das mechanische Aquivalent dieser dufieren
Wirkung gleich der Anzahl Kalorien, welche in den umgebenden Koérpern
die nadmliche Erwédrmung bewirkt, multipliziert noch mit einer absoluten,
nur von den Mafeinheiten der Warmemenge und der mechanischen Arbeit
abhéngigen Konstanten, dem sogenannten mechanischen Warmeéquivalent.
Dieser Satz erscheint hier nur als Definition, er gewinnt aber einen
tatséchlichen, an der Erfahrung zu priifenden Inhalt durch das Prinzip der
Erhaltung der Energie.

§ 58. Das Prinzip der Erhaltung der Energie besagt, und
zwar allgemein und ausschliellich, da die Energie eines Korpersystems in
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einem gegebenen Zustand, bezogen auf einen bestimmten Normalzustand,
einen ganz bestimmten Wert hat; oder mit anderen Worten, wenn wir
den Wortlaut der Definition der Energie §56 hier substituieren, daf
die Summe der mechanischen Aquivalente aller Wirkungen,
die auBerhalb des Systems hervorgebracht werden, wenn
dasselbe auf irgendeine Weise aus dem gegebenen Zustand
in den Normalzustand {iibergeht, unabhédngig ist von der
Art des Uberganges. Das System verursacht also beim Ubergang in
den Normalzustand eine ganz bestimmte Summe mechanisch gemessener
Wirkungen, und diese Summe — auch der , Arbeitswert® der &Hufleren
Wirkungen genannt — stellt eben die Energie des Systems dar.

8 59. Die Giiltigkeit des Energieprinzips in der Natur 148t sich also an
der Erfahrung dadurch priifen, dal man ein System aus einem bestimmten
Zustand auf verschiedene Weisen in einen zweiten, hier als Normalzustand
zu bezeichnenden, Zustand bringt und nun untersucht, ob die dabei
jedesmal auftretenden mechanischen Aquivalente der #uferen Wirkungen,
berechnet auf Grund der Festsetzungen des §57, in allen Féllen die gleiche
Summe ergeben. Dabei ist besonders darauf zu achten, daf§ das System in
allen verglichenen Fillen auch wirklich von dem né&mlichen Anfangszustand
ausgeht und in den némlichen Endzustand iibergefithrt wird, und dafl von
den #ufleren Wirkungen keine {iibersehen und keine doppelt in Anschlag
gebracht wird.

§ 60. Als erste Anwendung besprechen wir die beriithmten Versuche
von JOULE. Derselbe verglich die dufleren Wirkungen, die entstehen, wenn
gewisse Gewichte beim Herabsinken um eine gewisse Hohe einmal nur
mechanische Arbeit hervorbringen (z. B. Hebung einer Last), ein anderes Mal
mittels geeigneter Vorrichtungen durch Reibung Wérme erzeugen. Hierbei
kann man die Anfangs- und die Endruhelage der Gewichte als ersten und
zweiten Zustand des Systems, die erzeugte Arbeit und die erzeugte Warme
als dulere Wirkungen betrachten. Im ersten Falle, wo durch das Herabsinken
der Gewichte nur mechanische Arbeit erzeugt wird, ist die Berechnung des
mechanischen Aquivalents der #uBeren Wirkungen einfach und erfordert
keinen besonderen Versuch: dasselbe ist nach den Gesetzen der Mechanik
immer gleich dem Produkt der Schwere der Gewichte und der durchfallenen
Hohe, ganz unabhéngig von der Beschaffenheit des Apparates, den man zur
Erzeugung der mechanischen Arbeit benutzt (Hebel, Rolle, Flaschenzug),
und von der Schwere der gehobenen Last. Diese Unabhéngigkeit bildet
schon eine Forderung des Prinzips der Erhaltung der Energie (§58). Im
zweiten Falle ist eine genaue Messung der Temperaturerhohung erforderlich,
welche die geriebenen umgebenden Korper (Wasser, Quecksilber) erleiden,
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sowie deren Wirmekapazitdt, um daraus die Anzahl Kalorien bestimmen
zu konnen, welche in ihnen die n&mliche Temperaturerhchung bewirkt.
Dabei kommt es natiirlich gar nicht darauf an, welche Vorstellungen man
sich iiber den Vorgang der Wirmeerzeugung durch Reibung im einzelnen
macht, sowie iiber den Verbleib der in den geriebenen Ko&rpern erzeugten
Wiérme, sondern einzig und allein darauf, dal der durch Reibung in der
betreffenden Fliissigkeit hervorgerufene Zustand identisch ist mit einem, der
durch Zufiihrung einer bestimmten Anzahl Kalorien herbeigefiihrt werden
kann.

Indem nun JOULE, dem Prinzip der Erhaltung der Energie gemis,
die dem Fall der Gewichte entsprechende mechanische Arbeit gleichsetzte
dem mechanischen Aquivalent der durch die Reibung erzeugten Wérme,
wie sie durch die Anzahl der gewonnenen Kalorien bestimmt wird, fand
er, daB das mechanische Aquivalent einer g-Kalorie unter allen Umsténden
gleich ist der Arbeit, welche durch die Hebung eines Gramms um 423, 55™
dargestellt wird. Daf3 sich bei allen Versuchen mit verschiedenen Gewichten,
Substanzen, Temperaturen stets wieder diese ndmliche Zahl ergibt, ist eine
Bestétigung des Prinzips der Erhaltung der Energie.

§ 61. Bei der Berechnung des mechanischen Warmedquivalents im
absoluten Mafle ist zunéchst zu beriicksichtigen, dafl die JOULEsche
Kalorie sich auf Zimmertemperatur (§45) und auf die Angaben eines
Quecksilberthermometers bezieht. Bei Zimmertemperatur bedeutet aber
1° des JouLEschen Quecksilberthermometers ein im Verhéltnis von etwa
1:1,007 kleineres Temperaturintervall als 1° des Gasthermometers; folglich
hat eine auf das Gasthermometer (§4) bezogene Kalorie ein entsprechend
groferes mechanisches Aquivalent, d. h. das Aquivalent 423,551,007 = 427.

Ferner ist noch die Grofle der Beschleunigung der Schwere zu
beriicksichtigen, da die Hebung eines Gramms um eine bestimmte Hohe an
verschiedenen Orten im allgemeinen verschiedene Arbeiten darstellt. Der
absolute Betrag der geleisteten Arbeit wird erhalten durch Multiplikation
der Schwerkraft, also des Produkts aus Masse und Beschleunigung der
Schwere, mit der Hohe. Hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf die oben §45
iiber die Groflenverhéltnisse der verschiedenen Kalorien gemachten Angaben
folgende Tabelle der Werte des mechanischen Warmeédquivalents:
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Entsprechende Hohe
in m der Hebung von 1 g
an einem Orte mittlerer

Absoluter Wert
des Warmedquivalents

Wiarmeeinheit
bezogen auf

Gasthermometer seogr. Breite im C.G.S.-System (Erg)
15°-Kalorie 427 4,19 - 107
Nullpunktskalorie 430 4,22 -107

Die Zahlen der zweiten Kolumne entstehen aus denen der ersten durch
Multiplikation mit 98 100, entsprechend der Beschleunigung der Schwere 981
und der Reduktion von Metern auf Zentimeter. Die Resultate von JOULE
sind durch die neueren sorgfiltigen Messungen von ROWLAND u. a. im
wesentlichen bestétigt worden.

§ 62. Man kann die Kenntnis des mechanischen Wéarmeédquivalents
benutzen, um Wirmemengen, anstatt in Kalorien, direkt in Erg auszudriicken,
und erreicht dadurch den Vorteil, daf eine Warmemenge nicht nur proportional,
sondern unmittelbar gleich ist ihrem mechanischen Aquivalent, wodurch
sich der mathematische Ausdruck der Energie vereinfacht. Diese Einheit
der Warmemenge soll in den folgenden Gleichungen iiberall angewendet
werden; bei Zahlenrechnungen kann man jeden Augenblick durch Division
mit 4,19-107 zu Kalorien zuriickkehren.

§ 63. Aus der oben gegebenen Formulierung des Energieprinzips
ergeben sich sogleich einige weitere Sidtze. Da die Energie U durch den
augenblicklichen Zustand des Systems bedingt ist, so wird sich ihr Wert
andern, sobald der Zustand sich dndert. Um den Betrag der Energieinderung
zu finden, die eintritt, wenn das System aus einem Zustand (1) in einen
anderen Zustand (2) tibergeht, und die durch die Differenz U; — Us bestimmt
wird, hat man nach der Definition der Energie den Arbeitswert (§58)
aller #uferen Wirkungen zu messen, welche beim Ubergang des Systems,
einmal aus dem Zustand 1, das andere Mal aus dem Zustand 2, in
den Normalzustand eintreten, und diese Betrige, welche die Werte von
Uy und U,y darstellen, voneinander zu subtrahieren. Denkt man sich nun den
ersten dieser beiden Uberginge so eingerichtet, dafl er das System aus dem
Zustand 1 durch den Zustand 2 hindurch in den Normalzustand bringt, so
erhellt, daf§ als gesuchte Differenz nur der Arbeitswert derjenigen &dufleren
Wirkungen iibrig bleibt, welche dem Ubergang des Systems aus 1 in 2
entsprechen. Daher ist U; — Uy, d. h. die Energieabnahme eines Systems bei
irgendeiner Verdnderung, gleich dem Arbeitswert der dufleren Wirkungen,
welche bei dieser Verdnderung hervorgebracht werden, oder, was dasselbe
bedeutet, die Energiezunahme des Systems bei irgendeiner Verédnderung
ist gleich dem Arbeitswert der bei dieser Verdnderung aufgewendeten
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oder verbrauchten &ufleren Wirkungen:
(17) Up—U1=Q+A,

wo @ das mechanische Aquivalent der auBerhalb des Systems verschwundenen,
etwa dem System durch Leitung zugefiihrten Wéarme, A den Betrag der
von auflen auf das System ausgeiibten Arbeit bezeichnet, positiv, wenn die
Veréinderung im Sinne der von auflen auf das System wirkenden Krifte
erfolgt. Man kann die Summe @ + A auch den Arbeitswert aller von
den umgebenden Korpern auf das System ausgeiibten thermischen und
mechanischen Einwirkungen nennen. In diesem Sinne werden wir die Gréflen
@ und A stets benutzen.

Der Wert von Q + A hingt nicht von der Art des Uberganges aus 1
in 2 ab, und offenbar auch nicht von der Wahl des Normalzustandes des
Systems; daher ist es, solange es sich nur um Energiedifferenzen eines und
desselben Systems handelt, gar nicht nétig, den Normalzustand besonders
zu fixieren. Dann bleibt in dem Wert der Energie selber eine additive
Konstante unbestimmt.

§ 64. Die Differenz Uy — Uy 148t sich auch auffassen als die Energie
des Systems im Zustand 2, bezogen auf den Zustand 1 als Normalzustand.
In der Tat: nimmt man 1 als Normalzustand, so ist U; =0, weil es dann
iiberhaupt keiner Verdnderung bedarf, um das System aus dem Zustand 1
in den Normalzustand zu bringen, und es wird Uy — U; = Uy. Daher wird
der Normalzustand manchmal auch Nullzustand genannt.

8§ 65. Wenn der Zustand 2 mit dem Zustand 1 identisch gew#hlt
wird, so macht das System beim Ubergang von 1 zu 2 einen sogenannten
,Kreisprozef“ durch. Dann ist Uy = U; und daher aus (17):

(18) 0=Q+A,

d. h. bei einem Kreisprozel ist der Arbeitswert aller &duBleren Wirkungen
gleich Null, oder mit anderen Worten: Die &duflere Warme ist der dufleren
Arbeit gleich und entgegengesetzt. Durch diesen Satz ist die Konstruktion
eines thermodynamischen perpetuum mobile, das notwendig periodisch
wirkende Maschinen, also Kreisprozesse voraussetzt, ausgeschlossen.

§ 66. Wenn bei einer Zustandsidnderung des Systems gar keine dufleren
Wirkungen aufgewendet werden (Q =0, A =0), so bleibt nach (17) die
Energie konstant (Erhaltung der Energie). Dabei konnen die einzelnen
Groflen, welche den Zustand des Systems bedingen, sich erheblich dndern,
sie unterliegen aber stets der Bedingung U = konst.

Ein solches System, welches sich verdndert, ohne dabei dufleren Einwir-
kungen zu unterliegen, heifit auch ein , vollstdndiges“ oder ,,abgeschlossenes*
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System. Streng genommen gibt es in der Natur gar kein vollstdndiges System,
weil sdmtliche materielle Koérper des Weltalls in steter Wechselwirkung
miteinander stehen, und insofern kann man den Satz von der ,Erhaltung®
der Energie auf kein wirkliches System strenge anwenden. Doch ist es
wichtig zu bemerken, dal man durch passende Wahl des Systems die
aufleren Wirkungen, die bei einer bestimmten ins Auge gefafiten Verdnderung
auftreten, im Vergleich zu den Energiedinderungen der einzelnen Teile des
Systems so klein machen kann, als man nur immer will. Man kann namlich
offenbar jede duflere Wirkung dadurch eliminieren, dafl man nicht nur die
Korper, auf welche die Wirkung ausgeiibt wird, sondern auch diejenigen,
von welchen dieselbe ausgeht, mit in das betrachtete System hineinbezieht.
Wenn z. B. ein Gas durch ein sinkendes Gewicht komprimiert wird, so
wird dabei auf das Gas, als System gedacht, durch die von dem Gewicht
geleistete Arbeit eine gewisse Wirkung von auflen her ausgeiibt und die
Energie des Systems demgeméfl vergréflert. Sobald man aber das Gewicht
und die Erde mit in das betrachtete System hineinbezieht, féllt jede duflere
Wirkung fort, und die Energie des neuen Systems bleibt konstant. Dafiir
enthélt aber der Ausdruck der Energie jetzt ein neues Glied: die potentielle
Energie des Gewichts, deren Anderung durch die der inneren Energie des
Gases gerade kompensiert wird. Ebenso kann man in allen anderen Féllen
verfahren.

Zweites Kapitel. Anwendungen auf homogene Systeme.

§ 67. Wir wenden nun den ersten Hauptsatz, wie er in der Gleichung (17)
ausgesprochen ist, zundchst auf eine homogene Substanz an, deren Zustand,
aufler durch ihre chemische Natur und durch die Masse M, durch 2 Variable,
etwa die Temperatur 7" und das Volumen V', bestimmt ist. Dabei gebrauchen
wir hier wie auch {iiberall im folgenden das Wort ,,homogen®“ schlechthin
im Sinne von ,physikalisch homogen®“, d.h. wir nennen homogen ein
System, welches auch in den kleinsten sichtbaren Raumteilen als vollsténdig
gleichartig betrachtet werden kann. Es kommt hier nicht darauf an, ob die
Substanz auch ,,chemisch homogen* ist, d. h. ob sie aus lauter gleichartigen
Molekiilen besteht. So kann z. B. ein Knallgasgemenge (Oy+2H,) oder ein
teilweise dissoziierter Dampf, die beide chemisch inhomogen sind, sehr wohl
physikalisch homogen sein. Was wir hier voraussetzen wollen, ist nur dies,
daBl der Zustand der betrachteten homogenen Substanz durch Temperatur
und Volumen eindeutig bestimmt ist, gleichgiiltig ob und welche chemische
Umsetzungen im Lauf der betrachteten Zustandsdnderungen eintreten. Wenn
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die Substanz ruht, so besteht die ganze Energie dieses Systems aus der
sogenannten ,inneren“ Energie U, die nur von der inneren, durch Temperatur
und Dichte bedingten, Beschaffenheit der Substanz und von ihrer Masse
abhéngt, welch letzterer sie offenbar proportional ist. Im anderen Falle tritt
in dem Ausdruck der Gesamtenergie zu der inneren Energie U noch die
lebendige Kraft der Bewegung hinzu, deren Wert aus der Mechanik bekannt
ist.

Um die Abhéngigkeit der inneren Energie U von T und V festzustellen,
mufl man das System auf irgendeine Weise in einen anderen Zustand bringen
und die dazu erforderlichen &dufleren Wirkungen messen. Dann liefert die
Gleichung (17) die eingetretene Anderung der Energie.

§ 68. LaBt man ein anfangs in Ruhe und auf gleichméfliger Temperatur
befindliches Gas (Zustand 1) aus einem Gefdf in ein anderes vorher
evakuiertes Gefafl ausstromen, etwa durch Aufdrehen eines VerschlufShahnes,
so werden sich bei diesem Vorgang innerhalb des Gases zunéchst eine Reihe
von verwickelten mechanischen und thermischen Verdnderungen vollziehen.
Der ausstromende Teil des Gases wird in schnelle Bewegung geraten,
spater beim Anprall gegen die Winde des zweiten Gefifles und bei der
Kompression durch die nachstiirzenden Massen sich erwédrmen, der im
ersten Geféfl zuriickbleibende Teil wird sich durch Ausdehnung abkiihlen
usw. Nimmt man nun an, dafl die Wande beider Gefdfle absolut fest
sind und die Wéarme absolut nicht leiten, und bezeichnet irgendeinen
nach beliebiger Zeit eingetretenen Zustand des Gases mit 2, so ist nach
Gleichung (17) die Gesamtenergie des Gases im zweiten Zustand gleich der
im ersten Zustand: Uy, weil auf das Gas weder thermische noch mechanische
Einwirkungen von auflen stattgefunden haben. Denn auch die von den
festen Wianden vermoge ihres Widerstandes ausgeiibte Kraft leistet keine
Arbeit. Im allgemeinen setzt sich die Energie im zweiten Zustand aus
vielen Teilen zusammen, nédmlich erstens aus den lebendigen Kréften der
Bewegungen aller einzelnen Gasteilchen und zweitens aus ihren inneren
Energien. Wartet man aber so lange, bis wieder vollstindige Ruhe und
thermisches Gleichgewicht eingetreten ist, und bezieht den Index 2 auf
den neuen Gleichgewichtszustand, so besteht die Gesamtenergie im zweiten
Zustand ebenso wie die im ersten nur aus der inneren Energie Us, und
man hat: Us = U;. Nun sind aber die Variabeln 7" und V, von denen U
abhéngig ist, von den Werten T7, Vi auf die Werte Ty, V5 iibergegangen,
wobei V5 > Vi; man kann also hieraus durch Messung der Temperaturen und
Volumina feststellen, wie sich mit verdndertem Volumen die Temperatur
des Gases éndert, falls die innere Energie U konstant bleibt.
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§ 69. Einen derartigen Versuch hat JOULE ausgefiihrt! und dabei
gefunden, dafl fiir ideale Gase To = T7. Er stellte némlich die beiden
Gefafle, von denen das eine anfangs etwa mit Luft unter hohem Druck
gefiillt, das andere evakuiert war, in ein gemeinsames Wasserbad von der
ndmlichen Temperatur und fand nach Vollendung des oben beschriebenen
Ausflusses und Herstellung des Gleichgewichts die im Wasserbad eingetretene
Temperaturinderung unmeBbar klein. Daraus folgt sogleich, dafi auch
bei thermisch isolierenden Geféilwéanden die Endtemperatur der ganzen
Gasmenge gleich der Anfangstemperatur ist; denn sonst wiirde sich bei dem
ausgefithrten Versuch die Temperaturdnderung dem Wasserbade mitgeteilt
haben.

Wenn also die innere Energie eines nahezu idealen Gases bei stark
verdndertem Volumen konstant bleibt, so bleibt auch die Temperatur nahezu
konstant, oder mit anderen Worten: Die innere Energie eines idealen Gases
héngt nur von der Temperatur und nicht vom Volumen ab.

§ 70. Damit indessen dieser wichtige Schlufl biindig erscheint, sind
noch genauere Messungen notwendig. Denn bei dem beschriebenen
JouLEschen Versuch ist die Wiarmekapazitiat des Gases gegen die der
Gefawande und des Wasserbades so klein, dal es schon einer sehr
betrachtlichen Temperaturdnderung des Gases bedurft hétte, um eine
merkliche Temperaturdnderung des Wassers hervorzurufen. Zuverléssigere
Resultate liefert eine wesentliche Modifikation des Verfahrens, welche von
W. THOMSON (spéter Lord KELVIN) ersonnen und von ihm in Gemeinschaft
mit JOULE zu sorgfiltigen Messungen benutzt worden ist; sie beruht
darauf, dafl man das Gas durch kiinstliche Verlangsamung des Ausflusses
unmittelbar in den zweiten Gleichgewichtszustand iiberfiihrt und dann die
Temperatur 75 direkt im Gase mifit. Es stromt hierbei nicht eine begrenzte
Gasmasse tumultuarisch in ein Vakuum ein, sondern das Gas wird in
einem unbegrenzten stationidren Strom verhédltnisméfBig langsam aus einem
Raum hoheren Druckes p; in einen Raum niedrigeren Druckes py (die
Atmosphire) iibergefiihrt, indem es durch eine Réhre von Buchsbaumholz,
welche an einer Stelle mit einem schwer durchlédssigen Pfropfen von Watte
oder gezupfter Seide verstopft ist, hindurchgeprefit wird. Was zunéchst
die Messungsresultate betrifft, so ergeben sie bei stationdr gewordenem
Zustand fiir Luft eine sehr kleine, fiir Wasserstoff eine noch sehr viel
kleinere, kaum mefibare Temperaturdnderung des Gases, weshalb man zu
dem Schlufl berechtigt ist, dafl fiir ein ideales Gas die Temperaturinderung
ganz verschwindet.

!Schon frither war derselbe Versuch von GAY LUSSAC angestellt worden.
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Hieraus 148t sich nun ein SchluB8 auf die innere Energie idealer Gase
ziehen. Wenn nach Eintritt des stationidren Zustandes eine gewisse zu beiden
Seiten und innerhalb des Pfropfens befindliche Masse des Gases sich so weit
vorwiérts bewegt hat, dafl vor dem Pfropfen das Gasvolumen V; verschwunden,
hinter dem Pfropfen das Gasvolumen V5 hinzugekommen ist, so hat das aus
der betrachteten Gasmasse und dem Pfropfen bestehende System gewisse
Einwirkungen von auBen erfahren, deren mechanisches Aquivalent Q + A
aus den in der Umgebung eingetretenen Anderungen zu berechnen ist. Nun
findet in der &duBeren Umgebung keine Temperaturdnderung statt; denn
das Holz der Rohre leitet die Wéarme so gut wie gar nicht von oder nach
auflen; daher ist @ = 0. Die Arbeit ferner, welche auf das Hindurchpressen
unter dem konstanten Druck p; verwendet worden ist, und welche, wie
leicht einzusehen, durch das Produkt piV; dargestellt wird, ist fiir ein
ideales Gas nach dem BOYLEschen Gesetz gerade gleich derjenigen Arbeit
poVa, welche auf der anderen Seite beim Zuriickschieben des Kkleineren
Druckes po durch das groflere Volumen Vo bei der ndmlichen Temperatur
wieder gewonnen worden ist. Daher ist auch die Summe der von auflen her
auf das ganze betrachtete System ausgeiibten Arbeiten: A = 0, und nach
Gleichung (17) besitzt das oben definierte, aus der betrachteten Gasmasse
und dem Pfropfen bestehende System am Schlufl die ndmliche Gesamtenergie
wie am Anfang, d.h. die Differenz der beiden Gesamtenergien ist gleich
Null. Nun verschwinden in dieser Differenz alle Glieder mit Ausnahme
derjenigen, welche sich auf die Gasvolumina V; und V5 beziehen. Denn
auch der Pfropfen behilt seinen Zustand unverindert bei, er und die
verwickelten Vorgénge in ihm kommen also in der Energiegleichung gar
nicht zur Geltung; von dieser bleibt somit nur iibrig U; — Uy = 0, wenn
Up und Uy die inneren Energien der Gasvolumina V4 und V5 bedeuten. Da
aber nach den mitgeteilten Messungen die Temperatur wesentlich konstant
geblieben ist, wihrend das Volumen des Gases sich betréchtlich verdndert
hat, so kann die innere Energie eines idealen Gases nur von der Temperatur
abhéngen und nicht vom Volumen, d. h.

(19) (g‘(f)T 0,

Fiir nicht vollstandig ideale Gase, wie es Wasserstoff, Luft usw. tatséchlich
sind, ergibt die gemessene Temperaturdnderung einen Aufschluf iiber die
Abhéngigkeit der inneren Energie vom Volumen. Doch gehort hierzu auch
noch die Beriicksichtigung des Umstandes, dafl bei solchen Gasen die duflere
Arbeit

A=p1Vi —paVa
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nicht verschwindet und daher auch die innere Energie nicht konstant bleibt.
Néheres dariiber s. unten §158.

§ 71. Von besonderer theoretischer Wichtigkeit sind diejenigen thermo-
dynamischen Prozesse, welche, wie man sagt, unendlich langsam verlaufen
und daher aus lauter Gleichgewichtszustdnden bestehen. Wortlich genom-
men ist zwar diese Ausdrucksweise undeutlich, da ein Prozefl notwendig
Veranderungen, also Storungen des Gleichgewichts zur Voraussetzung hat.
Aber man kann diese Stérungen, wenn es nicht auf die Schnelligkeit, sondern
nur auf das Resultat der Veranderungen ankommt, so klein nehmen wie man
irgend will, namentlich auch beliebig klein gegen die iibrigen Gréfien, welche
im Zustand des betrachteten Systems eine Rolle spielen. So kann man ein
Gas beliebig langsam um einen beliebig groflien Bruchteil seines Volumens
komprimieren, indem man den &ufleren Druck in jedem Augenblick nur
um ein duflerst Geringes grofler macht als den Druck des Gases, und man
begeht, wenn es sich um die Grofle des dufleren Druckes handelt, z. B. bei
Berechnung der zu einer bestimmten endlichen Kompression aufgewendeten
Arbeit, nur einen sehr kleinen Fehler, wenn man statt des dufleren Druckes
den Druck des Gases setzt. Beim Ubergang zur Grenze verschwindet auch
dieser kleine Fehler, d. h. bei ,unendlich langsamer* Kompression wird das
so gewonnene Resultat strenge richtig.

Das Gesagte gilt sowohl fiir eine Kompression bei konstantem, als
auch fiir eine solche bei verdnderlichem Druck. Im letzteren Falle mufl
man dem &ufleren Druck, etwa durch Hinzufiigung oder Fortnahme kleiner
Gewichtsstiicke, in jedem Augenblick gerade die erforderliche Grofle erteilen.
Dies kann durch manuelle Eingriffe (Beiseiteschieben der Gewichtsstiicke in
horizontaler Richtung) oder durch eine besondere Regulierungsvorrichtung
geschehen, welche nur auslosend wirkt und daher ohne Arbeitsleistung
funktioniert.

§ 72. Ebenso wie bei der dufleren Arbeit ist es mit der Zuleitung oder
Ableitung von Warme. Wenn es sich nur um den Betrag der Wéarmemenge
handelt, welche das System aus der Umgebung empfangen oder dahin
abgegeben hat, ohne dafl dabei die Zeit eine Rolle spielt, so geniigt es,
die Temperatur der verwendeten Wéarmequelle um einen beliebig kleinen
Wert grofler oder kleiner als die Temperatur des Systems anzunehmen, je
nachdem die Wirme zu- oder abgeleitet werden soll. Dieser kleine Uberschuf
bestimmt lediglich die Richtung des Prozesses, seine Grofie kommt aber nicht
in Betracht gegen die ganze durch den Prozefl schliellich herbeigefiihrte
Verdnderung des Systems. Daher spricht man, wie von der Kompression
eines Gases durch einen &dufleren Druck, der dem Druck des Gases gleich
ist, so auch von dem Wéirmeiibergang von einem Koérper zu einem anderen
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von der ndmlichen Temperatur, und antizipiert damit nur das Resultat, das
sich aus dem Grenziibergang von einer endlichen kleinen zu einer unendlich
kleinen Temperaturdifferenz beider Korper ergibt.

Auch hier sind nicht nur isotherme Vorginge, sondern auch solche
von variabler Temperatur mit einbegriffen. Fiir letztere kommt man freilich
mit einem einzigen Warmebehélter von konstanter Temperatur nicht aus,
sondern man bedarf entweder eines Korpers von willkiirlich verdnderlicher
Temperatur, also etwa eines Gases, das man durch zweckméfiige Kompression
oder Ausdehnung beliebig erwédrmt oder abkiihlt, oder man verwendet
eine hinreichend grofie Zahl von Warmebehéltern verschiedener bestimmter
Temperaturen und setzt in jedem Augenblick gerade denjenigen in Funktion,
welcher der gleichzeitigen Temperatur des Systems moglichst nahe liegt.

§ 73. Die hohe Bedeutung dieser Betrachtungsweise besteht darin,
dal man jeden ,unendlich langsamen“ Prozel auch in entgegengesetzter
Richtung ausgefithrt denken kann. Besteht némlich ein Prozefi bis auf
minimale Abweichungen aus lauter Gleichgewichtszustinden, so geniigt
offenbar immer eine ebenso minimale passend angebrachte Anderung, um
ihn in entgegengesetzter Richtung ablaufen zu lassen, und diese minimale
Anderung kann durch einen Grenziibergang ebenso ganz zum Verschwinden
gebracht werden. Denn ein bestimmtes Resultat enthéilt immer auch einen
ganz bestimmten Fehler, und wenn dieser Fehler kleiner ist als jede noch
so klein angenommene Grofle, so ist er notwendig gleich Null.

§ T4. Wir gehen nun iiber zur Anwendung des ersten Hauptsatzes auf
einen solchen aus lauter Gleichgewichtszustidnden zusammengesetzten und
daher umkehrbaren Prozefl. Derselbe lafit sich in einfacher Weise graphisch
versinnlichen dadurch, dafl die Reihe der nacheinander durchlaufenen
Gleichgewichtszusténde des Systems als Kurve in eine Koordinatenebene
eingetragen wird, auf deren Achsen die Werte der unabhéngigen Variabeln
gemessen werden. Wir wollen als unabhéngige Variable zunéchst das
Volumen V' (Abszissenachse) und den Druck p (Ordinatenachse) anwenden.
Dann entspricht jedem Punkt der Ebene ein bestimmter Zustand der von
bestimmter Natur und Masse angenommenen Substanz, und jeder Kurve
eine bestimmte Reihe von stetig aufeinanderfolgenden Zustandsdnderungen
derselben. Denken wir uns also einen umkehrbaren Prozef, der die Substanz
aus einem Zustand 1 in einen Zustand 2 bringt, so wird er durch eine
Kurve a bezeichnet, die vom Punkt 1 zum Punkt 2 geht (Fig. 2). Dann
ist nach Gleichung (17) die Zunahme der Energie der Substanz:

Uy -Up=A+0Q,

wobei A die gesamte aufgewendete &duflere Arbeit, @ die im ganzen von
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auflen zugefithrte Warme bedeutet.

8 75. Der Wert von A lafit sich unmittelbar berechnen. Zunéchst setzt
sich A durch algebraische Addition aus den Elementararbeiten zusammen,
welche wihrend der aufeinanderfolgenden unendlich kleinen, den einzelnen
Bogenelementen der Kurve a entsprechenden Verdnderungen der Substanz
von auflen her auf dieselbe ausgeiibt werden. Da nun der &duflere Druck
wegen der angenommenen Umkehrbarkeit des Prozesses in jedem Augenblick
gleich dem der Substanz p zu setzen ist, so ist die von den &ufleren
Kréften bei einer unendlich kleinen Verdnderung geleistete Arbeit, wie in
der Hydrodynamik gezeigt wird, einfach gleich dem Produkte des Druckes p
und der Volumenverminderung, unabhingig von der geometrischen Form
der Oberfliche der Substanz, also = —pdV, und mithin die wihrend des
ganzen Prozesses geleistete duflere Arbeit:

2
(20) A:—/pdV,
1

wobei die Integration iiber die Kurve a vom Punkt 1 bis zum Punkt 2
zu erstrecken ist. Wenn p positiv, wie bei Gasen, und V5 > V;, wie in der
Fig. 2, so ist A negativ, d. h. es wird &duflere Arbeit nicht aufgewendet,
sondern gewonnen.

Um die Integration ausfithren zu konnen, bedarf es der Kenntnis
der Abhéngigkeit des Druckes p vom Volumen V, d.h. der Kenntnis der
Kurve a. Solange nur die Punkte 1 und 2, nicht aber die sie verbindende
Kurve gegeben ist, hat das Integral gar keinen bestimmten Wert. Erfolgt
z. B. der Ubergang von 1 zu 2 auf einer anderen Kurve §, so fillt das
Integral ganz anders aus. Daher ist, wie man sagt, das Differential pdV
ein ,unvollstindiges* Differential. Mathematisch betrachtet riihrt dieser
Umstand daher, dafl p auler von V im allgemeinen noch von einer anderen
Variabeln, der Temperatur T, abhéngt, die sich auf dem Integrationswege
a in gewisser Weise mitindern wird. Solange nun « nicht gegeben ist, 148t
sich auch nichts {iber die Abhéngigkeit des T' von der Integrationsvariabeln
V aussagen, und die Integration liefert kein bestimmtes Resultat.

Die duflere Arbeit A hat in der Fig. 2 eine sehr anschauliche Bedeutung.
Sie ist offenbar gleich dem negativ genommenen Flicheninhalt der ebenen
Figur, welche durch die Kurve «, die Abszissenachse und die Ordinaten
in den Punkten 1 und 2 begrenzt wird. Auch hieraus erkennt man,
daBl der Wert von A wesentlich durch den Verlauf der Kurve « bedingt
ist. Nur fiir unendlich kleine Zustandsdnderungen, d. h. wenn die Punkte
1 und 2 einander unendlich nahe liegen und somit « auf ein Kurvenelement
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Fig. 2.

zusammenschrumpft, ist A durch den Anfangs- und Endpunkt der Kurve
allein schon bestimmt.

§ 76. Die zweite der Messung zugéngliche Grofle ist die von auflen
zugefithrte Warme @, welche durch eine kalorimetrische Bestimmung
zundchst in Kalorien, und durch Multiplikation mit dem mechanischen
Wairmeédquivalent auch in mechanischen Einheiten ausgedriickt werden kann.
Fragen wir nun nach der theoretischen Bestimmung der zugeleiteten Warme Q.
Auch sie setzt sich, wie die duflere Arbeit A, durch algebraische Summation
zusammen aus den unendlich kleinen Wéarmemengen, welche wéhrend
der den einzelnen Kurvenelementen entsprechenden Elementarprozesse dem
Korper zugefithrt werden. Doch 148t sich eine solche Elementarwérme
nicht auf &dhnliche Weise wie die gleichzeitige Elementararbeit durch das
Produkt zweier unabhéngig voneinander meflbaren Faktoren ausdriicken.
Man kann zwar, um eine Analogie mit dem Ausdruck der Elementararbeit
—pdV zu schaffen, die Elementarwédrme etwa gleich dem Produkt der
unendlich kleinen durch sie bewirkten Temperaturerhéhung d7° und einer
im allgemeinen endlichen Gréfle C, der Warmekapazitét, setzen; aber dann
hat die Grofle C' im allgemeinen keine bestimmte Bedeutung. Denn sie
héngt nicht, wie der Faktor p in dem Ausdruck der Elementararbeit, allein
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von dem augenblicklichen Zustand der Substanz, also von der Lage des
betreffenden Kurvenpunktes ab, sondern zugleich auch von der Richtung des
Kurvenelements. Fiir eine isotherme Anderung ist C offenbar +o0, weil dann
dT =0, wiahrend die zugeleitete Warme positiv oder negativ sein kann. Fiir
eine ,adiabatische® Anderung ist C =0, weil dann die zugeleitete Wirme
gleich Null ist, widhrend die Temperatur sich beliebig dndern kann. C' kann
also, im Gegensatz zu p, fiir einen und denselben Punkt alle moglichen
Werte zwischen +oo und —oo haben (vgl. §47). Aus diesem Grunde ist die
durch die Zerlegung der zugeleiteten Wiarme in die beiden Faktoren d7' und
C gesuchte Analogie mit der d&ufleren Arbeit in einem wesentlichen Punkte
unvollstéindig, und fiihrt im allgemeinen Falle nicht zu einer Vereinfachung
des behandelten Problems. Ubrigens beschrénkt sich auch fiir die duBere
Arbeit die Zerlegbarkeit in die beiden Faktoren p und dV natiirlich auf
den speziellen hier betrachteten Fall umkehrbarer Prozesse, weil sonst der
auBlere Druck von p verschieden sein kann.

8§ 77. Wenn sich somit der Wert der zugeleiteten Wéarme @ im
allgemeinen nicht von vornherein bestimmen 1a8t, so gestattet andrerseits
die Gleichung (17) des ersten Hauptsatzes einige wichtige Schliisse auf diese
Grofe. Zunéchst ergibt sich aus ihr, wenn man den gefundenen Wert (20)
von A substituiert:

2
(21) Q:UQ—U1+/pdV.
1

Daraus erkennt man, dal der Wert von @ nicht allein durch die Punkte
1 und 2, sondern auch, ebenso wie A, durch den Verlauf der sie verbindenden
Kurve, o oder 3, bedingt wird. Mit diesem Satze ist die CARNOTsche
Theorie der Wirme unvereinbar, was schon oben (§§51, 52) ausfiihrlich
dargelegt wurde.

§ 78. Vollstindig berechnen 148t sich @ fiir den Fall, dafl die Substanz
schlieBllich wieder in ihren Anfangszustand 1 zuriickgebracht wird, also einen
KreisprozefS durchmacht. Dies kann z. B. dadurch geschehen, dal man sie
zuerst auf dem Wege « in den Zustand 2, und dann auf dem Wege 5 wieder
in den Zustand 1 iberfithrt. Dann ist, wie iiberhaupt bei Kreisprozessen,
nach (18), §65:

Q=-A

Die gesamte duflere Arbeit ist:

1
A:—/pdV,
1
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wobei das Integral {iber die geschlossene Kurve 1«2 31 zu erstrecken ist.
A stellt offenbar zugleich den Inhalt des von dieser Kurve umschlossenen
Flachenstiicks vor, positiv, wenn der Kreisprozefl in der durch den Pfeil
Fig. 2 angegebenen Richtung vor sich geht.

8 79. Im folgenden wollen wir uns ndher mit dem speziellen Fall
beschéftigen, dafl die fiir die Zustandsdnderung charakteristische Kurve «
in ein Element zusammenschrumpft und somit die Punkte 1 und 2 sich
unendlich nahe liegen. Dann erhélt A den Wert —pdV, die Energieinderung
den Wert dU, und infolgedessen die von aufien zugefithrte Wérme nach (21)
den Wert!

Q = dU + pdV.

Auf die Masseneinheit der Substanz bezogen lautet diese Gleichung
(22) q = du+ pdv,

wenn die Quotienten von @, U und V durch die Masse M mit den
entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnet werden. Fiir die folgenden
Rechnungen empfiehlt es sich ofter, die Temperatur T als unabhéingige

Nach Crausius’ Vorgang wird dieser Ausdruck gewohnlich, um seine unendliche
Kleinheit anzudeuten, mit d@ bezeichnet. Dies hat jedoch nicht selten zu dem
Mifiverstdndnis Anlafl gegeben, als ob die zugeleitete Wirme das Differential einer
bestimmten endlichen Gréfle @@ wire. Der hierdurch nahe gelegte Trugschlufl sei durch
folgende kleine Rechnung illustriert. Wahlt man 7" und V als unabhéngige Variable,

so ist U oU
4Q = dU + pav <8T>Vd *[(av)T“’]dV

Andrerseits ist:

Q 0Q
dQ =|—| dT — | dV.
2= (57), 7w (),
Folglich, da dT" und dV voneinander unabhingig sind:
0Q_ou oq_ou,
or —or " av _oav P

und daraus durch Differentiation der ersten Gleichung nach V', der zweiten nach T

*Q U 0 +@
aTrov — aTov ~— aTov o1’

0
also —51 =0, was sicher unrichtig ist.
Derartige Fehler sind ausgeschlossen, wenn wir bei der Bezeichnung im Text stehen
bleiben, in der Erwigung, dafl nicht jede unendlich kleine Gréfle die Differenz zweier
(nahezu gleicher) endlicher Groflen ist.
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Variable zu benutzen, entweder neben v oder neben p. Wir werden die
unabhéngigen Variabeln jedesmal im Interesse der moglichsten Einfachheit
wéhlen und iiberall da, wo Verwechslungen méglich sind, den Sinn der
Differentiation besonders markieren.

Nun wenden wir die letzte Gleichung auf die wichtigsten umkehrbaren
Vorgénge an.

§ 80. Wie schon wiederholt angefithrt wurde, kann man die spezifische
Wiérme einer Substanz in ganz verschiedener Weise definieren, je nach der
Art, in welcher man sich die Erwarmung vorgenommen denkt. In jedem
Falle hat man fiir die spezifische Wérme nach §46 und nach (22):

q du dv

Damit nun die Differentialquotienten einen bestimmten Sinn haben, ist noch

eine willkiirlich festzusetzende Bedingung erforderlich, welche die Richtung

der vorgenommenen Verdnderungen anzeigt. Natiirlich geniigt eine einzige

Bedingung, da der Zustand der Substanz nur von zwei Variabeln abhéngt.
§ 81. Erwiarmung bei konstantem Volumen. Hierfiir ist:

dv =0, C = ¢y,

die spezifische Warme bei konstantem Volumen. Also nach Gleichung (23)

oder auch:
ou Op
2 = — . —_— .
29) o= (3), (o7),
§ 82. Erwiarmung bei konstantem Druck. Hierfiir ist:
dp=0, c=cp,
die spezifische Wérme bei konstantem Druck. Also nach Gleichung (23):
ou ov
(26) Cp = <8T’)p +p (81_,>p

oder auch:

(27) cp = [(gg)erp] - <§;>p.
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Durch Substitution von:
(o), = (), * (&), ()
or),~\ar)," \av) \or ),
in (26) kann man ¢, auch in der Form schreiben:
S (00 () L] (0
v=\or),” [\av); P \oT),

oder mit Beriicksichtigung von (24)
((9’0)
or),

(28) Cp=Cy+ [(?;)T—i—p

§ 83. Die Vergleichung von (25) und (27) gestattet durch Elimination
von u eine direkte Priifung der Theorie an der Erfahrung. Es ist némlich

aus (25):
@)= (@),

vy _ (T
avp_cp(%pp'

Folglich durch Differentiation des ersten Ausdrucks nach v bei konstantem p
und des zweiten Ausdrucks nach p bei konstantem v und Gleichsetzung

beider Werte:
o (, 0T\ _ o ( or
v\ ""ap) op\ P o b

O*T  dcp T Ocy OT
(29) (Cp_cv)iapav_’_aip%_aaip_l

andrerseits aus (27)

oder:

Diese Gleichung enthélt nur Groflen, die der Beobachtung zugénglich
sind und liefert daher ein Mittel zur Priifung des ersten Hauptsatzes der
Waérmetheorie an einer beliebigen homogenen Substanz durch Messungen.

§ 84. Ideale Gase. Die obigen Gleichungen erfahren fiir ideale Gase
betrichtliche Vereinfachungen. Zunéchst ist hierfiir nach (14)

_RT

muv’

(30) p
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wobei R = 8,315-107 und m gleich dem (wirklichen oder mittleren)
Molekulargewicht des Gases. Daher wird:

m
r="
rPY

und die Gleichung (29) geht iiber in:

Jcp Ocy R
Cp*Cv‘Fpaip*U%:E.
Mehr 148t sich fiir ein ideales Gas, wenn nur das BOYLE-GAY LUSSAC-
AvoGAaDROsche Gesetz als giiltig vorausgesetzt wird, aus dem ersten
Hauptsatz allein nicht schlieflen.
§ 85. Nun wollen wir die weitere, durch die im §70 beschriebenen
Versuche von THOMSON und JOULE festgestellte Eigenschaft idealer Gase

benutzen, dafl ihre innere Energie nur von der Temperatur, nicht vom
Volumen abhéingt, also nach (19), auf die Masseneinheit bezogen:

ou
1 — ] =0.
(31 <3U>T ’
Dann geht die allgemeine Gleichung:
ou ou
du = <8T>vdT+ <8U>Tdv

fiir ein ideales Gas iiber in:

und nach (24):
(32) du = ¢, dT.

Ferner folgt dann aus (28):

v
Cp = Cy +p <811>
P

oder mit Beriicksichtigung von (30):

Cp:CU‘i‘Ea
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d. h. die Differenz der spezifischen Wéarmen eines idealen Gases bei
konstantem Druck und bei konstantem Volumen ist konstant. Bezieht
man die Wiarmekapazitdt nicht auf die Masseneinheit, sondern auf das
Molekulargewicht m des Gases (vgl. §48), so ist

(33) mep — mey = R,

also die Differenz sogar unabhéngig von der Natur des Gases.

§ 86. Bequem messen ldfit sich nur die spezifische Wirme bei
konstantem Druck, weil eine in einem geschlossenen Gefafl von konstantem
Volumen gehaltene Gasmenge eine zu kleine Warmekapazitdt besitzt, um
gegeniiber den &ufleren Korpern, zunéchst den GefaBwénden, hinldnglich
betréchtliche thermische Wirkungen hervorzubringen. Da nun ¢, nach (24)
ebenso wie u nur von der Temperatur, nicht vom Volumen abhéngt, so folgt
aus (33) dasselbe fiir ¢p. Dieser SchluB ist zuerst durch die Messungen von
REGNAULT bestiétigt worden, welcher {iberdies fand, dafl ¢, auch innerhalb
eines ziemlich weiten Temperaturintervalls konstant ist. Nach (33) ist also
auch ¢, in demselben Bereich konstant. Wir diirfen und wollen daher ganz
allgemein die Definition des idealen Gaszustandes dahin ergénzen, daf3
cp und ¢, vollsténdig unabhéngig sind von Temperatur und Volumen.

Wenn man die Molekularwérmen in Kalorien ausdriickt, so ist natiirlich
auch die Grofle R noch durch das mechanische Wérmeédquivalent a (§61) zu
dividieren, und man hat als Differenz der Molekularwédrme bei konstantem
Druck und der bei konstantem Volumen:

R 8,315-107

(34) a  4,19-107

=1, 985.

§ 87. Folgende Tabelle enthilt fiir einige Gase die direkt gemessene
spezifische Warme und die Molekularwérme bei konstantem Druck, sowie die
aus Gleichung (33) durch Subtraktion von 1,985 berechnete Molekularwérme

bei konstantem Volumen, endlich das Verhéltnis beider Gréfen: P _ .

Cy
PR % 1 | % -
<] ]
<2 g g = S8 E | 82 . 8| Verhaltnis
& o () = © 5 oA 5 o B2 B
E 2. &g i ) 4 g = _ G
SEg | 2F | 224 2EEZ =
< A s B : Cy
f25 | 2% | 285 |25 ¢
= ¥/
Wasserstoff 3,410 2,016 6,87 4,88 1,41
Sauerstoff 0,220 32 7,04 5,05 1,40
Stickstoff 0,2438 28 6,83 4,85 1,41
Luft 0,2404 28,9 6,95 4,96 1,40
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Bei bedeutender Temperatursteigerung nimmt die spezifische Wéarme
aller dieser Gase langsam zu. Innerhalb des Temperaturbereichs, in welchem
die spezifische Warme konstant ist, 14t sich die Gleichung (32) integrieren
und liefert:

(35) u = ¢, T + konst.,

wobei die Integrationskonstante von der Wahl des Nullzustandes fiir die
Energie abhéngt. Fiir den idealen Gaszustand ist nach unserer in §86
getroffenen Festsetzung ¢, und ¢, durchaus konstant und daher die letzte
Gleichung allgemein giiltig.
§ 88. Adiabatischer Vorgang. Hierfiir ist charakteristisch ¢ = 0, und
nach Gleichung (22):
0=du+ pdv.

Setzen wir wieder ein ideales Gas voraus, so ergibt die Einsetzung der

Werte von du aus (32) und von p aus (30):

(36) O:cvdT—i—Ezdv

m v

oder integriert:

R
cylog T + - log v = konst.

Ersetzt man hierin kil nach (33) durch ¢, — ¢, und dividiert durch ¢,, so
m

kommt:

(37) logT + (v — 1) logv = konst.
(d. h. bei adiabatischer Ausdehnung sinkt die Temperatur)

oder, wenn man bedenkt, daB nach der Zustandsgleichung (30):
logp + logv — log T = konst.
mit Elimination von wv:

—~logT + (v — 1) log p = konst.
(d. h. bei adiabatischer Druckvermehrung steigt die Temperatur)

oder mit Elimination von T:

log p + vlog v = konst.
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Die Werte der Integrationskonstanten ergeben sich aus dem Anfangszustand
des Prozesses.
Vergleicht man die letzte Gleichung in der Form:

(38) p-v7 = konst.

mit dem BoOYLEschen Gesetz: pv = konst., so erkennt man, dafl bei
adiabatischer Kompression das Volumen langsamer mit wachsendem Druck
abnimmt als bei isothermer Kompression, entsprechend der gleichzeitig
eintretenden Temperaturerhchung. Die adiabatischen Kurven in der pv-Ebene
(§22) verlaufen daher steiler als die hyperbelférmigen Isothermen.

§ 89. Die adiabatischen Vorgédnge konnen in verschiedener Weise zur
Messung des Verhiéltnisses v der spezifischen Wéarmen benutzt werden und
liefern durch die Ubereinstimmung der Resultate mit dem oben aus dem
mechanischen Wéarmeédquivalent berechneten Werte von + eine wichtige
Bestédtigung der Theorie.

So kann z. B. die Messung der Schallgeschwindigkeit in einem Gase zur
Berechnung von ~ benutzt werden. Wie in der Hydrodynamik gezeigt wird,
ist dieselbe in irgendeiner Fliissigkeit: \/CTi, wenn k _ ! die Dichte der

v
Fliissigkeit bedeutet. Da nun wegen der geringen Warmeleitungsfahigkeit

der Gase die mit einer Schallbewegung verbundenen Kompressionen und
Dilatationen nicht isotherm, sondern adiabatisch erfolgen, so hingt bei einem
idealen Gase der Druck p von der Dichte k nicht nach dem BoOYLEschen
Gesetz pv = konst., sondern nach der Gleichung (38) ab; also:

p

ol konst.,
woraus durch Differentiation:
dp _ p -
ak kP
oder nach (30)
dp R m dp

=T VT RT Ak
Nun betriagt z. B. in atmosphérischer Luft bei 0° die Schallgeschwindigkeit:

% = 33170%, also ist fiir Luft mit Hilfe der Zahlenwerte fiir m (§41),

R (§84) und T nach der letzten Gleichung:

28,9 331702
8,315-107 273

v = = 1, 40,
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in Ubereinstimmung mit dem in §87 berechneten Wert. Natiirlich kann
man auch umgekehrt den aus der Schallgeschwindigkeit berechneten Wert

C . .
von v = -2 dazu benutzen, um ¢, in Kalorien und dann aus (33) das

C

mechanische Wiérmeédquivalent zu berechnen. Dieser Weg ist zur erstmaligen
ziffernméfBiigen Auswertung des Warmedquivalents eingeschlagen worden von
ROBERT MAYER im Jahre 1842. Allerdings gehort wesentlich dazu die in
Gleichung (31) ausgedriickte Voraussetzung, dafl die innere Energie der
Luft nur von der Temperatur abhéngt, oder mit anderen Worten, dafl
die Differenz der spezifischen Warmen bei konstantem Druck und bei
konstantem Volumen lediglich durch die &uflere Arbeit bedingt ist — ein
Satz, der erst seit den §70 beschriebenen Versuchen von THOMSON und
JOULE als direkt bewiesen angesehen werden darf.

8 90. Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung eines zusammengesetzteren
Prozesses, und zwar eines umkehrbaren Kreisprozesses von besonderer Art, der
wegen seiner Bedeutung fiir die Technik in der Entwicklung der Thermodynamik
eine wichtige Rolle gespielt hat: des sogenannten CARNOTschen Kreisprozesses,
um auch auf ihn den ersten Hauptsatz im einzelnen anzuwenden.

Von einem gewissen Anfangszustand, welcher durch die Werte 77 und v
charakterisiert sein moge, ausgehend, werde die Substanz von der Masse 1
erstens adiabatisch komprimiert, bis die Temperatur auf Ty > T gestiegen
und das Volumen auf vy < v; vermindert ist (Fig. 3). Hierauf lasse man
zweitens die Substanz sich wieder ausdehnen, aber nun isotherm, indem sie
in Verbindung mit einem Warmebehélter von der konstanten Temperatur T3
gehalten wird, welcher die Ausdehnungswirme Qo hergibt; dabei moge
das Volumen bis v} wachsen. Drittens werde die Substanz noch weiter
ausgedehnt, und zwar jetzt adiabatisch, so lange, bis die Temperatur
wieder auf 77 gesunken ist; dann habe das Volumen bis v] zugenommen.
Endlich viertens werde auch das Volumen durch isotherme Kompression
mit Benutzung eines Wiarmebehélters von der konstanten Temperatur 77,
welcher die Kompressionswérme aufnimmt, wieder auf den Anfangswert vy
zuriickgebracht, — alles auf umkehrbarem Wege, wie es §71ff. beschrieben
wurde.

Nach dem ersten Hauptsatz ist fiir diesen Kreisprozefi (§65) die
Summe der dem System von auflen zugefithrten Warme und der von auflen
aufgewendeten Arbeit:

(39) QR+A=0.
Die der Substanz im ganzen zugefithrte Wéarme betrédgt hier:

(40) Q = Ql + QQa
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v

Fig. 3.

wobei @1 und @9 die von den beiden Wéarmebehéltern abgegebenen
Wiérmemengen bezeichnen (@7 ist hier negativ). Die duflere Arbeit A 148t
sich aus der adiabatischen und aus der isothermen Kompressibilitdt der
angewandten Substanz berechnen: dieselbe betrégt nach (20):

v2Th vyTy v Ty v1Ty
A=— / pdv — / pdv — / pdv — / pdv,
v1Th voTo vh Ty T

wobei die erste und die dritte Integration auf adiabatischem Wege, die
zweite und die vierte auf isothermem Wege zu erfolgen hat.

Setzen wir von nun an ein ideales Gas voraus, so lassen sich die vier
Integrale leicht berechnen. Es wird némlich durch Beriicksichtigung von

(30) und (36):

Ts

g T vy
(41) A:/cvdT—R/Tde—i-/cvdT—R/Tldv.
m v m v
v2 15 V]

T
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Die Arbeit bei der adiabatischen Kompression im ersten Teil des Prozesses
ist also gerade gleich und entgegengesetzt der Arbeit bei der adiabatischen
Ausdehnung im dritten Teil des Prozesses und hebt sich mit dieser fort.
Es bleiben {ibrig die isothermen Arbeiten:

R /
A=—— <Tzlogv2+Tllogv,1>.
m 9 V]
Nun ist aber der Zustand wvsTh aus dem Zustand v17; durch einen
adiabatischen Vorgang entstanden, also ist nach (37):

logTh + (v — 1) logwvy =log T + (v — 1) log vy

und ebenso ist fiir den anderen adiabatischen Vorgang, der von v4Th bis v| Ty
fiihrt:
log Ty + (v — 1) logvh = log T} + (v — 1) log v}.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar:
vy _ Y
vy vy

und daher:

/

A= —E(Tg - Tl)logﬂ.
m U1

/ !/
Da in unserem Falle 7o > T} und % = Z—; > 1, so ist hier die gesamte
von aufen auf das Gas ausgeiibte Arbeit A negativ, d.h. es ist duflere
Arbeit im ganzen nicht aufgewendet, sondern gewonnen worden. Dagegen

ist infolge von (39) und (40)

(42) Q=Q1+Q2=-4

positiv, d. h. der Warmebehélter von der Temperatur 7o hat mehr Warme
abgegeben, als der Wéarmebehélter von der Temperatur 77 aufgenommen
hat.

Der Wert von A in die letzte Gleichung eingesetzt ergibt:

/

E(Tg —T1)log A,
m U1

(43) Q=Q1+Q2=

Die Richtigkeit dieser Gleichung ergibt sich auch aus der direkten
Berechnung der Groflen @Qqp und Qo einzeln. Wahrend némlich der
Warmebehélter T in Funktion ist, dehnt sich das Gas isotherm aus, seine
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Energie bleibt also ungeéindert, und die von auflen zugefithrte Warme ist der
auBeren Arbeit gleich und entgegengesetzt. Daher hat man durch Vergleich
mit dem zweiten Integral in (41):

R 5 R /
Q2= —15 logv—2 = —Tylog |
m voa  m U1

und ebenso durch Vergleich mit dem vierten Integral in (41):

R v R vt
Q1= —Tilog— = ——T1log -1,
m v} m V1
in Ubereinstimmung mit der Gleichung (43).
Es besteht also zwischen den Groflen Q1, Q2, A aufler der Relation (42)
noch die andere:

(44) Qr:Q2: A= (-T1):Tp: (T — To).

§ 91. Der soeben besprochene CARNOTsche Kreisprozefl, beliebig oft
wiederholt, bildet den Typus einer periodisch wirkenden Maschine, durch
welche fortwidhrend Warme in Arbeit verwandelt wird. Um dies im einzelnen
iibersehen zu koénnen, wollen wir nun genauer das Resultat aller Wirkungen
ins Auge fassen, welche bei der Ausfiihrung eines solchen Kreisprozesses in
der Natur auftreten. Zu dem Zweck vergleichen wir den durch den Prozef3
schlieBlich hervorgerufenen Zustand mit dem am Anfang des Prozesses
herrschenden Zustand. Das Gas selbst ist durch den Prozefl schliellich
gar nicht verdndert worden, es hat gewissermaflen nur als Zwischentrager
gedient, um anderweitige Anderungen zu vermitteln, wir kénnen dasselbe
also bei der Vergleichung des Endzustandes mit dem Anfangszustand ganz
aufler Betracht lassen. Dagegen haben die beiden Wiarmebehélter ihren
Zustand geéndert, und auflerdem ist eine gewisse positive duflere Arbeit
A" = —A gewonnen worden, d. h. es befinden sich am Schlufl des Prozesses
etwa gewisse Gewichte, die bei der Kompression und bei der Ausdehnung
verwendet wurden, auf einer gréfleren Hohe als am Anfang, oder es ist
eine elastische Feder, die zu dem gleichen Zweck diente, am Schlufl stéarker
gespannt als sie es am Anfang war. Andrerseits hat der Warmebehélter T
die Wéarmemenge Q9 abgegeben, der kiltere Warmebehélter T; die kleinere
Wirmemenge Q) = —Q; empfangen, und die verschwundene Wirme ist
aquivalent der gewonnenen Arbeit. Man kann das kurz so ausdriicken,
da man sagt: Die Wérmemenge @2 von der Temperatur T, ist zum
einen Teil (Q)) zur tieferen Temperatur T {ibergegangen, zum andern Teil
(Q2— Q) = Q2+ Q1) in Arbeit verwandelt worden. Man hat also in dem
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CARrNOTschen Kreisprozef, ausgefithrt mit einem idealen Gase, ein Mittel,
um einem Korper Warme zu entziehen und dafiir Arbeit zu gewinnen,
ohne dafl irgendeine andere Verdnderung in der Natur zuriickbleibt, als daf3
auflerdem eine gewisse andere Wirmemenge aus einem Korper von hoherer
Temperatur zu einem Koérper von tieferer Temperatur iibergeht.

Da der beschriebene Prozel aber umkehrbar ist, so kann man ihn
auch in der Weise realisieren, daf§ bei unverdnderten Temperaturen und
Volumina die Groflen @1, Q2, A ihr Vorzeichen #ndern. Dann ist @y
und A positiv, Q2 = —Q% negativ, d. h. der wérmere Behilter T, empfiangt
die Warme @Y, und zwar zum Teil (Q) aus dem kilteren Behélter 77,
zum Teil aus aufgewendeter Arbeit (A). Man hat also in dem umgekehrt
ausgefithrten CARNOTschen Prozefl ein Mittel, um Wiarme aus einem
kélteren in einen wérmeren Korper zu schaffen, ohne daf§ irgendeine andere
Veréinderung in der Natur zuriickbleibt, als dafl auflerdem eine gewisse
Arbeit in Wérme verwandelt wird. Wir werden spéter sehen, dafi fiir
den FErfolg des CARNOTschen umkehrbaren Kreisprozesses die Natur des
Zwischentrédgers prinzipiell unwesentlich ist, dafl also ein ideales Gas darin
von keiner anderen Substanz iibertroffen oder unterboten wird (vgl. §137).

Drittes Kapitel. Anwendungen auf nichthomogene Systeme.

§ 92. Ein grofler Teil der im vorigen Kapitel besprochenen Sétze
ist ohne weiteres auch auf den Fall anwendbar, dafl die dort behandelte
Substanz im Innern nicht vollstdndig homogen ist, und insofern kann
fiir eine Reihe von allgemeinen Fragen auf die dortigen Ausfithrungen
verwiesen werden. Hier werden vorwiegend nur diejenigen Erscheinungen
Gegenstand der Untersuchung sein, welche fiir die Inhomogenitdt eines
Systems charakteristisch sind.

Wir betrachten im folgenden ein System, welches aus einer Anzahl
nebeneinander gelagerter, durch bestimmte Trennungsflichen geschiedener
homogener (§67) Korper zusammengesetzt ist. Ein solches System kann
chemisch homogen sein oder nicht. Den ersten Fall haben wir unter
Umstédnden bei einer Fliissigkeit in Beriihrung mit ihrem Dampf, insofern die
Fliissigkeit aus ebensolchen Molekiilen bestehen kann wie der Dampf. Den
zweiten Fall haben wir immer dann, wenn eine Substanz mit einer chemisch
differenten in Beriihrung ist. Ob ein System physikalisch homogen ist oder
nicht, 148t sich durch Aufsuchung etwaiger Trennungsflachen innerhalb des
Systems auf optischem Wege, eventuell auch durch andere Mittel, z. B. bei
Emulsionen durch Messung der Dampfspannung oder des Gefrierpunktes
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(§223), in den meisten Féllen zu unzweifelhafter Entscheidung bringen, viel
schwieriger ist héufig die Beantwortung der Frage, ob ein System chemisch
homogen ist, d. h. aus lauter gleichartigen Molekiilen besteht. Daher legen
wir auch die erstere und nicht die letztere Einteilung unserer Untersuchung
zugrunde.

§ 93. Ein Charakteristikum der Vorginge in nichthomogenen Sy-
stemen sind die im allgemeinen betréachtlichen dabei eintretenden Tem-
peraturidnderungen, z.B. beim Verdampfen oder beim Oxydieren. Die
Aufrechterhaltung der Anfangstemperatur und des Anfangsdrucks erfordert
dann einen betrichtlichen Warmeaustausch mit der Umgebung und eine
entsprechende duflere Arbeit. Ersterer ist aber in der Regel viel bedeutender
als letztere, die bei den meisten chemischen Vorgéngen ganz vernachléssigt
werden kann. Daher mifit man in der Thermochemie die &ufleren Wirkungen:

(45) Q+A=U—-U;

gewohnlich in Kalorien (kalorisches Aquivalent der #uBeren Wirkungen).
Die &uflere Arbeit A erscheint darin nur als ein untergeordnetes Glied.
Da ferner die meisten chemischen Vorgéinge mit Temperaturerhohung, also,
wenn die Anfangstemperatur wiederhergestellt wird, mit Wérmeabgabe
nach auflen verlaufen (exothermische Vorgénge), so bezeichnet man in der
Thermochemie die behufs Wiederherstellung der Anfangstemperatur nach
auflen abzugebende Wirmemenge als , positive Warmetonung des Prozesses.
In unseren Rechnungen werden wir daher fiir einen Prozeff mit positiver
Wirmetonung (z. B. Verbrennung) die von auflen zugefiihrte Wérme Q
negativ, fiir einen mit negativer Warmetonung (Verdampfung, Schmelzung,
Dissoziation) diese Warme @ positiv zu nehmen haben.

§ 94. Um die Gleichung (45) thermochemisch zu verwerten, ist es
zweckméflig, zur Bezeichnung der Energie U eines Systems in einem
bestimmten Zustand ein Symbol zu benutzen, welches die chemische Natur
des Systems unmittelbar erkennen 148t. Ein solches Symbol hat J. THOMSEN
angegeben, indem er die Formel fiir das Atomgewicht oder Molekulargewicht
einer Substanz in Klammern setzt und dadurch die Energie der entsprechenden
Gewichtsmenge der Substanz, bezogen auf einen beliebigen Nullzustand,
ausdriickt. Durch W. OSTWALD ist dann diese Bezeichnung zur allgemeineren
Benutzung gelangt. So bezeichnen [Pb], [S], [PbS] die Energien eines Atoms
Blei, Schwefel und eines Molekiils Schwefelblei. Um nun auszudriicken,
dafl die Bildung eines Molekiils Schwefelblei aus einem Atom Blei und
einem Atom Schwefel mit einer Warmeténung von 18400 cal verbunden ist,
wihrend dagegen die duflere Arbeit zu vernachldssigen ist (§98), hat man
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zu setzen:

=0, Q = —18400 cal
und die Gleichung (45) wird:
—18400 cal = [PbS] — [Pb] — [9]
oder in der iiblichen Schreibweise:
[Pb] + [S] — [PbS] = 18400 cal,

d. h. die Energie von Blei und Schwefel in getrenntem Zustand ist um 18400 cal
grofler als im chemisch verbundenen Zustand bei gleicher Temperatur. Durch
die Benutzung der Formeln fiir das Verbindungsgewicht hat man zugleich
auch eine Kontrolle dafiir, dafl die beiden verglichenen Energien sich auf das
ndmliche materielle System bezichen. Einfacher noch wiirde die Gleichung
lauten, wenn man den getrennten Zustand der Elemente Pb und S zum
Nullzustand wihlt. Denn dann wird (§64) [Pb] =0 und [S] =0 und man
hat kiirzer:
[PbS| = —18400 cal.

8 95. Zur genauen Definition des Zustandes einer Substanz, und damit
ihrer Energie, ist aber aufler der chemischen Natur und der Gewichtsmenge
zundchst noch die Angabe der Temperatur und des Druckes erforderlich.
Erstere wird, falls keine besondere Bemerkung dariiber gemacht ist, wie auch
schon in dem obigen Beispiel geschehen, als die mittlere Zimmertemperatur,
also etwa 18° C., angenommen. Ebenso wird der Druck als Atmosphéarendruck
vorausgesetzt; derselbe hat {ibrigens, bei gegebener Temperatur, nur wenig
Einflu auf die Energie, bei idealen Gasen iiberhaupt keinen [Gleichung (35)].

Ferner bedarf es noch der Angabe des Aggregatzustandes. Man kann
denselben, falls Verwechslungen zu befiirchten sind, dadurch bezeichnen,
dafl man fiir den festen Zustand eckige Klammern wie oben, fiir den
fliilssigen runde, und fiir den gasformigen geschweifte Klammern anwendet.
So bedeutet [H,O], (H,0), {H,O} die Energie eines Molekiils Wasser als
Eis, als Fliissigkeit, und als Dampf. Daher ist fiir das Schmelzen bei 0°:

(Hy0) — [HyO] = 80 x 18 = 1440 cal.

Endlich ist es manchmal wiinschenswert, z. B. bei fester Kohle, Schwefel,
Arsen, oder bei isomeren Verbindungen, auch noch eine Angabe iiber die
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spezielle Modifikation der Substanz hinzuzufiigen. Das kann jedesmal in
besonderer Weise geschehen.

Mit diesen Symbolen 148t sich nun wie mit bestimmten Gréflen rechnen,
und dadurch manche Betrachtung wesentlich abkiirzen, die sonst nur durch
mehr oder minder verwickelte Uberlegungen durchzufiihren wire. Vgl. hierzu
die Beispiele weiter unten.

§ 96. Zur Bezeichnung der Energie einer Losung oder Mischung
mehrerer Verbindungen kann man die Formeln fiir die Molekulargewichte
mit den entsprechenden Molekiilzahlen direkt nebeneinander schreiben. So
bedeutet:

(H,SO,) + 5(H,0) — (H,SO, - 5H,0) = 13100 cal,

daBl beim Auflosen eines Molekiils Schwefelsdurehydrat in 5 Molekiilen
Wasser die Wéarme 13100 cal frei wird. Ahnlich gibt die Gleichung:

die Warmetonung beim Auflésen in 10 Molekiilen Wasser. Durch Subtraktion
der beiden Gleichungen erhilt man daraus:

(H,SO, - 5H,0) + 5(H,0) — (H,SO, - 10H,0) = 2000 cal,

d. h. die Verdiinnung einer Losung von 1 Molekiil Schwefelsdurehydrat
in 5 Molekiilen Wasser mit weiteren 5 Molekiilen Wasser ergibt eine
Wérmetonung von 2000 cal.

8 97. Erfahrungsgeméf ruft bei sehr verdiinnten Losungen eine weitere
Verdiinnung keine merkliche Warmeténung mehr hervor. Daher ist es zur
Bezeichnung der Energie einer sehr verdiinnten Losung héufig gar nicht
notig, die Zahl der Molekiile des Losungsmittels besonders anzugeben, und
man schreibt kurz:

(HySO,) + (aq) — (HyS0,aq) = 17900 cal,

um die Warmetonung auszudriicken, welche bei unendlicher Verdiinnung
eines Molekiils Schwefelsdurehydrat mit Wasser auftritt. Hierbei bedeutet
das Zeichen aq jede beliebige Wassermenge, die zur praktischen Herstellung
einer unendlich verdiinnten Losung geniigt.

§ 98. Das kalorische Aquivalent der duBeren Arbeit A (§93) ist bei
chemischen Prozessen, in denen nur feste und fliissige Korper vorkommen,
wegen der geringen Volumverdnderungen gegen die Wiarmetonung in der
Regel zu vernachlédssigen. Dann ergibt also die Wérmetonung allein die
Energieinderung des Systems:

Uy —-U; =Q
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und ist infolgedessen nur vom Anfangs- und Endzustand, nicht aber von
dem sonstigen Verlauf des Prozesses abhéngig. Anders ist es im allgemeinen,
wenn gasformige Korper an der Reaktion beteiligt sind. Nur bei den
Verbrennungsprozessen in der , kalorimetrischen Bombe®, welche durch die
Forschungen besonders von BERTHELOT und von STOHMANN weitgehende
Anwendungen erfahren hat, bleibt das Volumen konstant und daher die
auflere Arbeit = 0. Auch hier entspricht also die gemessene Wéarmeténung
direkt der eingetretenen Energiedifferenz. Aber in anderen Féllen kann bei
der Mitwirkung von Gasen die duflere Arbeit A einen merklichen Betrag
annehmen; derselbe ist wesentlich auch durch den Verlauf des Prozesses
bedingt. So kann man z. B. ein Gas sich ausdehnen lassen mit einer dufleren
Arbeitsleistung, die innerhalb gewisser Grenzen jeden beliebigen Wert, bis
Null herab, haben kann. Da nun die Energiedifferenz Uy — U; nur vom
Anfangszustand und vom Endzustand des Systems abhéngt, so bedingt eine
groBere Arbeit, die das System bei Uberwindung der duferen Kriifte leistet,
immer eine geringere Warmetonung des Prozesses und umgekehrt, und um
letztere zu finden, mufl man aufler den Energien auch noch die &uflere
Arbeit kennen. Hierzu bedarf es also der Angabe der dufleren Bedingungen,
unter denen der Prozefl verlduft.

§ 99. Unter allen dufleren Bedingungen, die einen chemischen Prozef3
begleiten koénnen, ist die praktisch wichtigste diejenige, dal der Druck
konstant bleibt: p = pg (gewdhnlich eine Atmosphére). Dann ist die von
auBen her aufgewendete Arbeit A nach Gleichung (20)

9
(46) A=— /po dV = po(V1 — Vo),
1

also gleich dem Produkt des Druckes und der Volumenabnahme des Systems.
Dies gibt nach (45):

(47) Uz = U1 =Q +po(V1 — Va).

Die Volumenabnahme V; — V5 des Systems kann man aber in der Regel,
unter Vernachlissigung der Volumenédnderungen fester und fliissiger Koérper,

gleich setzen der Volumenabnahme der gasférmigen Teile des Systems; also
nach (16):

T
Vi — Vo = R—(n1 —ng),
Po

wobei n1 und ny die Anzahl der gasférmigen Molekiile des Systems vor und
nach der Reaktion bedeuten. Daraus ergibt sich das kalorische Aquivalent
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der auferen Arbeit bei konstantem Druck nach (46) und (34)

A_pWi=Ve) Ry ) —1,085-T- (ny —ny) cal
a a a

und die Warmetonung eines Prozesses bei konstantem Druck:
(48) —Q=U; —Uy+1,985-T - (nq — ng) cal.

Wenn z. B. ein Molekulargewicht Wasserstoff und ein halbes Molekular-
gewicht Sauerstoff, beide von 18°, sich bei konstantem Druck zu fliissigem
Wasser von 18° verbinden, so ist zu setzen:

Up = {Hy} + 3{ 0y}
U = (HQO)
, ng = 0, T = 291,

[V

ny =
also die Verbrennungswérme nach (48):
~Q = {H,} +1{0,} — (H,0) + 860 cal,

um 860 cal groBer, als der Abnahme der Energie, d. h. der Verbrennung
ohne &uflere Arbeitsleistung entspricht.
§ 100. Schreibt man die Gleichung (47) in der Form:

(U+poV)o—(U+pV) =Q,

so erkennt man, dafl bei Prozessen, die unter konstantem Druck py verlaufen,
die Warmetonung nur abhéngt vom Anfangszustand und vom Endzustand,
ebenso wie das beim génzlichen Fortfall der dufleren Arbeit zutrifft. Aber
hier ist die Warmetonung nicht gleich der Differenz der Energien U, sondern
gleich der Differenz der Werte, welche die Grofe

(49) U+pV =W

am Anfang und am Ende des Prozesses besitzt. Diese Grofle W hat GIBBS
daher die ,,Warmefunktion bei konstantem Druck” genannt, sie spielt fiir die
Wirmetonung bei isobaren Prozessen ganz dieselbe Rolle, wie die Energie U
fiir die Warmetonung bei isochoren Prozessen.

Wenn es sich also um Prozesse bei konstantem Druck handelt, so ist
es zweckméBig, die Symbole {H,}, (H,O) usw. ein fiir allemal nicht auf die
Energie U, sondern auf die Warmefunktion W zu beziehen, deren Differenz
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dann immer direkt die Warmetonung ergibt. Diese Bezeichnung werden wir
daher auch im folgenden anwenden.

§ 101. Um die Wiarmetonung irgendeines unter konstantem Druck
verlaufenden chemischen Prozesses zu berechnen, geniigt es also, die
Wirmefunktion W des an dem Prozel beteiligten materiellen Systems
im Anfangszustand und im Endzustand des Prozesses zu kennen. Daher
kommt die allgemeine Losung dieser Aufgabe im wesentlichen darauf
hinaus, die Wéarmefunktionen aller moéglichen materiellen Systeme in allen
moglichen Zustéinden zu finden. Sehr héufig bieten sich zur Berechnung
der Wirmefunktion verschiedene Wege der Uberfilhrung aus dem einen
Zustand in den andern dar, die dann entweder zur Priifung der Theorie
oder zur Kontrolle der Genauigkeit der Messungen dienen koénnen. So fand
J. THOMSEN als Neutralisationswérme einer Losung von doppeltkohlensaurem
Natron mit Natronlauge:

(NaHCO4 aq) + (NaHO aq) — (Na,CO4 aq) = 9200 cal.
Dagegen als Neutralisationswiarme einer Kohlensdurelosung:
(COyaq) +2(NaHO aq) — (Na,CO5 aq) = 20200 cal.
Die Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt:
(CO4aq) + (NaHO aq) — (NaHCO4 aq) = 11000 cal.

Das ist die Wéarmeténung, welche der Verbindung von Kohlensdure und
Natronlauge zu doppeltkohlensaurem Natron entspricht, und die durch eine
Messung von BERTHELOT direkt konstatiert wurde.

§ 102. Oft ist von zwei verschiedenen Wegen der Uberfithrung der
eine zur kalorimetrischen Verwertung besser geeignet als der andere. So 148t
sich die Warmeentwicklung bei der Zersetzung von Wasserstoffsuperoxyd in
Wasser und Sauerstoff nicht gut direkt messen. THOMSEN oxydierte daher
eine salzsaure Losung von Zinnchloriir einmal mit Wasserstoffsuperoxyd:

(SnCl, - 2HClaq) 4 (H,0, aq) — (SnCl, aq) = 88800 cal
einmal mit Sauerstoffgas:
(SnCl, - 2HClaqg) + +{ 0y} — (SnCl, aq) = 65700 cal.
Die Differenz ergibt:

(H,0, aq) — +{0,} — (aq) = 23100 cal
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als Warmetonung bei der Zersetzung von gelostem Wasserstoffsuperoxyd in
gasformigen Sauerstoff und Wasser.

§ 103. Die Bildungswérme des Kohlenoxydgases aus fester Kohle und
Sauerstoff 148t sich deshalb nicht direkt bestimmen, weil Kohle niemals ganz
zu Kohlenoxyd, sondern immer zum Teil auch zu Kohlendioxyd verbrennt.
Daher bestimmten FAVRE und SILBERMANN erstens die Warmeténung bei
vollstdndiger Verbrennung der Holzkohle:

[C] + {0y} — {CO4} = 97000 cal,
zweitens die Warmetonung bei Verbrennung von Kohlenoxyd zu Kohlendioxyd:
{CO} + 1{0,} — {CO,} = 68000 cal.
Daraus durch Subtraktion:
[C] + ${0y} — {CO} = 29000 cal,

die gesuchte Bildungswédrme des Kohlenoxydgases.

§ 104. Hiernach fiithrt die Anwendung der Theorie auch dazu,
Waérmetonungen von Prozessen zu berechnen, die gar nicht direkt ausfiithrbar
sind. Denn sobald die Warmefunktion eines Systems auf irgendeinem Wege
gefunden worden ist, kann man sie mit beliebigen anderen Wirmefunktionen
in Vergleich bringen.

Es handle sich z.B. darum, die Bildungswéirme von fliissigem
Schwefelkohlenstoff aus fester Kohle und festem Schwefel, die sich nicht
direkt verbinden, zu bestimmen. Hierzu kann man folgende mef3bare Vorgénge
benutzen:

Die Verbrennung von festem Schwefel zu gasformiger schwefliger Saure:

[S] 4+ {05} — {SO4} = 71100 cal.
Die Verbrennung von fester Kohle zu Kohlenséure:

Die Verbrennung von gasformigem Schwefelkohlenstoff zu Kohlensdure und
schwefliger Saure:

{CSy} +3{05} = {COy} —2{SO,} = 265100 cal.
Die Kondensation von Schwefelkohlenstoffdampf:

{CSy} — (CSy) = 6400 cal.
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Die Elimination aller iibrigen Groéflen auf rein rechnerischem Wege ergibt
die gesuchte Bildungswéarme:

[C] +2[8] — (CS,) = —19500 cal,

also negativ.

Es ist die wichtigste Methode der organischen Thermochemie, die
Bildungswérme einer Verbindung aus ihren Bestandteilen dadurch zu
bestimmen, dafl man einmal die Verbindung, das andere Mal deren
Bestandteile verbrennt.

Methylwasserstoff (Grubengas) liefert bei vollstindiger Verbrennung zu
Kohlensdure und fliissigem Wasser:

Dagegen ist

(50) {H,} + ${0,} — (H,0) = 68400 cal.
[C] 4+ {05} — {COy} = 97000 cal.

Folglich, durch Elimination, die Bildungswérme von Methylwasserstoff aus
fester Kohle und Wasserstoffgas:

[C] +2{Hy} — {CH,} =21900 cal.

§ 105. Im allgemeinen wird die einer bestimmten, unter konstantem
Druck verlaufenden Umwandlung entsprechende duflere Wéarme @ von der
Temperatur abhéngen, bei der die Umwandlung sich vollzieht. Hierfiir liefert
der erste Hauptsatz der Warmetheorie folgende Beziehung:

Aus der Gleichung (49) folgt fiir irgendeine Temperatur 7

Wy — W1 =0,
fiir eine andere Temperatur 7”:
W - Wi =,
und durch Subtraktion:
Q' = Q= (W5 —Wa) — (W] — W),

d. h. die Differenz der Warmetonungen (Q — Q') ist gleich der Differenz der
Warmemengen, die zugefiithrt werden miissen, um das System einmal vor der
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Umwandlung (Zustand 1), das andere Mal nach vollendeter Umwandlung
(Zustand 2), von T auf T’ zu bringen.

Nehmen wir 77 — T unendlich klein, so erhalten wir hieraus fiir die
Abhéngigkeit der Warmeténung von der Temperatur:

dQ _ (dWN _ (dWN
B ()

wo Cp und Cy nach (49) und (26) die Warmekapazitdten vor und nach
der Umwandlung sind.

So findet man den EinfluB der Temperatur auf die Verbrennungswérme
des Wasserstoffs zu fliilssigem Wasser, wenn man die Wirmekapazitat des
Knallgases: H, + %02 vergleicht mit derjenigen des fliissigen Wassers: H,O.
Die erstere ist gleich der Molekularwédrme des Wasserstoffs + der halben
Molekularwérme des Sauerstoffs; also nach der Tabelle §87:

C1 = 6,87+ 3,52 = 10, 39,

die letztere ist
Oy =1x 18 = 18.

Daraus nach (50a):
dQ
o=
Da @ hier negativ ist, so nimmt die Verbrennungswérme eines Molekiils
Wasserstoff mit jedem Temperaturgrad um 7,6 cal ab.

7,6.



Dritter Abschnitt.

Der zweite Hauptsatz der
Waiarmetheorie.

Erstes Kapitel. Einleitung.

§ 106. Der zweite Hauptsatz der Warmetheorie hat einen von dem
ersten Hauptsatz wesentlich verschiedenen Inhalt, da er eine Frage behandelt,
die von diesem gar nicht beriihrt wird, ndmlich die Frage nach der Richtung
eines in der Natur eintretenden Prozesses. Nicht jede Verdnderung nimlich,
welche mit dem Prinzip der Erhaltung der Energie vertrdglich ist, geniigt
auch den weitergehenden Bedingungen, die der zweite Hauptsatz den in
der Natur wirklich vor sich gehenden Prozessen auferlegt; oder mit anderen
Worten: das Energieprinzip reicht noch keineswegs aus zur eindeutigen
Bestimmung der natiirlichen Vorgénge.

Wenn z. B. zwischen zwei Korpern von verschiedener Temperatur
Waérmeaustausch durch Leitung stattfindet, so verlangt der erste Hauptsatz
oder das Prinzip der Erhaltung der Energie nur, dafi die von dem einen
Korper abgegebene Warmemenge gleich ist der von dem anderen Korper
aufgenommenen Wérmemenge. Ob aber die Wérmeleitung in der Richtung
vom warmeren zum kélteren Korper erfolgt oder umgekehrt, daraus laft
sich aus dem Energieprinzip allein nicht das mindeste schlieBen. Uberhaupt
ist die Frage nach der Grofle der Temperatur dem Energieprinzip an sich
fremd, wie schon daraus hervorgeht, dafl man durch dieses Prinzip nicht
zu einer exakten Definition der Temperatur gefithrt wird.

Ganz ebenso enthélt die allgemeine Gleichung (17) des ersten Hauptsatzes
keine Aussage iiber die Richtung des betreffenden Vorgangs; z. B. die
Gleichung (50):

{Hy} + ${0,} — (H,0) = 68400 cal.

bedeutet nur, daff, wenn sich Wasserstoff und Sauerstoff bei konstantem
Druck zu fliilssigem Wasser verbinden, die Herstellung der anfénglichen
Temperatur eine bestimmte Wéarmeabgabe an die Umgebung erfordert,
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und umgekehrt, dafl diese Wéarme gebunden wird, wenn das Wasser sich
in Wasserstoff und Sauerstoff zersetzt; sie erteilt aber keinen Aufschlufl
dariiber, ob sich Knallgas wirklich zu Wasser verbindet, oder ob sich
Wasser in Knallgas zersetzt, oder ob der Prozefl {iberhaupt in irgendeiner
Richtung direkt vor sich gehen kann (vgl. §104). Vom Standpunkt des ersten
Hauptsatzes aus betrachtet erscheinen also Anfangszustand und Endzustand
eines jeden Prozesses als vollkommen gleichwertig.

§ 107. Es gibt allerdings einen singuldren Fall, wo das Energieprinzip
allein einem Prozesse eine ganz bestimmte Richtung vorschreibt; dieser
Fall tritt dann ein, wenn sich das betrachtete System in einem Zustand
befindet, fiir den eine der verschiedenen Energiearten ein absolutes Maximum
oder ein absolutes Minimum besitzt. Dann kann némlich eine Verdnderung
offenbar nur in dem Sinne erfolgen, dal die betreffende Energie abnimmt,
bez. zunimmt. Dieser singuldre Fall findet sich z. B. verwirklicht in der
Mechanik, wenn ein materielles System ruht, wenn also die kinetische
Energie ein absolutes Minimum ist: d. h. in einem ruhenden System ist
jede Verdnderung mit einer Zunahme der kinetischen, folglich, falls keine
Einwirkungen von auflen stattfinden, mit einer Abnahme der potentiellen
Energie verkniipft. Hieraus entspringt ein wichtiger Satz der Mechanik, der
die Richtung von selbst eintretender Bewegungen charakterisiert und dadurch
auch zur Fixierung der allgemeinen mechanischen Gleichgewichtsbedingung
fithrt. Denn wenn aufler der kinetischen auch die potentielle Energie ein
Minimum ist, so kann offenbar iiberhaupt keine Verdnderung eintreten, da
sich dann keine der beiden Energien auf Kosten der andern vergréfern
kann, und das System muf} in Ruhe bleiben.

Befindet sich z. B. eine schwere Fliissigkeit in zwei kommunizierenden
Rohren auf verschiedenen Niveauhthen im Ruhezustand, so mufl die
Bewegung in dem Sinne eintreten, daf§ das hohere Niveau sinkt, das tiefere
steigt, weil dabei der Schwerpunkt des Systems tiefer gelegt wird und
dadurch die potentielle Energie, deren Wert mit der Hohe des Schwerpunkts
wéchst, vermindert wird. Gleichgewicht ist dann vorhanden, wenn die Hohe
des Schwerpunkts und mit ihr die potentielle Energie ein Minimum ist, d. h.
wenn die Fliissigkeit in beiden Rohren gleich hoch steht. Sobald aber {iber
den Geschwindigkeitszustand der Fliissigkeit keine besondere Voraussetzung
eingefithrt wird, verliert jener Satz seine Giiltigkeit, die potentielle Energie
braucht nicht abzunehmen, und das héhere Niveau kann ebensogut steigen
wie sinken.

Wiirde man in der Wéarme auch einen Zustand minimaler Energie
kennen, so wiirde fiir diesen, aber auch nur fiir diesen singulédren
Zustand, ein &dhnlicher Satz gelten. Da jedoch in Wirklichkeit nicht
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einmal dieses zutrifft, so ist es aussichtslos, die allgemeinen Gesetze der
Richtung thermodynamischer Verdnderungen sowie des thermodynamischen
Gleichgewichts auf entsprechende Satze in der Mechanik, die nur fiir ruhende
Systeme gelten, zuriickfithren zu wollen.

§ 108. Obwohl aus diesen Darlegungen ersichtlich ist, dafl das
Energieprinzip im allgemeinen nicht dazu dienen kann, die Richtung
eines thermodynamischen Prozesses und damit auch die Bedingungen des
thermodynamischen Gleichgewichts zu bestimmen, so haben doch, wesentlich
im AnschluB an den im vorigen Paragraphen besprochenen Satz der
Mechanik, die Versuche lange fortgedauert, das Energieprinzip in der einen
oder anderen Weise zur Bestimmung der Richtung thermodynamischer
Vorgédnge nutzbar zu machen, und dadurch muflte der zweite Hauptsatz, der
seinerseits gerade diesem Zwecke dient, in manchen Darstellungen ein ganz
unklares Ansehen erhalten. Man suchte ihn gewissermafien als einen Teil
des Emergieprinzips hinzustellen, indem man alle Untersuchungen, welche
sich mit diesen Fragen beschéftigen, unter der hierfiir zu engen Bezeichnung
,Energetik* zusammenfafite. Der zweite Hauptsatz kommt aber mit dem
Begriff der Energie nicht aus, er lafit sich keineswegs dadurch erschopfend
behandeln, daf§ man jeden Naturvorgang in eine Reihe Energieverwandlungen
zerlegt und nun nach der Richtung jeder einzelnen Verwandlung fragt.
Man kann freilich in jedem einzelnen Falle die verschiedenen Energiearten
namhaft machen, die sich gegenseitig umsetzen; denn das Energieprinzip
muB ja immer erfiillt sein. Aber es bleibt immer eine gewisse Willkiir
darin bestehen, wie man die Bedingungen der einzelnen Verwandlungen
ausdriickt, und diese Willkiir 148t sich durch keine allgemeine Festsetzung
eindeutig beseitigen.

So findet man auch heute noch manchmal den zweiten Hauptsatz dahin
charakterisiert, dal die Verwandlung von Arbeit in Wérme vollstdndig, die
von Warme in Arbeit dagegen nur unvollstdndig stattfinden konne, in der
Weise, daf jedesmal, wenn ein Quantum Wirme in Arbeit verwandelt wird,
zugleich notwendigerweise ein anderes Quantum Wéarme eine entsprechende,
als Kompensation dienende Verwandlung, z. B. Ubergang von hoherer in
tiefere Temperatur, durchmachen miisse. Dieser Ausspruch ist in gewissen
ganz speziellen Fillen richtig; ganz allgemein genommen trifft er aber
durchaus nicht das Wesen der Sache, wie der Deutlichkeit halber an
einem einfachen Beispiel gezeigt werden soll. Eine der allerwichtigsten mit
der Entdeckung des Energieprinzips verkniipften Errungenschaften fiir die
Wiérmetheorie ist der in der Gleichung (19) (§70) ausgesprochene Satz, da8
die gesamte innere Energie eines idealen Gases lediglich von der Temperatur
abhédngt und nicht vom Volumen. L&t man nun ein ideales Gas sich unter



Einleitung 73

Arbeitsleistung ausdehnen, und verhindert man die Abkiihlung des Gases
durch gleichzeitige Zuleitung von Wéarme aus einem Wérmebehélter von
hoherer Temperatur, so behélt das Gas mit seiner Temperatur zugleich auch
seine Energie unverdndert bei, und man kann sagen, dafl die vom Reservoir
abgegebene Wirme vollstdndig in Arbeit verwandelt wird, ohne dafl
sonst irgendwo ein Energieumsatz stattfindet. Gegen diesen Ausspruch
1aBt sich nicht das mindeste Tatsédchliche einwenden. Nur durch eine
verdnderte Betrachtungsweise, die aber nicht den physikalischen Tatbestand,
sondern nur die Auffassung desselben modifiziert, also auch durch Tatsachen
weder gestiitzt noch widerlegt werden kann, ld8t sich der Satz von der
yunvollstindigen Verwandelbarkeit der Wéarme in Arbeit* aufrecht erhalten,
ndmlich mit Hilfe der Einfithrung neuer, nur ad hoc ersonnener Energiearten,
indem man die Energie des Gases in mehrere Teile zerlegt, die dann
einzeln auch vom Volumen abhéngen konnen. Diese Zerlegung mufl aber
fiir verschiedene Fille in verschiedener Weise vorgenommen werden, z. B.
fiir isotherme Prozesse anders als fiir adiabatische, und erfordert auch fiir
physikalisch einfache Fille ziemlich verwickelte Betrachtungen. Nun ist von
vornherein einleuchtend, dafl man aus einer noch so kiinstlichen Definition,
selbst wenn sie in sich keinen Widerspruch enthélt, niemals eine neue
Tatsache ableiten kann; und um eine solche handelt es sich, wenn man
vom ersten Hauptsatz der Warmetheorie zum zweiten Hauptsatz iibergeht.

§ 109. Um die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes klar hervortreten
zu lassen, gibt es nur einen einzigen Weg: man fiihrt ihn auf Tatsachen
zuriick dadurch, dafl man Séatze aufstellt, die sich durch Experimente
bestéitigen oder widerlegen lassen. Ein solcher Satz ist nun der folgende: es
ist auf keinerlei Weise moglich, einen Vorgang, in welchem Wéarme durch
Reibung entsteht, vollstindig riickgdngig zu machen. In ausfiihrlicherer
Erlauterung, etwa mit Exemplifikation auf die oben § 60 besprochenen, zur
Bestimmung des mechanischen Wéarmeédquivalents von JOULE angestellten
Reibungsversuche, soll dies besagen: wenn die herabfallenden Gewichte durch
die Reibung der Schaufelrider im Wasser oder Quecksilber Warme erzeugt
haben, so lafit sich kein Verfahren ersinnen, das den Anfangszustand jenes
Prozesses in der ganzen Natur genau wiederherstellt, d. h. die Gewichte
wieder auf die urspriingliche Hohe schafft, die Fliissigkeit entsprechend
abkiihlt, und sonst keine Verdnderungen zuriicklafit. Was dabei an technischen
Hilfsmitteln, Apparaten mechanischer, thermischer, chemischer, elektrischer
Art verwendet wird, ist ganz gleichgiiltig. Die in dem Worte , vollstandig*
ausgesprochene Bedingung soll nur die sein, dafi schliefllich iiberall wieder
genau der bekannte Anfangszustand des Reibungsprozesses hergestellt ist,
wozu auch notwendig gehort, dafl alle etwa benutzten Materialien und
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Apparate am Schluf} sich wieder genau in demselben Zustand befinden wie
am Anfang, als man sie in Benutzung nahm.

Dieser Satz ist nicht a priori beweisbar, er stellt auch keine Definition
vor, sondern er enthilt eine bestimmte, in jedem Einzelfall genau zu
prazisierende Behauptung, welche durch Tatsachen gepriift werden kann
dadurch, daBl man wirklich Versuche in der bezeichneten Richtung anstellt:
er ist also entweder richtig oder falsch.

§ 110. Ein anderer derartiger, hiermit in engem Zusammenhang
stehender Satz ist der folgende: Es ist auf keinerlei Weise moglich, einen
Vorgang, bei welchem sich ein Gas ohne duflere Arbeitsleistung und ohne
duBere Warmezufuhr, also mit konstanter Gesamtenergie ausdehnt (wie § 68
beschrieben), vollstéindig riickgéngig zu machen — das Wort , vollstédndig*
immer in demselben Sinne genommen wie oben. Wollte man den Versuch
dazu machen, so koénnte man z. B. das Gas, nachdem es seinen neuen
Gleichgewichtszustand angenommen hat, zunéchst auf sein altes Volumen
komprimieren, etwa durch Herabsinkenlassen eines Gewichts. Dann wird
auflere Arbeit aufgewendet und zugleich das Gas entsprechend erwirmt.
Damit ist an und fiir sich noch nichts bewiesen, es kommt vielmehr jetzt
darauf an, das Gas ganz in seinen ehemaligen Zustand zu bringen und das
benutzte Gewicht wieder heraufzuschaffen. Leitet man nun, um das Gas
auch auf seine alte Temperatur zuriickzubringen, die Kompressionswérme
bei konstant gehaltenem Volumen ab, etwa in ein kiihleres Warmereservoir,
so miiffite, damit der Prozefl vollstindig riickgdngig wird, dem Reservoir
die empfangene Wérme wieder entzogen und ferner das Gewicht auf seine
urspriingliche Hohe gebracht werden, ohne dafl anderweitige Verdnderungen
zuriickbleiben. Das ist aber genau dieselbe Aufgabe, deren Unausfiithrbarkeit
im vorigen Paragraphen behauptet wurde.

§ 111. Ein dritter hierhergehoriger Satz betrifft die Warmeleitung.
Gesetzt, ein Korper nehme durch Leitung eine gewisse Wéarmemenge von
einem anderen, hoher temperierten, auf, und es handle sich darum, diesen
Prozef3 vollstandig riickgéngig zu machen, d. h. die Warme zuriickzuschaffen,
ohne dafl anderweitige Verdnderungen in der Natur iibrig bleiben. Bei der
Beschreibung des CARNOTschen umkehrbaren Kreisprozesses (§91) ist schon
darauf hingewiesen worden, dafl man durch Ausfithrung des umgekehrt
gerichteten Kreisprozesses es stets in der Hand hat, einem Wérmebehilter
Wiirme zu entziehen und dieselbe auf einen wiarmeren Behélter zu iibertragen,
ohne dafl irgendwelche andere Verédnderungen zuriickbleiben, als dafl eine
gewisse Arbeit verbraucht ist und die ihr dquivalente Wérme sich in einem
der beiden Reservoire vorfindet. Die Aufgabe, den Prozefl der Warmeleitung
vollsténdig riickgdngig zu machen, wire also gelost, wenn man auch noch
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die letztgenannte Wirme wieder entfernen und dafiir die entsprechende
Arbeit gewinnen konnte, ohne anderweitige Veranderungen, was wiederum
auf das in §109 als unausfithrbar bezeichnete Problem hinauskommt.

Weitere Beispiele von Prozessen, an die sich ganz dieselben Betrachtungen
kniipfen lassen, wéren die Diffusion, das Gefrieren unterkiihlter Fliissigkeit,
die Kondensation iibersattigten Dampfes, jeder explosive Vorgang, iiberhaupt
jeder Ubergang ecines Systems in einen stabileren Zustand.

§ 112. Definition. Ein Prozef}, der auf keine einzige Weise vollstandig
riickgéngig gemacht werden kann, heifit ,irreversibel, alle anderen Prozesse
yreversibel“. Damit ein Prozefl irreversibel ist, geniigt es also nicht, daf
er sich nicht von selbst umkehrt — das ist auch bei vielen mechanischen
Prozessen der Fall, die nicht irreversibel sind (vgl. §113) —, sondern es
wird erfordert, dafl es selbst mit Anwendung sadmtlicher in der Natur
vorhandenen Reagenzien kein Mittel gibt, um, wenn der Prozel abgelaufen
ist, allenthalben genau den Anfangszustand wiederherzustellen, d.h. die
gesamte Natur in den Zustand zuriickzubringen, den sie am Anfang des
Prozesses besafl. Danach besagen die in den letzten Paragraphen besprochenen
Behauptungen, dafl die Warmeerzeugung durch Reibung, die Ausdehnung
eines Gases ohne &uflere Arbeit und &ulere Wirme, die Warmeleitung usw.
irreversible Prozesse sind.!

§ 113. Gehen wir nun auf die Frage der tatsédchlichen FExistenz
reversibler und irreversibler Prozesse etwas ein. Reversible Prozesse lassen
sich, wenigstens in der Idee, unmittelbar in grofler Anzahl angeben. So sind
alle diejenigen Prozesse reversibel, welche in der §71 auseinandergesetzten
Ausdrucksweise aus lauter Gleichgewichtszustinden bestehen und daher in
allen ihren Teilen direkt umgekehrt werden kénnen, ferner alle vollkommen
periodisch verlaufenden Prozesse (ideales Pendel, Planetenbewegung); denn
nach Ablauf einer Periode ist der Anfangszustand iiberall in der ganzen Natur
wiederhergestellt. Aber auch sdmtliche andere rein mechanischen Prozesse,

'Der Satz, da die Wirmeleitung ein irreversibler ProzeB ist, deckt sich genau
mit dem von R. CLAUSIUS an die Spitze seiner Argumentation gestellten Grundsatz:
,Die Wirme kann nicht von selbst aus einem kélteren in einen wérmeren Korper

iibergehen.“ Denn wie CLAUSIUS wiederholt und ausfiihrlich hervorgehoben hat, soll
mit diesem Grundsatz keineswegs nur gesagt sein, dafl Wéarme nicht direkt aus
einem kilteren in einen wirmeren Korper iibergeht, — das ist selbstverstdndlich und
schon durch die Definition der Temperatur bedingt, — sondern es soll ausgedriickt

werden, dafl Warme iiberhaupt auf keinerlei Weise, durch keinen irgendwie gearteten
Vorgang, aus einem kilteren in einen wérmeren Korper geschafft werden kann, ohne
daB anderweitige Anderungen (,Kompensationen®) zuriickbleiben. Nur vermdge dieser
weitergehenden Bedeutung des Satzes ist es moglich, aus ihm Schliisse auf beliebige
andere Naturvorginge zu ziehen.
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in denen keinerlei Reibungswéarme auftritt, sind reversibel. Denn durch
Einfithrung geeigneter, aus absolut festen Fiithrungen, reibungslosen Gelenken
und Rohren, undehnbaren Seilen usw. zusammengesetzten Maschinen kann
man stets bewirken, daf3 die verdnderten Systeme wieder vollstéindig in den
Anfangszustand zuriickgefithrt werden, ohne dafl an diesen Maschinen, die
ja selber niemals Arbeit erzeugen, irgendeine Verdnderung zuriickbleibt.

Wenn z. B. eine in zwei kommunizierenden Rohren auf verschiedenen
Niveauhohen befindliche urspriinglich ruhende schwere Fliissigkeit, wie in
§ 107 beschrieben, durch ihr Gewicht in Bewegung gerit, so wird sie vermoge
der gewonnenen lebendigen Kraft die Gleichgewichtslage iiberschreiten, nach
der entgegengesetzten Seite pendeln und schliellich, da keine Reibung
vorausgesetzt ist, genau in ihren Anfangszustand zuriickkehren. Dann ist
der ProzeB vollstiandig riickgdngig geworden und gehort daher zu den
reversibeln Prozessen.

Sobald aber die Reibung ins Spiel kommt, ist die Reversibilitéit
mindestens fraglich. Ob es iiberhaupt irreversible Prozesse gibt, kann man
von vornherein nicht wissen und auch nicht beweisen; denn rein logisch
genommen ist es sehr wohl denkbar, dafi eines Tages ein Mittel aufgefunden
wiirde, durch dessen Anwendung es geldnge, einen bisher als irreversibel
angenommenen Prozefl, z. B. einen Vorgang, in welchem Reibung oder
Wiérmeleitung vorkommt, vollstindig riickgéngig zu machen. Wohl aber
148t sich beweisen — und dieser Beweis wird im néchsten Kapitel gefiihrt
werden —, daf}, wenn auch nur in einem einzigen Falle einer der in den
66 109ff. als irreversibel bezeichneten Prozesse in Wirklichkeit reversibel
wire, es notwendig auch alle {ibrigen in allen Féllen sein miifiten. Folglich
sind entweder samtliche oben angefiihrte Prozesse wirklich irreversibel, oder
es ist kein einziger von ihnen. Ein Drittes ist ausgeschlossen. Im letzteren
Falle stiirzt der ganze Bau des zweiten Hauptsatzes zusammen, keine der
zahlreichen aus ihm hergeleiteten Beziehungen, so viele einzelne auch durch
die Erfahrung bestétigt sind, kann mehr als allgemein bewiesen gelten
und die Arbeit der Theorie mufi von vorne beginnen. (Die sogenannten
Beweise der , Energetik® gewédhren keinen FErsatz; denn sie stellen sich
bei ndherer Priifung nur als Umschreibungen des zu Beweisenden heraus,
was darzulegen hier nicht der Ort ist.)! Aber gerade in diesem Punkte

In manchen Darstellungen findet man den Prozef der Wirmeleitung in Parallele
gestellt mit dem des Herabsinkens einer schweren Fliissigkeit von hoherem auf tieferes
Niveau, und den Satz, dal in dem einen Fall die Warme von hoherer zu tieferer
Temperatur, im andern Fall die Fliissigkeit von hoéherem zu tieferem Niveau iibergeht,
als ,zweiten Hauptsatz der Energetik“ bezeichnet. Diese Zusammenstellung zeigt
besonders deutlich die Verkennung des wirklichen Sachverhalts; denn es ist hierbei
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liegt auch die dem zweiten Hauptsatz innewohnende Kraft. Denn ebenso
wie jede einzelne Liicke ihn vollig unhaltbar macht, so kommt auch jede
einzelne Bestitigung dem Ganzen zugute und verleiht den Schliissen auch
auf scheinbar entfernten Gebieten die volle Bedeutung, die der Satz selber
besitzt.

§ 114. Die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik
besteht darin, dafl er ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir
liefert, ob ein bestimmter in der Natur stattfindender Prozef reversibel oder
irreversibel ist. Da nun die Entscheidung dieser Frage nur davon abhéngt,
ob der ProzeB sich auf irgendeine Weise vollstindig riickgéngig machen
1a8t oder nicht, so kommt es dabei lediglich auf die Beschaffenheit des
Anfangszustandes und die des Endzustandes des Prozesses an, nicht aber
auf seinen sonstigen Verlauf. Denn es handelt sich nur um die Frage, ob
man, ausgehend vom Endzustand, auf irgendeine Weise den Anfangszustand,
ohne anderweitig zuriickbleibende Anderung, wieder erreichen kann oder
nicht. Daher liefert der zweite Hauptsatz fiir jeden beliebigen in der
Natur stattfindenden Prozefl eine Beziehung zwischen denjenigen Groflen,
welche sich auf den Anfangszustand beziehen, und denjenigen, welche
sich auf den Endzustand beziehen. Bei irreversibeln Prozessen ist offenbar
der Endzustand durch eine gewisse Eigenschaft vor dem Anfangszustand
ausgezeichnet, wihrend bei reversibeln Prozessen diese beiden Zustdnde
in gewisser Hinsicht gleichwertig sind. Der zweite Hauptsatz lehrt diese
charakteristische Eigenschaft der beiden Zustdnde kennen, er lehrt also
auch, falls zwel Zusténde eines Korpersystems beliebig gegeben sind, von
vornherein entscheiden, ob in der Natur ein Ubergang vom ersten zum
zweiten oder vom zweiten zum ersten Zustand moglich ist, ohne dafl in
anderen Korpern Anderungen zuriickbleiben. Dazu miissen aber die beiden
Zusténde vollkommen genau charakterisiert werden, insbesondere miissen
aufler der chemischen Beschaffenheit des in Frage kommenden Systems auch
die physikalischen Bedingungen: Aggregatzustand, Temperatur, Druck, in
beiden Zustdnden bekannt sein, ebenso wie das bei der Anwendung des
ersten Hauptsatzes erfordert wird.

gar nicht beriicksichtigt, daB der mechanische Zustand eines Korpers nicht allein
von der Lage, sondern auch von der Geschwindigkeit abhingt, wéhrend dagegen
der thermische Zustand allein durch die Temperatur bestimmt ist. Eine schwere
Fliissigkeit kann ebensogut emporsteigen wie herabsinken, die Warme aber kann nur
,herabsinken“. Allgemein genommen ist also jener ,zweite Hauptsatz der Energetik®
unrichtig. Beschrinkt man den Satz aber ausdriicklich auf ruhende Korper, so ist er
wie schon oben (§107) ausgefiihrt wurde, eine Folge des Energieprinzips und es ist
daher durchaus unmoglich, irgend etwas Neues aus ihm abzuleiten.



Der zweite Hauptsatz der Wirmetheorie 78

Die vom zweiten Hauptsatz gelieferte Beziehung wird offenbar um
so einfacher lauten, je weniger sich der Endzustand vom Anfangszustand
unterscheidet. Daher rithrt die grofie Fruchtbarkeit des zweiten Hauptsatzes
fiir Kreisprozesse, die, so verwickelt sie in ihrem Verlauf sonst sein mogen,
doch einen von dem Anfangszustand nur wenig verschiedenen Endzustand
liefern. Denn da das System, welches den Kreisprozefl durchmacht, sich am
Ende desselben genau in dem némlichen Zustand befindet wie am Anfang,
so kann man es bei der Vergleichung beider Zustdnde ganz aufler Betracht
lassen (vgl. §91).

Was nun die mathematische Formulierung des zweiten Hauptsatzes
betrifft, so kann die Auszeichnung des Endzustandes eines Prozesses vor dem
Anfangszustand nur in einer Ungleichung bestehen, welche besagt, dafl eine
gewisse von dem augenblicklichen Zustand des betreffenden Korpersystems
abhingige Grofie im Endzustand einen groBeren! Wert besitzt als im
Anfangszustand. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt also,
daB in der Natur fiir jedes Korpersystem eine Grofle existiert, welche die
Eigenschaft besitzt, bei allen Verdnderungen, die das System allein betreffen,
entweder konstant zu bleiben (bei reversibeln Prozessen) oder an Wert
zuzunehmen (bei irreversibeln Prozessen). Diese Grofle heifit nach CLAUSIUS
die , Entropie“ des Systems. Die Beweisfiithrung im folgenden Kapitel geht
darauf hinaus, den mathematischen Ausdruck der Entropie eines Systems
zu bestimmen und den Nachweis ihrer Eigenschaften zu fithren, und zwar
zundchst fiir ideale Gase, weil nur fiir diese eine exakte Zustandsgleichung
vorliegt, sodann auf Grund hiervon auch fiir alle iibrigen Substanzen.

§ 115. Da es tatsdchlich keinen Prozefl in der Natur gibt, der nicht
mit Reibung oder Wirmeleitung verbunden wére, so sind, wenn der
zweite Hauptsatz der Warmetheorie richtig ist, sémtliche Naturprozesse
in Wirklichkeit irreversibel, und die reversibeln Prozesse bilden nur einen
idealen Grenzfall, der aber fiir die theoretische Beweisfithrung und fiir die
Anwendung auf Gleichgewichtszustédnde von erheblicher Wichtigkeit ist.

Zweites Kapitel. Beweis.

§ 116. Da der zweite Hauptsatz der Wiarmetheorie, ebenso wie der
erste, ein Erfahrungssatz ist, so kann man von seinem Beweise nur
insofern reden, als sein gesamter Inhalt sich aus einem einzigen einfachen
Erfahrungssatz von einleuchtender Gewiheit deduzieren l&t. Daher stellen
wir folgenden Satz als durch die Erfahrung unmittelbar gegeben an die

loder kleineren, je nach der Definition des Vorzeichens jener Grofle.



Beweis 79

Spitze: ,,Es ist unmoglich, eine periodisch funktionierende Maschine zu
konstruieren, die weiter nichts bewirkt als Hebung einer Last und Abkiihlung
eines Wirmereservoirs.“! Eine solche Maschine koénnte zu gleicher Zeit als
Motor und als Kiéltemaschine benutzt werden, ohne jeden anderweitigen
dauernden Aufwand an Energie und Materialien, sie wire also jedenfalls
die vorteilhafteste von der Welt. Zwar kdme sie dem perpetuum mobile
nicht gleich; denn sie erzeugt Arbeit keineswegs aus nichts, sondern aus
der Warme, die sie dem Reservoir entzieht. Deshalb steht sie auch nicht,
wie das perpetuum mobile, im Widerspruch mit dem Energieprinzip.
Aber sie besidfle doch den fiir die Menschheit wesentlichsten Vorzug des
perpetuum mobile: Arbeit kostenlos zu liefern. Denn die etwa in dem
Erdboden, in der Atmosphére, im Ozean enthaltene Wérme bietet sich
ebenso, wie der Sauerstoff der Luft, immer in unerschopflicher Menge einem
jeden zur unmittelbaren Benutzung dar. Dieser Umstand ist der Grund,
weshalb wir mit dem genannten Satz beginnen. Denn da wir aus ihm den
zweiten Hauptsatz der Warmetheorie deduzieren werden, so sichern wir uns
damit zugleich die Aussicht, bei jeder etwa entdeckten Abweichung einer
Naturerscheinung von dem zweiten Hauptsatz sogleich eine praktisch hochst
bedeutungsvolle Nutzanwendung aus ihr ziehen zu koénnen. Sobald namlich
irgendein Phédnomen aufgefunden werden sollte, was einer einzelnen aus
dem zweiten Hauptsatz gezogenen Folgerung widerspricht, so miifite der
Widerspruch in einer Unrichtigkeit der gemachten allerersten Voraussetzung
liegen, und man koénnte, an der Hand der Beweisfiihrung Schritt fiir Schritt
zuriickgehend, das Phidnomen zur Kombination der genannten Maschine
benutzen. Wir wollen dieselbe im folgenden zur Abkiirzung nach einem
Vorschlag von OSTWALD ein perpetuum mobile zweiter Art nennen, da sie
zu dem zweiten Hauptsatz in derselben Beziehung steht, wie das perpetuum
mobile erster Art zum ersten Hauptsatz. Bei allen Einwéinden gegen den
zweiten Hauptsatz ist also daran festzuhalten, dafl sie sich in letzter Linie,
falls in der Beweisfithrung kein Fehler gefunden wird, immer gegen die
Unméglichkeit des perpetuum mobile zweiter Art richten (vgl. §136).2

'Auf die Temperatur des Reservoirs kommt es hierbei nicht an. Wenn eine solche
Maschine mit einem Wéarmereservoir von 1000° C moglich ist, so ist eine solche auch
mit einem Reservoir von 0°C moglich. Man braucht sich, um dies einzusehen, nur
eines passend ersonnenen CARNOTschen Kreisprozesses zu bedienen. (§91.)

2Der hier fiir den Beweis des zweiten Hauptsatzes gewihlte Ausgangspunkt deckt
sich vollstéindig mit dem, welchen CLAUSIUS, oder welchen W. THOMSON, oder welchen
MAXWELL fiir denselben Zweck benutzt hat. Denn der Grundsatz, den jeder dieser
drei Forscher an die Spitze seiner Deduktionen gestellt hat, spricht immer, nur in
verschiedener Form, die Unmoglichkeit der Realisierung des perpetuum mobile zweiter
Art aus. Der obigen Form habe ich lediglich wegen ihrer augenfilligen Bedeutung fiir
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§ 117. Aus der Unmoglichkeit des perpetuum mobile zweiter Art folgt
zunéchst, dal die Erzeugung von Wérme durch Reibung ,irreversibel® ist
(vgl. die Definition §112). Gesetzt némlich, die Warmeerzeugung durch
Reibung sei nicht irreversibel, d. h. man hétte eine Methode, um irgendeinen
Vorgang, der in Erzeugung von Wiarme durch Reibung besteht, auf irgendeine
Weise vollstandig riickgéngig zu machen, so wére diese Methode eben
nichts anderes als ein perpetuum mobile zweiter Art. Denn das, was die
Methode leisten wiirde, wire identisch mit dem, was das perpetuum mobile
zweiter Art leistet: eine Verdnderung, die in nichts anderem besteht als in
Erzeugung von Arbeit und Absorption der dquivalenten Wéarme.

§ 118. Daraus folgt weiter, dal auch die Ausdehnung eines Gases
ohne duflere Arbeitsleistung und ohne Warmezufuhr irreversibel ist. Gesetzt
ndmlich, man hétte eine Methode, diesen Prozef3 vollstindig riickgéngig zu
machen, d. h. ein Gas durch irgendein Verfahren auf ein kleineres Volumen zu
bringen, ohne daf} irgendwelche anderweitige Verdnderungen zuriickbleiben,
so konnte man diese Methode sogleich zur Anfertigung eines perpetuum
mobile zweiter Art folgendermaflen verwerten. Man ldt das Gas sich
unter Arbeitsleistung ausdehnen, ersetzt dem Gase die dabei verausgabte
Energie durch Zuleitung von Warme aus irgendeinem Reservoir von hoéherer
Temperatur, und verkleinert dann nach der angenommenen Methode das
Volumen des Gases wieder auf den Anfangswert, ohne dafl anderweitige
Verdnderungen {iibrig bleiben. Dieser Prozef, beliebig oft wiederholt, stellt
eine periodisch funktionierende Maschine vor, durch die weiter nichts bewirkt
wird, als da3 Arbeit geleistet und auflerdem dem Reservoir Warme entzogen
wird — also ein perpetuum mobile zweiter Art.

Auf Grund des so bewiesenen Satzes, dal die Ausdehnung eines Gases
ohne &uflere Arbeitsleistung und Wérmezufuhr irreversibel ist, wollen wir
nun zunichst den Beweis des zweiten Hauptsatzes durchfithren fiir diejenige
Klasse von Korpern, deren thermodynamische Eigenschaften nach allen
Richtungen bekannt sind: fiir ideale Gase.

§ 119. Wenn man ein ideales Gas unendlich langsam komprimiert
oder dilatiert und ihm dabei gleichzeitig Wéarme von auflen zufiihrt oder
entzieht, so ist nach der Gleichung (22) in jedem unendlich kleinen Teil

die Technik den Vorzug gegeben. Doch ist bisher noch kein einziger biindiger Beweis
des zweiten Hauptsatzes aufgestellt worden, der dieses oder eines genau &dquivalenten
Grundsatzes gar nicht bedarf, so viele Versuche in dieser Richtung auch gemacht
worden sind, und ich glaube auch nicht, dafl ein solcher Versuch Aussicht auf Erfolg
verspricht.
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des Prozesses fiir die Masseneinheit:
q=du+pdv

oder, da fiir ein ideales Gas nach (32)

du = ¢, dT
und nach (14):
RT
p=——
m v
q:cvdT—i-E—dv.

Wenn nun die Zustandsédnderung adiabatisch erfolgt, so ist ¢ = 0, und durch
Integration der Gleichung ergibt sich, wie in §88, dafl die Funktion

R
cylogT + — logwv
m
konstant bleibt. Nennen wir also den Ausdruck:
R
(51) s=cylogT + Elogv—i—konst.
nach CLAUSIUS die Entropie der Masseneinheit des Gases, definiert bis

auf eine additive Konstante, die durch Festsetzung eines Nullzustandes nach
Willkiir fixiert werden kann, und dementsprechend:

(52) S:M-s:M<cvlogT+fblogv+k0nst.>

die Entropie der Masse M des Gases, so bleibt die Entropie des Gases bei
der beschriebenen speziellen adiabatischen Zustandsdnderung konstant.

§ 120. Bei Warmezufuhr &ndert sich die Entropie des Gases, und
zwar in dem hier betrachteten Falle, da:

dI'  Rdv\  du+pdv
(53) a8 = M< T+mv)—MT
(53a) um: ds = M;{ g

sie nimmt also zu oder ab, je nachdem Wéirme zugefithrt oder abgeleitet
wird.
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Es ist jedoch hier besonders zu betonen, namentlich auch mit Riicksicht
auf eine neuerdings geltend gemachte Ansicht, nach welcher die Zerlegung
der zugefiihrten Warme @ in die beiden Faktoren T und dS eine allgemeine
Eigenschaft der Warme sein soll, daf8 die letzte Gleichung (53a) keineswegs
allgemein gilt, sondern nur dann, wenn die bei der Zustandsénderung vom
Gase geleistete dufere Arbeit den Wert pdV hat. Denn die Beziehung (53)
gilt ganz allgemein fiir jeden beliebigen Vorgang, der das Gas auf die
Temperatur T+ dT und das Volumen V +dV bringt, da sie nur eine andere
mathematische Form fiir die in (52) gegebene Definition der Entropie ist.
Sie gilt z. B. auch, wenn das Gas, wie in dem §68 beschriebenen Prozef3,
ohne Leistung duflerer Arbeit in einen neuen Gleichgewichtszustand mit der
nadmlichen Temperatur 77 und dem gréeren Volumen V + dV iibergefiihrt
wird.

Dagegen gilt die Gleichung

Q=dU +pdV
keineswegs immer, sondern ist im allgemeinen durch die andere:
Q+A=dU

zu ersetzen, wo A, die aufgewendete &uflere Arbeit, innerhalb gewisser
Grenzen jeden beliebigen Wert haben kann. So ist z. B. A =0, wenn das
Gas sich ohne Leistung &duflerer Arbeit ausdehnt. Dann ist Q = dU, und
die Gleichung Q =T -dS wird ungiiltig.

§ 121. Nun betrachten wir zwei Gase, die sich gegenseitig durch
Leitung Wéarme mitteilen konnen, aber im allgemeinen unter verschiedenem
Drucke stehen mogen. Nimmt man mit einem dieser Gase oder mit
beiden irgendeine umkehrbare Volumendnderung vor, und sorgt gleichzeitig
dafiir, da die Temperaturen der Gase sich in jedem Augenblick durch
Wirmeleitung ausgleichen und daffi mit der &dufleren Umgebung keinerlei
Wiérmeaustausch stattfindet, so ist nach Gleichung (53) fir das erste Gas
in jedem Zeitelement des Prozesses:

Q1
ds1 = =—.
S =7
Ebenso fiir das zweite Gas: 0
2
Sy = =2
S T,

aber nach der Voraussetzung ist:

T =15 und Q1+ Q2=0.
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Folglich:
dS1+dSy =0

oder fiir eine endliche Zustandsdnderung:
(54) Sy + Sy = konst.

Die Summe der Entropien beider Gase bleibt also bei der beschriebenen
Zustandsdnderung konstant.

§ 122. Ein jeder derartiger mit den beiden Gasen ausgefiihrter Prozef3
ist offenbar in allen Teilen reversibel, da er direkt in umgekehrter
Richtung ausgefiihrt werden kann, ohne in anderen Korpern irgendwelche
Veranderungen zu hinterlassen. Daraus folgt der Satz, dafi es immer moglich
ist, die beiden Gase aus einem ganz beliebig gegebenen Zustand durch
einen reversibeln Prozef§ in irgendeinen anderen von vornherein gegebenen
Zustand zu bringen, ohne daf in anderen Korpern Anderungen zuriickbleiben,
wenn nur die Summe der Entropien beider Gase in den beiden Zustdnden
die gleiche ist.! Zum Beweis dieses Satzes dient folgendes: Es sei der
Anfangszustand gegeben durch die Werte der Temperaturen 77 und 75, und
der spezifischen Volumina vy und vy der beiden Gase, der zweite Zustand
durch die bez. Werte T{T% und vjv}. Voraussetzung ist, daf

(55) Sy + 89 = 5] + S5

Man bringe nun zunéchst das erste Gas durch umkehrbare adiabatische
Kompression oder Dilatation auf die Temperatur Tb, stelle alsdann eine
warmeleitende Verbindung mit dem zweiten Gas her und komprimiere
oder dilatiere das erste Gas unendlich langsam weiter. Dabei wird jetzt
Wiérme unendlich langsam aus dem ersten in das zweite Gas durch Leitung
iibergehen oder umgekehrt, es &ndert sich daher die Entropie des ersten
Gases, und man kann es dahin bringen, dafi diese Entropie den Wert 5]
annimmt. Nun ist bei dem beschriebenen Vorgang nach (54) die Summe

Da die Zustinde der beiden Gase im iibrigen beliebig gegeben sind, so werden
die Gase in dem einen Zustand im allgemeinen nicht die n&mliche Gesamtenergie
besitzen wie im andern; dann ist die Uberfithrung der Gase aus dem einen Zustand
in den andern jedenfalls mit Aufwand oder Gewinn fremder Energie verbunden. Diese
fremde Energie bringt aber keine Schwierigkeit mit sich; denn wir koénnen sie uns
immer als mechanische Arbeit denken, bewirkt etwa durch Hebung oder Senkung
von Gewichten. Da die Gewichte nur ihre Lage, nicht aber ihren inneren Zustand
veréindern, so bleiben in ihnen niemals Anderungen zuriick, wie denn iiberhaupt alle
rein mechanischen Vorgénge wesentlich reversibel sind (§113).
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der Entropien beider Gase konstant = S; + So geblieben, folglich ist dann
die Entropie des zweiten Gases gleich

(514 S2) — 51

geworden, d. h. nach der Voraussetzung (55) gleich S5.

Jetzt trennen wir die beiden Gase wieder und behandeln jedes einzelne
adiabatisch umkehrbar, bis es die Temperatur 77 bez. T} angenommen
hat. Dann mufl das spezifische Volumen v] bez. vf sein, und der verlangte
Zustand ist erreicht.

Der beschriebene Prozefl ist in allen Teilen reversibel, auch sind in
anderen Kérpern keine Verinderungen zuriickgeblieben,! insbesondere ist in
der Umgebung kein Wirmeverlust oder -gewinn entstanden,? die Bedingungen
der gestellten Aufgabe sind also alle erfiillt, und der ausgesprochene Satz
bewiesen.

§ 123. Ein gleicher Satz la8it sich leicht beweisen fiir beliebig viele
Gase. Es ist immer moglich, ein System von n Gasen aus einem beliebig
gegebenen Zustand durch einen reversibeln Prozefl in einen anderen beliebig
gegebenen Zustand zu bringen, ohne daf in anderen Kérpern Anderungen
zuriickbleiben, wenn nur die Summe der Entropien aller Gase in beiden
Zustanden die gleiche ist, d. h. wenn

(56) S1+S+...+ S, =81 +8,+...+5].

Denn durch sukzessive Kombination je zweier Gase des Systems kann
man mittels der im vorigen Paragraph beschriebenen Prozesse zunéchst die
Entropie des ersten Gases, dann die des zweiten, dann die des dritten,
usw. auf den verlangten Wert bringen, bis auf die des (n — 1)ten Gases
einschliellich. Nun ist bei jeder der einzelnen nacheinander vorgenommenen
Zustandsidnderungen die Summe der Entropien sdmtlicher Gase konstant
geblieben. Haben also die Entropien der n —1 ersten Gase ihre verlangten
Werte: S}, S5,... S/ _;, so nimmt die Entropie des nten Gases notwendig
den Wert:
(S1+ 8o+ ...+ 8) -8, —S5...— ;1_1,

d. h. nach (56) den verlangten Wert S; an. Alsdann kann man jedes Gas
einzeln durch umkehrbare adiabatische Behandlung in den gewiinschten
Zustand bringen, und die Aufgabe ist vollstindig gelGst.

Denn die Leistung der erforderlichen mechanischen Arbeiten kann durch Heben
oder Senken von unverdnderlichen Gewichten erfolgen, bedingt also keine innere
Veradnderung.

2auch keine Dichtigkeitsinderung; denn man kann sich die Gasbehilter in einem
Vakuum befindlich denken.
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Nennen wir die Summe der Entropien aller Gase die Entropie des
ganzen Systems, so konnen wir sagen: Wenn das Gassystem in zwei
verschiedenen Zustinden den gleichen Wert der Entropie besitzt, so 148t
sich das System aus dem einen Zustand in den anderen Zustand durch einen
reversibeln Prozef} iiberfithren, ohne dafi in anderen Korpern Verdnderungen
zuriickbleiben.

§ 124. Nun fithren wir den im §118 bewiesenen Satz ein, daf3
die Ausdehnung eines idealen Gases ohne &uflere Arbeitsleistung und
Wirmezufuhr, oder, was dasselbe ist, daB der Ubergang eines idealen
Gases in einen Zustand grofleren Volumens und gleicher Temperatur, ohne
duBere Wirkungen, wie in §68 beschrieben, irreversibel ist. Einem solchen
Ubergang entspricht nach der Definition (52) eine Vergréferung der Entropie
des Gases. Daraus folgt sogleich, dafl es iiberhaupt unmoglich ist,
die Entropie eines idealen Gases zu verkleinern, ohne daf
in anderen Kérpern Anderungen zuriickbleiben. Denn gibe es
hierfiir irgendein Verfahren, so kénnte man die irreversible Ausdehnung
eines idealen Gases dadurch vollstindig riickgdngig machen, dafl man,
nachdem das Gas sich ohne duflere Wirkungen ausgedehnt und seinen neuen
Gleichgewichtszustand angenommen hat, zunéchst mittels des angenommenen
Verfahrens die Entropie des Gases auf ihren urspriinglichen Wert verkleinert,
ohne dafl in anderen Korpern eine Verdnderung zuriickbleibt, und dann
durch einen umkehrbaren adiabatischen Prozefl, bei welchem die Entropie
des Gases konstant bleibt, die urspriingliche Temperatur und damit auch das
urspriingliche Volumen wiederherstellt. Dann wére also die erste Ausdehnung
vollstindig riickgingig gemacht! und somit nach § 118 das perpetuum mobile
zweiter Art fertig.

§ 125. Ebenso verhalten sich infolgedessen auch zwei und beliebig
viele ideale Gase. Es gibt in der ganzen Natur kein Mittel, um die Entropie
eines Systems idealer Gase zu verkleinern, ohne dafl in anderen Korpern
Anderungen zuriickbleiben. Denn jede Vorrichtung, welche dies leisten wiirde
— sie sei mechanischer, thermischer, chemischer, elektrischer Art —, konnte
wiederum dazu benutzt werden, um die Entropie eines einzelnen Gases zu
verkleinern, ohne daB in anderen Kérpern Anderungen zuriickbleiben.

Gesetzt némlich, die Entropie des Systems, oder die Summe der
Entropien aller Gase, sei aus dem Zustand, in welchem die Werte der
Entropien Sy, So,... Sy sind, auf irgendeine Weise in einen anderen Zustand

!daB auch keine mechanische Arbeit zuriickbleiben kann, folgt aus dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik, da mit dem urspriinglichen Zustand des Gases zugleich
auch dessen urspriingliche Energie wiederhergestellt ist.
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mit den Entropien S}, S5,... S, iibergefithrt worden, wobei
(57) St + S5+ . 48, < S +Sy+...+ S,

ohne dafl in anderen Koérpern Anderungen zuriickgeblieben sind. Dann kénnte
man nach dem im §123 bewiesenen Satze stets durch einen reversibeln
Prozef3, ohne in anderen Korpern Verdnderungen zuriickzulassen, das System
in jeden beliebigen Zustand bringen, in welchem die Summe der Entropien
den Wert S|+ S5+ ...+ 5], besitzt; folglich auch in einen Zustand, in
welchem das erste Gas die Entropie S, das zweite die Entropie So,..., das
(n —1)te die Entropie S,,_1, und das nte Gas infolgedessen die Entropie:

(58) (Si—l—Sé—i—...—i-Sq/l)—51—52—...— n—1

besitzt. Ist dies geschehen, so lassen sich alle Gase bis auf das nte durch
umkehrbare adiabatische Prozesse einzeln in ihren ehemaligen Zustand
zuriickbringen. Nur das nte Gas besitzt die Entropie (58), und diese ist
nach der Voraussetzung (57) kleiner als die urspriingliche Entropie S, war.
So ist also im ganzen die Entropie des nten Gases verkleinert worden,
ohne dafl in anderen Koérpern irgendwelche Verdnderungen zuriickgeblieben
sind,! und dies hatten wir schon im vorigen Paragraphen als unmdoglich
nachgewiesen.

Somit ist der am Anfang dieses Paragraphen ausgesprochene allgemeine
Satz bewiesen, und wir konnen daran unmittelbar den folgenden kniipfen.

§ 126. Wenn ein System idealer Gase auf irgendeinem, moglicherweise
génzlich unbekannten Wege in irgendeinen anderen Zustand iibergegangen
ist, ohne daf in anderen Korpern Anderungen zuriickgeblieben sind, so
ist die Entropie des Systems im Endzustand jedenfalls nicht kleiner, also
entweder grofler oder, im Grenzfall, ebensogrof§ als im Anfangszustand, oder:
die durch den Prozefl verursachte Gesamtdnderung der Entropie ist = 0.
Im Falle der Ungleichung ist der Prozef irreversibel, im Fall der Gleichung
reversibel.

Die Gleichheit der Entropien in beiden Zustdnden bildet also nicht
nur, wie in §123, eine hinreichende, sondern zugleich auch die notwendige
Bedingung fiir die vollstandige Reversibilitit des Ubergangs von dem einen
Zustand in den anderen, falls in anderen Korpern keine Anderungen
zuriickbleiben sollen.

§ 127. Dieser Satz hat einen betrichtlichen Giiltigkeitsbereich; denn
da iiber den Weg, auf welchem das Gassystem in den Endzustand gelangt,

'Hebung und Senkung von Gewichtsstiicken sind keine inneren Verinderungen, vgl.
die Anmerkungen zu §122.
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ausdriicklich gar keine beschrinkende Voraussetzung gemacht ist, so gilt
er nicht etwa blof§ fiir langsam und einfach verlaufende, sondern fiir
beliebig komplizierte physikalische und chemische Prozesse, wenn nur am
Schluf3 derselben in keinem Korper auflerhalb des Systems Verdnderungen
zuriickgeblieben sind. Auch darf man nicht glauben, daf3 die Entropie eines
Gases nur fiir Gleichgewichtszustdnde Bedeutung hat. Sofern man nur in
einer beliebig bewegten Gasmasse jedes hinreichend kleine Massenteilchen
als homogen und von bestimmter Temperatur annehmen kann, mufi man
ihm auch nach (52) einen bestimmten Wert der Entropie zuschreiben, wobei
dann M die Masse, v die reziproke Dichte und T die Temperatur des
Teilchens sind. Die Summierung iiber alle Massenteilchen, wobei v und T' von
Teilchen zu Teilchen variieren konnen, ergibt dann die Entropie der ganzen
Gasmasse in dem betreffenden Zustand, und der Satz bleibt bestehen, dafl
die Entropie des gesamten Gases bei irgend einer Zustandsdnderung in jedem
Augenblick zunehmen muf}, falls in anderen Koérpern keine Verdnderungen
eintreten. Die Geschwindigkeit der Gasteilchen hat, wie man sieht, gar
keinen Einflul auf den Wert der Entropie, ebensowenig wie die Hohe der
als schwer gedachten Teilchen iiber einer bestimmten Horizontalebene.!

§ 128. Die bisher fiir ideale Gase abgeleiteten Gesetze lassen sich ganz
in derselben Weise auch auf beliebige Substanzen iibertragen, wobei der
Hauptunterschied nur darin besteht, daff man den Ausdruck der Entropie
fiir einen beliebigen Korper im allgemeinen nicht in endlichen Gréflen
hinschreiben kann, weil die Zustandsgleichung nicht allgemein bekannt ist.
Doch 1afit sich stets beweisen — und dies allein ist der entscheidende
Punkt —, dal auch fiir beliebige andere Korper eine Funktion mit den
charakteristischen Eigenschaften der Entropie wirklich existiert.

Wir denken uns mit einem beliebigen homogenen Korper, von der
Art, wie wir ihn §67ff. betrachtet haben, einen gewissen, reversibeln oder
irreversibeln, Kreisproze3 ausgefiihrt, der also den Korper genau in seinen
Anfangszustand zuriickbringt. Die &ufleren Wirkungen auf den Korper
sollen in Arbeitsleistung und in Warmezufuhr oder -abfuhr bestehen, welch
letztere durch eine beliebige Anzahl geeigneter Wirmebehélter vermittelt
wird. Nach Beendigung des Prozesses sind in dem Korper gar keine
Anderungen zuriickgeblieben, nur die Wirmebehilter haben ihren Zustand

"Wenn die Bewegung des Gases so tumultuarisch ist, daf man Temperatur und
Dichte nicht definieren kann, so verliert natiirlich auch die hier gegebene Definition
der Entropie ihren Sinn. Fiir diesen Fall 148t sich vom Standpunkt der kinetischen
Gastheorie aus, wie L. BOLTZMANN gezeigt hat, eine andere Definition der Entropie
angeben, welche noch allgemeinere Bedeutung besitzt und fiir stationire oder nahezu
stationdre Zustdnde in die gewoOhnliche {iibergeht.
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gedndert. Wir wollen nun als Tridger der Wérme in den Behéltern lauter
ideale Gase annehmen, die etwa auf konstantem Volumen oder auch unter
konstantem Druck gehalten werden mogen, jedenfalls aber nur umkehrbaren
Volumeninderungen unterworfen sein sollen.! Nach dem zuletzt bewiesenen
Satze kann die Summe der Entropien aller Gase nicht kleiner geworden sein,
da nach Beendigung des Prozesses in keinem anderen Korper, auch nicht in
demjenigen, welcher den Kreisprozefl durchgemacht hat, eine Verdnderung
zuriickgeblieben ist.

Bezeichnet nun @ die von einem Warmebehélter wéhrend eines
unendlich kleinen Zeitelements an den Korper abgegebene Wiarmemenge,
T die Temperatur des Behilters in demselben Augenblick,2 so ist die
in demselben Zeitelement erfolgte Entropieinderung des Behélters nach
Gleichung (53a):

Q
T
daher die im Verlauf aller Zeitelemente erfolgte Entropiednderung sdmtlicher

Behalter:
=S Q
T

und es gilt nach §126 die Bedingung:

oder

In dieser Form hat CLAUSIUS zuerst den zweiten Hauptsatz ausgesprochen.
Eine andere Bedingung fiir den betrachteten Proze liefert der erste
Hauptsatz. Denn fiir jedes Zeitelement des Prozesses ist nach Gleichung (17)
§63:
Q+A=dU,

wobei U die Enmergie des Korpers, A die im Zeitelement gegen ihn
aufgewendete duflere Arbeit bezeichnet.

§ 129. Nehmen wir nun spezieller an, daf§ der dulere Druck in jedem
Augenblick gleich dem Druck p des ruhend gedachten Korpers ist, so wird

!Die Voraussetzung, dafl die Gase sich im idealen Zustand befinden, ist nicht
an eine bestimmte Grenze der Temperatur gebunden. Denn auch bei den tiefsten
Temperaturen verhélt sich jedes Gas merklich wie ein ideales, wenn nur die Dichte
hinreichend klein genommen wird (§21).

’Die gleichzeitige Temperatur des Korpers ist hierbei ganz ohne Belang.
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die duBere Arbeit nach (20):
A=—p-av,

woraus folgt:
Q = dU + pdV.

Sei ferner die Temperatur eines jeden Wirmebehélters in dem Augenblick,
wo er in Funktion tritt, gerade gleich der gleichzeitigen Temperatur des
Korpers, dann ist der Kreisproze3 reversibel, und die Ungleichung des
zweiten Hauptsatzes verwandelt sich in die Gleichung:

Q@ _
Z T 0
oder, mit Substitution des Wertes von Q:

T 0.

In dieser Gleichung kommen nur solche Gréflen vor, welche sich auf den
Zustand des Korpers selber beziehen, man kann dieselbe also interpretieren,
ohne auf Wéirmereservoire irgendwelchen Bezug zu nehmen. Es ist darin
folgender Satz ausgesprochen:

§ 130. Wenn man einen homogenen Koérper durch passende Behandlung
eine Reihe von stetig aufeinanderfolgenden Gleichgewichtszustéinden (§71)
durchmachen 148t, und ihn so schliefllich wieder in seinen Anfangszustand
zuriickbringt, so liefert das Differential

dU +padV
T

iiber alle Zustandsédnderungen summiert, den Wert Null. Daraus folgt sogleich,
daB, wenn man die Zustandsdnderung nicht bis zur Wiederherstellung des
Anfangszustandes (1) fortsetzt, sondern bei einem beliebigen Zustand (2)
stehen bleibt, der Wert der Summe:

2
/dU+pdV

(59) £

1

lediglich abhéngt von dem Endzustand (2) und dem Anfangszustand (1),
nicht aber von dem Wege des Uberganges von 1 zu 2. Denn faft man
zwei verschiedene von 1 zu 2 fithrende Reihen von Zustandsdnderungen ins
Auge (etwa die Kurven o und g in Fig. 2, §75), so kann man diese beiden
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Reihen zu einem unendlich langsamen Kreisprozef kombinieren, indem man
etwa die eine Reihe («) als Hinweg von 1 zu 2, die zweite (3) als Riickweg
von 2 zu 1 benutzt. Dann ist nach dem oben Bewiesenen die Summe {iber
den gesamten Kreisprozef:

2 1
/dU+pdV+/dU+pdV B

T T
1 2

0,

mithin das erste Integral dem zweiten gerade entgegengesetzt, woraus sich
die Richtigkeit des aufgestellten Satzes ergibt.

Der Ausdruck (59) mit den bewiesenen Eigenschaften heifit nach
CrAusius die Entropie des Korpers im Zustand 2, bezogen auf den
Zustand 1 als Nullzustand. Die Entropie eines Korpers in einem bestimmten
Zustand ist also, ebenso wie die Energie, vollstindig bestimmt bis auf eine
additive Konstante, welche von der Wahl des Nullzustandes abhéngt.

Bezeichnen wir die Entropie wieder mit S, so ist

dU + pdV
§= [ =227
IEs

und, was dasselbe bedeutet:

(60) ds = M7
T
auf die Masseneinheit bezogen:
du+pdv
1 =
(6 ) ds T

Fiir ein ideales Gas ergibt sich hieraus wieder der bekannte Wert (51).
Ebenso kann man fiir jeden anderen Korper, wenn seine Energie U = Mu
und sein Volumen V = Mwv als Funktionen etwa von 7" und p bekannt sind,
unmittelbar durch Integration den Ausdruck der Entropie bestimmen (vgl.
§254). Da dies jedoch noch fiir keine andere Substanz vollstindig der Fall
ist, so mufl man sich im allgemeinen mit der Differentialgleichung begniigen.
Fiir den Beweis und fiir viele Anwendungen des zweiten Hauptsatzes geniigt
es aber, zu wissen, dafl diese Differentialgleichung wirklich die eindeutige
Definition der Entropie enthélt.

§ 131. Hiernach kann man nun, ebenso wie bei einem idealen Gase, von
der Entropie irgend einer Substanz als von einer durch die augenblicklichen
Werte von Temperatur und Volumen stets bestimmten endlichen Grofie reden,
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also auch dann, wenn die Substanz beliebige, reversible oder irreversible,
Anderungen erleidet, und die Differentialgleichung (61) fiir ds gilt, wie
das schon oben §120 bei einem idealen Gas hervorgehoben wurde, fiir
jede beliebige, auch jede irreversible Anderung des Zustandes. In dieser
Anwendung des Begriffes der Entropie darf man keinen Widerspruch erblicken
mit der Art der Ableitung dieser Grofle. Gemessen wird die Entropie in
jedem Zustand eines Korpers mittels eines reversibeln Prozesses, der den
Korper aus seinem jeweiligen Zustand in den Nullzustand iiberfiihrt, aber
dieser ideale ProzeB hat nichts zu tun mit den Zustandsdnderungen, die
der Korper in Wirklichkeit erlitten hat oder erleiden wird.

Dagegen ist andrerseits ausdriicklich zu betonen, dafl die Differentialglei-
chung (60) fiir dS nur fir Anderungen der Temperatur und des Volumens,
nicht aber fiir solche der Masse und der chemischen Zusammensetzung des
Korpers gilt. Denn von Anderungen der letzteren Art ist bei der Definition
der Entropie iiberhaupt nicht die Rede gewesen.

Endlich bezeichnen wir die Summe der Entropien mehrerer Korper
kurz als die Entropie des Systems aller Korper, woraus sich dann auch
wieder, ebenso wie oben §127 bei idealen Gasen, die Entropie eines in
seinen einzelnen Teilen ungleichméfig temperierten und bewegten Korpers
durch Summation iiber alle einzelnen Massenelemente ergibt, solange man
innerhalb jedes unendlich kleinen Massenelements die Temperatur und die
Dichte als gleichméflig annehmen kann, wahrend dagegen die Geschwindigkeit
und die Schwere gar nicht in den Ausdruck der Entropie eingeht.

§ 132. Nachdem nun die Existenz und der Wert der Entropie fiir
jeden beliebigen Zustand eines Korpers festgestellt ist, bietet es nicht die
geringste Schwierigkeit mehr, den von §118 an beginnenden, oben nur fiir
ideale Gase gelieferten Beweis auf jedes System von Koérpern zu iibertragen.
Man findet wie in §119, dal bei umkehrbarer adiabatischer Ausdehnung
oder Kompression eines Korpers seine Entropie konstant bleibt, wéahrend
dagegen bei Wirmezufuhr von auflen die Entropiednderung betrégt:

Q
(62) as = T
eine Beziehung, die jedoch, ebenso wie §120 fiir ideale Gase gezeigt wurde,
nur dann gilt, wenn die Volumenénderung des Korpers in umkehrbarer
Weise erfolgt. Man findet ferner, wie in §121, dafl bei umkehrbarer
Ausdehnung oder Kompression zweier Korper von gemeinsamer Temperatur,
die untereinander, aber nicht nach auflen hin Wé&rme durch Leitung
austauschen, die Summe der Entropien konstant bleibt, und daran kniipfen
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sich dann in ganz derselben Weise die entsprechenden Uberlegungen,! so
dafl wir uns nun darauf beschrinken koénnen, gleich das allgemeine Resultat
auszusprechen: Es ist auf keinerlei Weise moéglich, die Entropie
eines Systems von Korpern zu verkleinern, ohne dafl in an-
deren Kérpern Anderungen zuriickbleiben. Wenn also irgend ein
System von Korpern auf irgend eine Weise, durch beliebige physikalische
und chemische Anderungen, in einen anderen Zustand iibergegangen ist,
ohne in anderen Korpern Anderungen zuriickzulassen, so ist die Entropie
des Systems im Endzustand entweder grofler, oder, im Grenzfall, ebensogrof3
wie im Anfangszustand. Im ersten Fall ist der Prozefl irreversibel, im
zweiten reversibel.

§ 133. Die bisher stets notwendige Beschrinkung, dafl in anderen
Korpern keine Verdnderungen zuriickgeblieben sind, 148t sich einfach
dadurch aufheben, dafl man alle von etwaigen Verdnderungen betroffenen
Korper mit in das betrachtete System hineinbezieht. Dann lautet der
Satz folgendermaflen: Jeder in der Natur stattfindende physi-
kalische und chemische Prozefl verlauft in der Art, dafi die
Summe der Entropien sdmtlicher an dem Prozefl irgendwie
beteiligten Korper vergréflert wird. Im Grenzfall, fiir reversible
Prozesse, bleibt jene Summe ungedndert. Dies ist der allgemeinste Ausdruck
des zweiten Hauptsatzes der Warmetheorie.

§134. Wie die Unmoglichkeit des perpetuum mobile erster Art zum
ersten Hauptsatz, dem Prinzip der Erhaltung der Energie, fiihrt, so hat uns
die Unmdéglichkeit des perpetuum mobile zweiter Art zum zweiten Hauptsatz
gefithrt, den wir daher passend als das Prinzip der Vermehrung der
Entropie bezeichnen.2 Man kann diesem Prinzip in speziellen Fillen noch
andere Formen geben, welche fiir die praktische Anwendung gewisse Vorziige

!Beziiglich der Verallgemeinerung des in §124 fiir ein ideales Gas bewiesenen
Satzes auf beliebige Substanzen erhebt sich eine gewisse Schwierigkeit fiir den Fall
einer inkompressibeln Substanz, weil eine solche ihr Volumen iiberhaupt nicht &ndern
kann und daher auch keiner irreversibeln Ausdehnung fihig ist. Fiir diesen Fall 1483t
sich aber der Beweis leicht ergénzen durch Zuhilfenahme eines idealen Gases, welches
man mit der Substanz in warmeleitende Verbindung bringt und dadurch die Entropie
der Substanz in passender Weise verdndert.

2DaB der erste Hauptsatz durch eine Gleichung, der zweite aber nur durch
eine Ungleichung ausgedriickt wird, rithrt natiirlich daher, da der Satz von der
Unmoglichkeit des perpetuum mobile erster Art auch umkehrbar ist, d. h. Arbeit l483t
sich weder absolut schaffen noch absolut vernichten, wihrend dagegen der Satz von
der Unmoglichkeit des perpetuum mobile zweiter Art keine Umkehrung zulidfit, da es
sehr wohl moglich ist, eine Maschine zu konstruieren, welche weiter nichts bewirkt als
Verbrauch von Arbeit und entsprechende Erwéirmung eines Reservoirs.
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besitzen, besonders fiir isotherme und isobare Prozesse. Wir werden diese
Formen im néchsten Kapitel kennen lernen. Doch ist hier ausdriicklich zu
betonen, dafl die hier gegebene Form unter allen die einzige ist, welche sich
ohne jede Beschriankung fiir jeden beliebigen endlichen Prozefl aussprechen
148t, und dafl es daher fiir die Irreversibilitéit eines Prozesses kein anderes
allgemeines Maf3 gibt als den Betrag der eingetretenen Vermehrung der
Entropie. Jede andere Form des zweiten Hauptsatzes ist entweder nur auf
unendlich kleine Zustandsédnderungen anwendbar, oder sie setzt, auf endliche
Zustandsdnderungen ausgedehnt, eine spezielle duflere Bedingung voraus,
unter welcher der ProzeB verlauft. Néheres hieriiber unten § 140 ff.

Die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes ist haufig in einer ,,Zerstreuung
der Energie“ gesucht worden. Indes stellt diese Bezeichnung, welche an
den irreversibeln Vorgang der Warmeleitung und -strahlung ankniipft,
die Sache nur von einer Seite dar. Es gibt irreversible Prozesse, deren
Endzustand genau dieselben einzelnen Energieformen aufweist wie der
Anfangszustand, so z. B. die Diffusion zweier idealer Gase (§238), oder die
weitere Verdiinnung einer sehr verdiinnten Lésung. Ein solcher Prozef ist
von keinem merklichen Warmeiibergang, keiner dufleren Arbeit, iiberhaupt
keinem merklichen Umsatz an Energie begleitet,! er geht nur deshalb
vor sich, weil ihm eine merkliche Vermehrung der Entropie entspricht.?
Ebensowenig wie von einer zerstreuten Energie kann man im allgemeinen
von einer ,,verlorenen Arbeit* als einem bestimmten Mafl der Irreversibilitét
reden. Dies ist nur bei isothermen Prozessen moglich (§143).

§ 135. CrAusiUs hat den ersten Hauptsatz der Wérmetheorie dahin
zusammengefalt, daf§ die Energie der Welt konstant bleibt, den zweiten
dahin, dal die Entropie der Welt einem Maximum zustrebt. Mit Recht
ist dagegen eingewendet worden, dal es keinen Sinn hat, schlechthin von
der Energie oder der Entropie der Welt zu sprechen, weil eine derartige
Grofle gar nicht bestimmt zu definieren ist. Indessen féllt es nicht schwer,
die CrLAUSIUSschen Sédtze so zu formulieren, dafl sie sehr wohl einen Sinn
ergeben, und daf} dasjenige, was an ihnen charakteristisch ist, und was
CrLAusIUs offenbar mit ihnen sagen wollte, deutlicher zum Ausdruck gelangt.

Die Energie jedes Korpersystems é&ndert sich nach Mafigabe der
Wirkungen, welche von auflen her auf das System ausgeiibt werden; nur
bei Ausschlul aller &uleren Wirkungen bleibt sie konstant. Da nun streng
genommen ein System stets dufleren Wirkungen unterliegt — denn eine

"Wenigstens wenn man bei der im §56 gegebenen Definition der Energie stehen
bleibt und nicht ad hoc neue Energiearten einfiihrt.

?In diesem Falle wiirde man also viel passender von einer Zerstreuung der Materie
als von einer Zerstreuung der Energie reden.



Der zweite Hauptsatz der Wirmetheorie 94

absolute Absperrung ist in der Natur unmoéglich —, so tritt im strengen
Sinne unter Umstdnden wohl eine anndhernde, aber nie eine absolute
Konstanz der Energie eines endlichen Systems ein. Indessen: je raumlich
ausgedehnter man das System wahlt, um so mehr treten im allgemeinen die
auBleren Wirkungen zuriick gegen die Grole der Energie des Systems und der
Anderungen ihrer einzelnen Teile (vgl. §66). Denn die duBeren Wirkungen
sind von der Groflenordnung der Oberfliche, die Energie des Systems aber
ist von der GroBenordnung des Volumens.! Bei sehr kleinen Systemen
(Volumenelementen) ist es aus demselben Grunde gerade umgekehrt: hier
iiberwiegen die dufleren Wirkungen derart, dafl die Energie des Systems
gegen jede einzelne duflere Wirkung vernachléssigt werden kann. Von diesem
Satze macht man haufig Gebrauch, z. B. in der Theorie der Wéarmeleitung
bei der Aufstellung der Grenzbedingungen.

In dem hier besprochenen Falle wird man also sagen konnen: Je rdumlich
ausgedehnter das System angenommen wird, um so angenéherter bleibt im
allgemeinen seine Energie konstant. Man wird schon einen verhéltnisméafig
kleinen Fehler begehen, wenn man die Energie unseres Sonnensystems
konstant setzt, einen verh&ltnisméfiig noch kleineren, wenn man dasselbe
bei dem ganzen uns bekannten Fixsternsysteme tut, und in diesem Sinne
hat der Satz: Die Energie eines unendlich grofien Systems, oder die Energie
der Welt, bleibt konstant, allerdings eine tatsichliche Bedeutung.?

Ganz in dhnlicher Weise 1483t sich der Satz von der steten Vermehrung
der Entropie der Welt verstehen. Je umfassender ein System ist, einen desto
kleineren verhéltnisméfigen Fehler wird man im allgemeinen begehen, wenn
man den Satz ausspricht, dafl die Entropie des Systems zunimmt, ganz
abgesehen von allen auflerhalb des Systems eingetretenen Verdnderungen.

§ 136. Zum Schlusse moge noch die prinzipielle Frage nach den
etwaigen Grenzen der Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes kurz erortert
werden.? Wenn dem zweiten Hauptsatz der Wirmetheorie irgendwelche

!Dieser Satz gilt ganz allgemein fiir alle physikalischen Vorgiinge, falls unvermittelte
Fernewirkungen ausgeschlossen werden.

2Analytisch 1a8t sich dies folgendermaBen formulieren: Bezeichnet E die gesamte
Energie, die in einem bestimmten sehr grofien Raume R enthalten ist, so gilt die
Gleichung;:

D. h. die GroBe log E dndert sich um so weniger mit der Zeit, je grofler R genommen
wird, und néahert sich unbegrenzt der Konstanz.

3Die folgenden Betrachtungen erértern die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes
selbstverstdndlich nur so weit, als sie sich von dem in diesem Werk eingehaltenen,
alle atomistischen Hypothesen vermeidenden Standpunkte aus {ibersehen &8t.
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Schranken gesetzt sind, wie gegenwértig noch viele Naturforscher und
Philosophen wollen, so laft sich doch jedenfalls so viel von vornherein
behaupten, dafl deren Existenz nur entweder in einer Unrichtigkeit unseres
Ausgangspunktes: der Unmdglichkeit des perpetuum mobile zweiter Art, oder
in einem Mangel unserer Beweisfiihrung begriindet sein kann. Den ersten
Einwand haben wir schon am Anfang der Beweisfithrung (§116) als berechtigt
anerkannt, er 1t sich durch keine Argumentation beseitigen. Der zweite
Einwand aber, der wesentlich darauf hinauslauft, daf§ zwar die praktische
Unmoglichkeit des perpetuum mobile zweiter Art zugegeben wird, nicht
aber die absolute, da wir eben mit unseren beschrinkten experimentellen
Hilfsmitteln gar nicht immer imstande seien, eintretendenfalls die in dem
Beweisgang vorausgesetzten idealen Prozesse zur wirklichen Konstruktion
eines perpetuum mobile zweiter Art zu verwerten, erweist sich bei ndherer
Untersuchung als unstichhaltig. Denn es wére ganz ungereimt, anzunehmen,
dafl die Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes irgendwie mit der gréferen
oder geringeren Ausbildung der Beobachtungs- bez. Experimentierkunst
des Physikers oder Chemikers zusammenhédngt. Der Inhalt des zweiten
Hauptsatzes hat ja mit dem Experimentieren gar nichts zu tun, er lautet in
nuce: , Es existiert in der Natur eine Grofle, welche bei allen in der Natur
stattfindenden Verdnderungen sich immer nur in demselben Sinne #&ndert.
Dieser Satz, in dieser Allgemeinheit ausgesprochen, ist entweder richtig oder
falsch; aber er bleibt das, was er ist, ohne Riicksicht darauf, ob auf der
Erde denkende oder messende Wesen existieren, und ob diese Wesen, wenn
sie existieren, die Einzelheiten physikalischer oder chemischer Prozesse um
eine, zwei, oder um hundert Dezimalstellen genauer kontrollieren koénnen,
als wir das heute zu tun vermdgen. Die Grenzen des Satzes, falls sie
iiberhaupt vorhanden sind, konnen notwendig nur auf demselben Gebiete
liegen, wo auch sein Inhalt liegt: in der beobachteten Natur, und nicht
im beobachtenden Menschen. Daran &dndert der Umstand nichts, dafl wir
uns zur Ableitung des Satzes menschlicher Erfahrungen bedienen; das ist
iiberhaupt der einzige Weg fiir uns, um zur Erkenntnis von Naturgesetzen
zu gelangen. Sind sie einmal erkannt, so miissen sie auch als selbsténdig
anerkannt werden, soweit wir {iberhaupt davon reden koénnen, dafi ein
Naturgesetz unabhéngig vom denkenden Geiste Bestand hat; und wer dies
leugnen wollte, miifite die Moglichkeit einer Naturwissenschaft {iberhaupt
leugnen.

Mit dem ersten Hauptsatz verhalt es sich ganz d&hnlich. Der unmittelbarste
unter den allgemeinen Beweisen des Energieprinzips ist wohl fiir die Mehrzahl der
vorurteilslosen Naturforscher die Tatsache der Unmoglichkeit des perpetuum
mobile erster Art, und doch wird sich heutzutage kaum jemand finden, der die
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Giiltigkeit des Energieprinzips mit dem Genauigkeitsgrade des experimentellen
Nachweises dieses allgemeinen Erfahrungssatzes in Verbindung bringt. Ebenso
wird vermutlich die Zeit kommen, wo auch das Prinzip der Vermehrung
der Entropie aufler Zusammenhang mit menschlicher Experimentierkunst,
von einzelnen Metaphysikern wohl gar als a prior: giiltig hingestellt werden
wird. Bis dahin wird es aber fiir den Anhénger sowohl wie fiir den Gegner
des zweiten Hauptsatzes keine wirksamere Waffe zum Kampfe um seine
Allgemeingiiltigkeit geben, als das unablissige Bemiihen, den tatséchlichen
Inhalt dieses Satzes bis in seine duflersten Konsequenzen zu verfolgen und
jede derselben, korrekt formuliert, vor den Richterstuhl der héchsten Instanz,
der Erfahrung, zu bringen. Wie die Entscheidung dann auch fallen moge,
unter allen Umstédnden wird uns aus dieser Taktik sicher bleibender Gewinn
erwachsen, da wir damit dem Hauptzweck der ganzen Naturforschung
dienen: der Bereicherung unseres tatsidchlichen Wissens.

Drittes Kapitel. Allgemeine Folgerungen.

§ 137. Die erste Anwendung, welche wir von dem im vorigen Kapitel
in die allgemeinste Form gebrachten Entropieprinzip machen wollen, betrifft
den frither im §90 fiir ein ideales Gas eingehend beschriebenen CARNOTschen
umkehrbaren Kreisprozef zwischen zwei Wéarmereservoiren, diesmal aber,
statt mit einem idealen Gase, ausgefithrt mit einem ganz beliebigen System,
wobei auch chemische Wirkungen, wofern sie nur reversibel sind, nicht
ausgeschlossen werden. Indem wir wegen der Bezeichnungen usw. auf das
dort Gesagte verweisen, konnen wir sogleich das Resultat hier aussprechen.

Der erste Hauptsatz verlangt fiir den Kreisprozefl, dafl die von dem
wéarmeren Reservoir abgegebene Warmemenge Q9 dquivalent ist der Summe

der von dem System geleisteten Arbeiten: A’ = —A und der von dem
kithleren Reservoir aufgenommenen Warmemenge: Q) = —Q1, also, ebenso
wie in (42)

Qx=A'+ Q)
oder:
(63) Q1+Q2+A=0.

Der zweite Hauptsatz verlangt wegen der Reversibilitdt des Prozesses,
dal alle Korper, welche am SchluB des Prozesses irgendwelche innere
Verdnderungen aufweisen, — und das sind hier nur die beiden Warmebehélter
— die ndmliche Entropiesumme besitzen wie am Anfang. Nun betragt die
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Entropiednderung des ersten Reservoirs nach (62):

QT Q1 . .
(64) T die des zweiten: — T,

Also ist die Summe:

Q. @ _

(65) T

0,

woraus in Verbindung mit (63) folgt:

Q:Q2: A= (-T1):Ty: (Th —T>)

genau die Gleichung (44), nur dafl hier iiber die Natur des Systems,
mit welchem der Kreisprozefl ausgefiihrt wurde, gar keine Voraussetzung
gemacht ist.

Um also durch einen CARNOTschen reversibeln Kreisprozef3, ausgefiihrt
mit einer beliebigen Substanz zwischen zwei Wéiarmebehéltern von den
Temperaturen 7 und Th > T3, die Arbeit A’ aus dem wéirmeren Behilter
zu gewinnen, mufl man die Wiarmemenge:

T
Q/l — 1 A/
-1
vom warmeren Behélter zum kélteren iibergehen lassen. Oder umgekehrt
ausgedriickt: man kann den Ubergang der Warme @} von T auf T; mittels
eines reversibeln Kreisprozesses dazu benutzen, um die Arbeit

11T

/
(66) A -

Ql
aus dem wérmeren Behilter zu gewinnen.

§ 138. Ist der Kreisprozefl nicht reversibel, kommen also in seinem
Verlauf irgendwelche irreversible physikalische oder chemische Anderungen
des Systems vor, so bleibt die Energiegleichung (63) bestehen, dagegen tritt
fir die Entropiednderung der Wirmebehilter statt (65) die Ungleichung
ein:

—El X250,
Ty T2>

Hierbei ist wohl zu bemerken, dafi die Ausdriicke (64) fir die
Entropiednderung der Wérmebehélter auch hier bestehen bleiben, wenn wir
nur die Voraussetzung festhalten, dal 77 und 75 die Temperaturen der
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beiden Warmebehilter bedeuten, und dafl etwaige Volumenédnderungen der

als Warmebehélter dienenden Korper in umkehrbarer Weise stattfinden.
Also:

Q1 Q2
(67) T + T < 0
oder:
T2 /
Q2 < ﬁQp

woraus in Verbindung mit (63) hervorgeht:

T
A’=—A=Q1+Q2<Q1+ﬁ@1

Q17

d. h. die mittels eines Kreisprozesses durch den Ubergang der Wirme Q]
von Tp auf 77 aus dem wirmeren Behélter zu gewinnende Arbeit A’ ist
fiir einen irreversibeln Prozef stets kleiner als fiir einen reversibeln ProzeS.
Letztere, durch (66) dargestellte Arbeit gibt also zugleich das Maximum
der Arbeit an, welches iiberhaupt durch einen KreisprozefS mit irgend
einem System durch den Ubergang der Wirme Q) von Ty auf T aus dem
wérmeren Behélter zu gewinnen ist.
Wenn speziell A’ =0, so folgt aus der Energiegleichung (63):

Q2=-Q1=Q}

und die Ungleichung (67) geht iiber in:

1 1
Q@2 <2‘T1)<0'

In diesem Falle besteht die ganze durch den Kreisproze3 hervorgerufene
Veriinderung einfach in dem Ubergang der Wirme @ aus dem Behélter
von der Temperatur 7o in den von der Temperatur T, und die letzte
Ungleichung besagt, da dieser Ubergang immer in der Richtung vom
warmeren zum kélteren Reservoir erfolgt.

Wiederum ein spezieller Fall eines derartigen Prozesses ist der direkte
Ubergang der Wirme durch Leitung von dem einen Behélter zum anderen,
ohne jede tatsdchliche Beteiligung des Systems, welches den Kreisprozef3
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durchmacht. Die Wéarmeleitung ist also, wie man hier sieht, irreversibel, da
sie eine Zunahme der Summe der Entropien beider Warmebehélter bedingt.

8§ 139. Machen wir noch die Anwendung auf einen beliebigen, reversibeln
oder irreversibeln, Kreisprozefi mit irgend einem System von Korpern,
in dessen Verlauf nur ein einziges Wérmereservoir von der konstanten
Temperatur T beliebig oft zur Benutzung kommt. Wie auch der Prozef3
im einzelnen beschaffen sein mag, am Schlufl desselben ist keine andere
Entropiednderung in der Natur eingetreten, als diejenige, welche das benutzte
Reservoir erlitten hat. Nach dem ersten Hauptsatz ist die Summe der im
ganzen von auflen auf das System ausgeiibten Arbeit A und der im ganzen
dem System aus dem Reservoir zugefithrten Wérme Q:

A+Q=0.

Nach dem zweiten Hauptsatz ist die Entropieéinderung des Reservoirs,
wenn wir wieder, wie immer, voraussetzen, dafl etwaige Volumenverinderungen
des Reservoirs in umkehrbarer Weise stattfinden:

Q-
T = 0
oder: Q=0 folglich: A=20,

d. h. es ist Arbeit verbraucht und Wiarme im Reservoir erzeugt worden.
Diese Ungleichung ist die analytische Formulierung der Unmoglichkeit des
perpetuum mobile zweiter Art.

Ist im Grenzfall der Prozef reversibel, so verschwindet das Ungleichheits-
zeichen, und es ist sowohl die Warme @Q als auch die Arbeit A
gleich Null. Auf diesem Satze beruht die grofle Fruchtbarkeit des zweiten
Hauptsatzes in seiner Anwendung auf isotherme reversible Kreisprozesse.

§ 140. Wir wollen uns jetzt nicht mehr mit Kreisprozessen, sondern
mit der allgemeinen Frage nach der Richtung irgend einer in der Natur
eintretenden Verdnderung eines beliebig gegebenen Systems beschéftigen.
Besonders bei den chemischen Vorgéingen spielt ja diese Frage eine wichtige
Rolle. Der zweite Hauptsatz, in Verbindung mit dem ersten, erteilt hierauf
eine allgemeine Antwort, da er eine notwendige Bedingung fiir jede in der
Natur stattfindende Anderung enthilt. Wir denken uns irgend ein homogenes
oder heterogenes System von Korpern, von gemeinsamer Temperatur T,
und fragen nach den Bedingungen des Eintritts irgend einer physikalischen
oder chemischen Verédnderung.

Nach dem ersten Hauptsatz ist fiir eine unendlich kleine Zustandsdnderung:

(68) AU = Q + A,
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wenn U die Gesamtenergie des Systems, ) die wéahrend des betrachteten
Vorgangs von auflen in das System eintretende Warmemenge, und A die
von auflen gegen das System geleistete Arbeit bezeichnet.

Nach dem zweiten Hauptsatz ist die Anderung der Summe der Entropien
aller an dem Vorgang irgendwie beteiligten Korper:

dS +dSy =2 0,

wenn S die Entropie des Systems, Sy die Entropie des umgebenden Mediums
(atmosphérische Luft, kalorimetrische Fliissigkeit, Gefafiwand) bezeichnet,
welches infolge von Arbeitsleistung oder Warmeabgabe auch an dem Vorgang
beteiligt sein kann.

Das Gleichheitszeichen gilt fiir reversible Vorgénge, die allerdings nur
als idealer Grenzfall der in Wirklichkeit moglichen Vorgénge zu betrachten
sind (§115).

Setzen wir voraus, dafl etwaige Volumeninderungen des umgebenden
Mediums in umkehrbarer Weise erfolgen, so ist nach (62):

__ 9 e @
dSy = T also: dS T:O

oder nach (68):

dU — A
_ >
(69) as 7 2 0
Anders geschrieben:
(70) dU —TdS < A.

In dieser Relation gipfeln alle bisher von verschiedenen Autoren auf
verschiedenen Wegen aus dem zweiten Hauptsatz fiir den Eintritt
thermodynamisch-chemischer Verédnderungen hergeleiteten Schliisse. Da der
Differentialausdruck links im allgemeinen nicht das vollstédndige Differential
einer bestimmten Grofle bildet, so 148t sich die Relation nicht allgemein
integrieren, d. h. der zweite Hauptsatz gestattet keinen allgemeinen Ausspruch
iiber eine endliche Zustandséinderung des Systems allein, falls man von den
auBleren Bedingungen, denen das System unterworfen ist, nichts Néheres weif3;
wie das ja auch von vornherein einleuchtend ist und ebenso auch fiir den ersten
Hauptsatz gilt. Um zu einem Gesetz fiir eine endliche Zustandsdnderung des
Systems allein zu gelangen, mufi man solche duflere Bedingungen kennen,
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welche die Integration des Differentialausdrucks gestatten.! Unter diesen
sind im folgenden die merkwiirdigsten Fiélle hervorgehoben.

§ 141. Erster Fall. Adiabatischer Vorgang. Bei Ausschlufl des
Wirmeaustausches mit der Umgebung ist @ =0, also nach (68):

au = A

und infolgedessen nach (70):
s > 0,

d. h. die Entropie des Systems nimmt zu oder bleibt konstant. Diesen Fall
haben wir schon geniigend erortert.

§ 142. Zweiter Fall. Isothermer Vorgang. Bei konstant gehaltener
Temperatur 7 geht (70) tiber in:

(70a) d(U —TS) < A,

d. h. die Zunahme der Grée (U —TS) ist kleiner, im Grenzfall ebensogro8
wie die von auflen her gegen das System geleistete Arbeit. Da man in der
Thermochemie bei der Messung von Wiarmeténungen den Endzustand stets
auf die Temperatur des Anfangszustandes reduziert, so ist dieser Satz fiir
die Anwendung auf chemische Prozesse besonders geeignet. Setzen wir:

(71) U—-TS=F,

so ist fiir eine reversible isotherme Zustandsénderung:
dF = A,

integriert:

(72) F—-F1=) A4

d. h. bei einem endlichen reversibeln isothermen Vorgang ist die ganze von
aulen auf das System ausgeiibte Arbeit gleich der Zunahme von F, oder

!Man spricht zwar manchmal von einem System, das ,sich selbst iiberlassen®
ist; aber dies darf natiirlich niemals so gedeutet werden, als ob in gewissen Féllen
bestimmte Anderungen in dem System vor sich gehen kénnten, ohne daf iiberhaupt
dulere Bedingungen vorgeschrieben sind. Denn in der Natur gibt es kein endliches
»sich selbst iiberlassenes® System. Irgendwelche Bedingungen an der Oberfliche sind
immer vorhanden, sei es, dafl das System in ein Gefafl mit festen oder elastischen
Wiénden eingeschlossen ist, oder dafl es an die freie Atmosphére grenzt, oder daf es
sich in einem evakuierten Raum befindet, usw.
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die ganze von dem System nach auflen hin geleistete Arbeit ist gleich der
Abnahme von F, hédngt also nur von dem Anfangs- und Endzustand des
Vorgangs ab. Ist F} = Fy, wie z. B. bei einem Kreisprozef3, so ist die duflere
Arbeit gleich Null. (Vgl. §139.)

Da somit die Funktion F zu der &dufleren Arbeit in ganz derselben
Beziehung steht, wie die Energie U nach der Gleichung (17) zu der Summe
von duferer Arbeit und duflerer Warme, so heifit F nach H. v. HELMHOLTZ
die ,freie Energie“ des Systems (vollstdndiger wiirde sie heiflen: , freie Energie
fiir isotherme Vorgénge“), und dementsprechend U die , Gesamtenergie®,
und der Rest:

U-F=TS=G

die ,gebundene“ Energie des Systems. Letztere liefert demnach fiir
einen reversibeln isothermen Vorgang durch ihre Anderung die &uBere
Wirmeaufnahme. Man kann dies auch so ausdriicken: Bei reversibeln
isothermen Prozessen zerfillt der Satz der Erhaltung der Energie:

Up—Ur=) A+> Q
in zwei getrennte Teile: den Satz der freien Energie:
F—F =) A,

und den Satz der gebundenen Energie:

G2—01:§:Q.

Aber es ist wohl zu beachten, dafi diese Zerlegung nur fiir reversible
isotherme Anderungen durchfiihrbar ist.
Bei irreversibeln isothermen Vorgéngen ist nach (70a):

dF < A,
integriert:
(73) Fr— F <ZA,

d. h. die freie Energie nimmt weniger zu als der verbrauchten Arbeit
entspricht. In Verbindung mit dem obigen Resultat fiir reversible Prozesse
kann man dies auch so formulieren: Bei irreversibeln isothermen Prozessen
ist die verbrauchte Arbeit immer gréfler, also die gewonnene Arbeit immer
kleiner als diejenige Arbeit, welche man bei der ndmlichen Zustandsdnderung
des Systems verbrauchen bez. gewinnen wiirde, wenn sie auf reversibelm
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Wege vor sich ginge. Denn die letztere wird eben nach (72) durch die
Differenz der freien Energie am Anfang und am Ende des Prozesses gegeben.

Daher liefert ein, im iibrigen beliebiger, reversibler Ubergang des
Systems von einem Zustand zu einem anderen immer das Maximum der
Arbeit, welches iiberhaupt aus einem isothermen Ubergang des Systems
von dem einen Zustand zum anderen gewonnen werden kann, wihrend
bei jedem irreversibeln Ubergang ein gewisser Arbeitsbetrag, niamlich die
Differenz des Maximums der zu gewinnenden Arbeit (Abnahme der freien
Energie) und der wirklich gewonnenen Arbeit, verloren geht.

Wenn hier davon gesprochen wird, daB der Ubergang eines Systems
aus einem Zustand in einen anderen einmal auf irreversibelm, einmal auf
reversibelm Wege vorgenommen wird, so liegt darin kein Widerspruch mit
dem anderen, selbstverstiandlichen Satze, dafi zwischen zwei Zustéinden eines
Systems nur entweder ein reversibler oder ein irreversibler Ubergang maglich
ist, ohne daB in anderen Koérpern Anderungen zuriickbleiben. In dem hier
betrachteten Falle kénnen in der Tat Anderungen in einem anderen Korper
zuriickbleiben, n&mlich in dem das System umgebenden Medium, welches
nach §140 im allgemeinen positive oder negative Wérme an das System
abgibt, und in unserem Falle abgeben muf, um das System auf konstanter
Temperatur zu erhalten.

§ 143. Erfolgt ein isothermer Prozefl, wie die meisten chemischen
Prozesse, mit verschwindend kleiner Arbeitsleistung:

Y A=,

so ist nach (73):
F, — F1 <0,

d. h. die freie Energie nimmt ab. Die Grofle dieser Abnahme kann man
als ein quantitatives Mafl benutzen fiir die Arbeit der Krifte (chemische
Verwandtschaft, Affinitat, Aviditiat), welche den Prozef veranlassen; dieselbe
geht dabei als duflere Arbeit verloren.

Es werde z.B. eine wéfirige Losung eines nichtfliichtigen Salzes
durch Zusatz von Wasser auf isothermem Wege verdiinnt, indem die
Verdiinnungswirme von einem passenden Wiérmereservoir aufgenommen
oder geliefert wird, je nachdem die Energie U, der verdiinnten Losung
(Endzustand) kleiner oder grofler ist als die Summe U; der Energie
der unverdiinnten Losung und der Energie der zugesetzten Wassermenge
(Anfangszustand). Die freie Energie F» der verdiinnten Losung dagegen
ist nach der letzten Ungleichung notwendig kleiner als die Summe F;
der freien Energie der unverdiinnten Losung und der freien Energie des
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zugesetzten Wassers. Der Betrag der Abnahme der freien Energie, oder die
von der ,,Anziehungskraft der Losung auf das Wasser® beim Verdiinnen
geleistete Arbeit, kann gemessen werden, indem man den Verdiinnungsprozef
auf irgend einem reversibeln isothermen Wege vollzieht, wobei dann nach
Gleichung (72) dieser Arbeitsbetrag wirklich als duflere Arbeit gewonnen
wird. Ein solcher reversibler Ubergang ist z. B. folgender: Man lasse das
zuzusetzende Wasser zunéchst bei konstanter Temperatur unter dem Druck
seines gesittigten Dampfes unendlich langsam verdampfen. Wenn alles in
Dampf verwandelt ist, lasse man den Dampf sich isotherm und umkehrbar
weiter ausdehnen, so lange, bis die Dichte des Dampfes derjenigen gleich
ist, welche geséttigter Wasserdampf bei der betreffenden Temperatur in
Beriihrung mit der Losung besitzt. Nun bringe man den Dampf mit der
Losung in dauernde Berithrung; das Gleichgewicht wird dadurch nicht
gestort. Schliellich kondensiere man durch unendlich langsame isotherme
Kompression den unmittelbar iiber der Losung befindlichen Wasserdampf
vollstéandig; er verteilt sich dann gleichméfiig durch die ganze Losung.
Dieser isotherme Prozefl besteht aus lauter Gleichgewichtszustdnden, er ist
also reversibel, und die durch ihn gewonnene &duflere Arbeit reprisentiert
daher zugleich die bei direkter Mischung eingetretene Abnahme der freien
Energie: F; — F>. Eine jede andere Methode der isothermen reversibeln
Uberfiithrung von Wasser in die Losung muf natiirlich den namlichen Wert
dieser Differenz liefern. Daher kann man z. B. die elektromotorische Kraft
einer galvanischen Konzentrationskette aus dem Dampfdruck der Losung
berechnen (HELMHOLTZ).

Nehmen wir als weiteres Beispiel ein Knallgasgemenge, das durch einen
elektrischen Funken zur Explosion gebracht wird. Der Funken spielt hier
nur eine sekundére Rolle, als auslosende Wirkung, da seine Energie gegen
die {iibrigen zum Umsatz gelangenden Energiemengen nicht in Betracht
kommt. Die Arbeit der chemischen Verwandtschaftskrifte, welche sich in
diesem ProzeB betétigt, wird gemessen durch diejenige Arbeit, die man
durch die chemische Vereinigung von Wasserstoff und Sauerstoff gewinnen
konnte, wenn dieselbe auf irgend einem reversibeln Wege vorgenommen
wiirde. Durch Division dieser Arbeit durch die Zahl der oxydierten
Wasserstoffmolekiile erhélt man ein Mafl fiir die Grofle der Kraft, mit
welcher ein Wasserstoffmolekiil sich zu oxydieren strebt. Doch hat diese
Definition der chemischen Kraft zunéchst nur insofern Bedeutung, als sie
eben mit jener Arbeit zusammenhéngt.

§ 144. In dem Ausdruck (71) der freien Energie iiberwiegen bei
chemischen Vorgiingen die Anderungen des ersten Gliedes: U oft bei weitem
die des zweiten Gliedes: T'S. Deshalb kann man héufig statt der Abnahme
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von F auch die Abnahme von U, d.h. die Wéarmetonung, als ein Mafl
der chemischen Arbeit ansehen, und den Satz aussprechen, dafl die ohne
auere Arbeit eintretenden chemischen Umwandlungen im Sinne grofiter
Wirmeentwickelung erfolgen (Prinzip von BERTHELOT). Indessen bei hohen
Temperaturen, wo 7', und bei Gasen und verdiinnten Loésungen, wo S grof3
wird, kann man die Vernachléssigung des Gliedes T'S nicht ohne merklichen
Fehler begehen. Daher erfolgen bei hcherer Temperatur und in Gasen und
verdiinnten Loésungen chemische Anderungen héufig auch in der Richtung
steigender Gesamtenergie, d. h. unter Warmeabsorption.

§ 145. Bei allen diesen Sétzen ist streng daran festzuhalten, dafl sie
sich nur auf isotherme Zustandsédnderungen beziehen. Um die Frage zu
beantworten, wie sich die freie Energie bei anderen Zustandsdnderungen
verhélt, hat man nur aus (71) das vollstdndige Differential zu bilden:

dF =dU —TdS — SdT

und dies in die allgemein giiltige Beziehung (70) einzusetzen. Man erhilt
dann fiir einen beliebigen physikalischen oder chemischen Vorgang:

dF < A — SdT,

d. h. wenn die Temperatur sich dndert, besteht eine wesentlich verwickeltere
Bezichung zwischen der geleisteten Arbeit A und der Anderung der freien
Energie F', — eine Beziehung, die sich im allgemeinen wohl kaum fruchtbar
verwerten 1a8t.

§ 146. Berechnen wir den Wert der freien Energie fiir ein ideales Gas.
Da hierfiir nach Gleichung (35)

U= Mu= M(c,T +b) (b konstant)
und nach Gleichung (52)
R
S = M(cylogT + —logv + a), (a konstant)
m
so ist nach (71)
(74) F:M{T(cv—a—cvlogT)—flogv%—b}

also behaftet mit einer additiven linedren Funktion von T, die hier ganz
nach Willkiir fixiert werden kann. Beziiglich der Konstanten b a3t sich
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diese Willkiir auf thermodynamischem Wege iiberhaupt nicht beseitigen.
Dagegen ergibt sich ein Verfahren zur Berechnung der Konstanten a aus
dem NERNSTschen Wérmetheorem. (Vgl. §287.)

Bei einer isothermen Zustandsdnderung des Gases ist nach §142:

dF < A

oder nach (74)

Ist die Zustandsdnderung reversibel, so ist also die von auflen aufgewendete
Arbeit A = —pdV. Ist aber die Anderung irreversibel, so gilt das
Ungleichheitszeichen, d.h. die Kompressionsarbeit ist grofler, oder die
Ausdehnungsarbeit geringer als diejenige Arbeit, welche man bei reversibler
Volumenénderung aufwenden bez. gewinnen wiirde.

§ 147. Dritter Fall. Isotherm-isobarer Vorgang. Wenn aufler der
Temperatur T auch der &duflere Druck p, unter dem das System stehen
moge, andauernd konstant gehalten wird, so 148t sich der Betrag der von
auflen aufgewendeten Arbeit angeben:

A= —pdV

und der Ausdruck in (69) stellt ein vollsténdiges Differential vor:

U+ pV >
d(S T )_0.

Man kann also dann auch fiir endliche Zustandsinderungen den Satz
aussprechen, dafl die Funktion:

_U+pV_
=

)

(75) s

notwendig zunimmt, und nur im Grenzfall, fiir reversible Anderungen,
konstant bleibt.

§ 148. Gleichgewichtsbedingungen. Die allgemeinste aus der Ther-
modynamik fiir ein Korpersystem abzuleitende Gleichgewichtsbedingung
beruht auf dem Satz, daf} in einem System dann keine Verdnderung eintreten
kann, wenn eine zu einer Verdnderung notwendige Bedingung in keiner
Weise erfiillbar ist.

Nun ist nach (69) fiir jede in Wirklichkeit eintretende Verdnderung
eines Systems:

au — A

ds = T

> 0.
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Denn das Gleichheitszeichen wiirde nur idealen Anderungen entsprechen, und
ideale Anderungen treten in der Natur nicht ein. Folglich mufi Gleichgewicht
bestehen, wenn fiir jede mit den gegebenen festen Bedingungen des Systems
vertréigliche Zustandsdnderung:

oU —A

08 — T

<0.

Hier bezieht sich das Zeichen §, im Gegensatz zum Zeichen d, das
der wirklichen Verénderung entspricht, auf irgend eine beliebige virtuelle
unendlich kleine Zustandsidnderung des Systems.

§ 149. In den meisten von uns weiter zu behandelnden Féllen
ist, wenn eine gewisse virtuelle unendlich kleine Zustandsdnderung mit
den festen Bedingungen des Systems vertrédglich ist, auch die gerade
entgegengesetzte, durch die entgegengesetzten Vorzeichen aller Variationen
dargestellte Zustandséinderung mit ihnen vertraglich. Das gilt immer dann,
wenn die festen Bedingungen durch Gleichungen, nicht durch Ungleichungen
ausgedriickt werden. In einem solchen Falle konnte man, falls fiir eine
virtuelle Anderung in obiger Bedingung das Zeichen < gelten wiirde,
einfach die entgegengesetzte Variation nehmen, um eine Zustandsinderung
zu erhalten, welche den Bedingungen der wirklichen Vorgénge geniigt und
daher in der Natur eintreten kann. Hier ist also das Gleichgewicht nur
dann nach allen Richtungen hin gesichert, wenn fiir jede mit den festen
Bedingungen vertrigliche Anderung:

SU—A

(76) 55 — ——

0.

Diese Gleichung spricht eine fiir das Gleichgewicht hinreichende, aber, wie
wir eben sahen, nicht gerade in allen Fillen notwendige Bedingung aus. Ja
selbst wenn die festen Bedingungen eine Umkehrung der Vorzeichen aller
Variationen gestatten, besteht erfahrungsgeméafS manchmal Gleichgewicht,
ohne dafl die letzte Gleichung erfiillt ist, d.h. es tritt unter Umsténden
in der Natur eine Verdnderung nicht ein, obwohl sie sowohl den festen
Bedingungen als auch den Forderungen des zweiten Hauptsatzes Geniige
leisten wiirde. Man wird dadurch zu dem Schlusse gefiihrt, dafl sich in
einem solchen Falle dem Eintritt der Verdnderung eine Art Widerstand
entgegenstellt, der wegen der Richtung, in welcher er wirkt, in manchen
Féllen auch Tréagheitswiderstand oder passiver Widerstand genannt wird.
Solch ein Gleichgewichtszustand ist immer in gewissem Sinne labil; denn
oft geniigt eine geringfiigige und mit den im System vorhandenen Gréflen
quantitativ gar nicht vergleichbare Storung, um die Verdnderung, dann oft
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mit grofler Heftigkeit, eintreten zu lassen. Beispiele hierfiir bieten eine unter
ihre Gefriertemperatur abgekiihlte Fliissigkeit, ein {ibersattigter Dampf,
eine {iibersattigte Losung, eine explosible Substanz usw. Wir werden uns
vorwiegend mit den Bedingungen des stabilen Gleichgewichts beschéftigen,
wie sie aus der Bedingung (76) folgen.

Diese Gleichung 148t sich unter gewissen Umsténden als Maximum- oder
Minimumbedingung aussprechen, ndmlich immer, aber auch nur dann, wenn
die duBleren Bedingungen, unter denen das System gehalten wird, derart
sind, daf} die linke Gleichungsseite als Variation einer bestimmten endlichen
Funktion dargestellt werden kann. Im folgenden sind die wichtigsten derartigen
Félle hervorgehoben; sie entsprechen ganz den oben fiir gewisse spezielle
Verdnderungen abgeleiteten Sétzen, aus deren Inhalt auch unmittelbar zu
erkennen ist, ob es sich hier um ein Maximum oder um ein Minimum
handelt.

§ 150. Erster Fall (§141). Bei Ausschlu} des Wérmeaustausches
mit der Umgebung ist nach dem ersten Hauptsatz:

ou=A
und daher aus (76)
(77) §S = 0.

D. h. unter allen Zustidnden des Systems, die bei verhinderter &uflerer
Wiérmezufuhr auseinander hervorgehen konnen, ist der Gleichgewichtszustand
durch ein Maximum der Entropie ausgezeichnet. Wenn es mehrere Zusténde
gibt, in welchen die Entropie einen Maximalwert besitzt, so stellt jeder
derselben einen Gleichgewichtszustand dar. Wenn aber der Wert der Entropie
in einem bestimmten Zustand grofler ist als in allen {ibrigen in Betracht
kommenden, so bezeichnet dieser Zustand das absolut stabile Gleichgewicht.
Denn von ihm aus ist iiberhaupt keine Verédnderung mehr moglich.

§ 151. Zweiter Fall (§142). Bei konstant gehaltener Temperatur

geht (76) tber in:
U A

_OF = —A,

oder nach (71):

d. h. unter allen Zusténden, die das System bei konstant gehaltener Temperatur
annehmen kann, ist ein Gleichgewichtszustand dadurch ausgezeichnet, daf3
die freie Energie des Systems nicht abnehmen kann, ohne dafl das System
gleichzeitig eine dquivalente Arbeit nach auflen hin leistet.
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Wenn der Betrag der dufleren Arbeit zu vernachléssigen ist, wie bei
konstant gehaltenem Volumen, oder bei vielen chemischen Vorgingen, so
ist A =0, und die Bedingung des Gleichgewichts lautet:

SF =0,

d. h. unter allen Zustédnden, die bei konstant gehaltener Temperatur ohne
Leistung duflerer Arbeit auseinander hervorgehen konnen, ist der stabilste
Gleichgewichtszustand durch das absolute Minimum der freien Energie
ausgezeichnet.

§ 152. Dritter Fall (§147). Wird aufler der Temperatur T der
Druck p, dem das System unterworfen ist, gleichméflig und konstant gehalten,
so hat man

(78) A=—pdéV

und die Gleichgewichtsbedingung (76) wird:

U+pV\
(5= 00 <o

oder nach (75)
(79) 5% =0,

d. h. bei konstanter Temperatur und konstantem Druck nimmt das System
im stabilsten Gleichgewicht denjenigen Zustand an, welchem das absolute
Maximum der Funktion ® entspricht.

Wir werden im néchsten Abschnitt Gleichgewichtszusténde verschiedener
Systeme auf Grund der hier abgeleiteten Sétze betrachten, und dabei nach
der Reihe von einfacheren zu komplizierteren Fiéllen aufsteigen.

§ 152a. Bei der mathematischen Behandlung thermodynamischer
Gleichgewichtsprobleme ist in erster Linie von Wichtigkeit die Wahl der
unabhéngigen Variabeln. Je nachdem diese in der einen oder der anderen Weise
getroffen wird, treten andere charakteristische Funktionen in den Vordergrund,
und hierdurch unterscheidet sich die Form der Darstellung bei den verschiedenen
Autoren. In jedem Falle, bei jeder Wahl der unabhéngigen Variabeln,
existiert nédmlich, wie zuerst MASSIEU gezeigt hat, eine charakteristische
Funktion, aus deren Ausdruck alle thermodynamischen Eigenschaften des
betrachteten im thermodynamischen Gleichgewicht befindlichen Systems
eindeutig, durch einfache Differentiation, abgeleitet werden kénnen, und zwar
ist dies immer gerade diejenige Funktion, deren Maximum bzw. Minimum bei
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Konstanthaltung der betreffenden unabhéngigen Variabeln geméafl den Sétzen
der letzten Paragraphen das thermodynamische Gleichgewicht charakterisiert.
Wenn z. B. als unabhéngige Variable die Energie U und das Volumen
V gewdhlt werden, so stellt die Entropie S die charakteristische Funktion
dar. In der Tat findet man aus der Gleichung:
_dU +pdV _ 0S a8

as #—%deLWdV

95) _ L g (25) _»r

ou)y V ov)y T
Ist also S als Funktion von U und V bekannt, so ergeben sich fiir 7" und p
die Ausdriicke:

unmittelbar:

0S

_ 1 _ Vv
Tﬁ@i’pifﬁ’
oU oU

und daraus auch S und U als Funktionen von T und p.
Wenn andrerseits V' und T als unabhingige Variable gewihlt werden,
so ist die freie Energie F die charakteristische Funktion. Denn aus (71)
folgt allgemein:
dF =dU —TdS — SdT

oder:
dF = —pdV — SdT.

oF OF
(o), = wa (57),=-s

Ist also F als Funktion von V und T bekannt, so ergeben sich daraus
unmittelbar die Ausdriicke:

oF oF OF

Also:

Wenn endlich p und T als unabhéngige Variable gewahlt werden, so
ist die charakteristische Funktion:

U+pV
o=5-— .
T

Denn es folgt allgemein:

dU +pdV +Vdp  U+pV

dd=dS —
S T T2

dr,
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oder: v U + oV
_ ¥V b
dd = T dp + 72 dT.
Also:
9d\ vV o9\  U+pV
(79Db) <3p)T =7 und <8T>p =7z

Ist also ® als Funktion von p und T bekannt, so ergeben sich daraus
unmittelbar die Ausdriicke:

0P 0P 0P
=T -— —T(T7= =
(79¢) 1% 9’ U ( 5T +p 8p)’
0P

wodurch alle thermodynamischen FEigenschaften des betrachteten Systems
eindeutig bestimmt sind.

§ 152b. So wichtig im Prinzip genommen die Ableitbarkeit aller
thermodynamischen FEigenschaften aus den charakteristischen Funktionen
S, F oder ® sich darstellt, gewédhrt sie doch praktisch erst dann direkten
Nutzen, wenn es moglich ist, den Ausdruck der charakteristischen Funktion,
wie er sich aus den unabhéngigen Variabeln zusammensetzt, wirklich
anzugeben. Daher ist es von besonderer Wichtigkeit zu untersuchen,
inwieweit dieser Ausdruck durch direkte Warmemessungen gewonnen werden
kann.

Da Wirmetonungen in der Regel auf konstante Temperatur und
konstanten Druck bezogen werden, setzen wir hier T" und p als unabhéngige
Variable voraus. Dann 148t sich die Warmetonung irgend eines physikalisch-
chemischen Prozesses (z. B. Verdampfung, Oxydation) zuriickfithren auf die
GiBBssche Wirmefunktion (§100)

W =U +pV,

deren Anderung ganz allgemein den Betrag der von auBen zugefiihrten
Wirme angibt. Der Ausdruck von W ist natiirlich eindeutig bestimmt durch
die charakteristische Funktion ® nach Gleichung (79b)

5 0P
=T T
Will man nun umgekehrt, nachdem W durch Wérmemessungen gefunden
ist, ® durch W bestimmen, so hat man die letzte Gleichung bei konstantem
Druck p zu integrieren:

(79d) %

(79) o

= | 72 dr.
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In diesem Integral treten zwei zundchst unbestimmt bleibende additive
Glieder auf, namlich erstens die Integrationskonstante, zweitens ein Glied,
welches davon herrithrt, daf§ in dem Ausdruck von W, ebenso wie in dem
von U, eine additive Konstante unbestimmt ist. Das erste Glied ist von

b
der Form a, das zweite von der Form T Dementsprechend bleibt in dem

Ausdruck der Entropie S nach (79c¢) eine additive Konstante a, und in
dem Ausdruck der freien Energie FF=U — TS ein additives Glied von der
Form b— aT unbestimmt. Dasselbe ergab sich schon oben im § 146, Gl. (74)
fiir den speziellen Fall eines idealen Gases. Im allgemeinen sind a und b
noch vom Druck p abhéngig. Néheres iiber die Bestimmung von @ aus
Wirmemessungen siehe in §210.

§ 152c. Differentiiert man die Gleichung (79d) nach p bei konstanter
Temperatur, so ergibt sich mit Beriicksichtigung von (79b):

(79f) W _ 20 (;) ov

o = o =V T
Durch diese Gleichung wird eine ganz allgemeine Beziehung zwischen
Wiérmetonungen und thermischen Volumenénderungen ausgedriickt, die zur
experimentellen Priifung des zweiten Hauptsatzes benutzt werden kann.
Denn bei irgend einer isotherm-isobaren Reaktion ist nach §105 die von
auflen zugefithrte Warme:

Q=Wy— Wi,

wenn die Ziffern 1 und 2 sich auf den Anfangszustand und den Endzustand
des Systems beziehen. Nennen wir weiter die bei der Reaktion eintretende
Volumenénderung:

Vo=V =AV,
so folgt aus (79f):
0Q _ 20 (AV

woraus z. B. folgt, daB, falls die Warmetonung einer isotherm-isobaren Reaktion
unabhéngig ist vom #ufleren Druck, die entsprechende Volumenénderung

: . AV
proportional ist der absoluten Temperatur (T = konst.), und umgekehrt.



Vierter Abschnitt.

Anwendungen
auf spezielle (Gleichgewichtszustinde.

Erstes Kapitel. Homogenes System.

§ 153. Den Zustand des homogenen (§67) Systems nehmen wir, wie
frither, als bestimmt an durch seine Masse M, seine Temperatur 7' und

. 1%
entweder durch den Druck p oder durch das spezifische Volumen v = I
Wir wollen hier zunéchst, aufler M, T und v als unabhéingige Variable

wéhlen. Dann ist der Druck p, sowie die spezifische Energie u = i und

die spezifische Entropie die Definition (61):

ds

. . . S . .
die spezifische Entropie s = — Funktion von T und v, und zwar gilt fiir
du+pdv 1 (8u
=—— = v.

(5:), 7
ov T
P 0T>UdT+ L —d

0s Os

Folglich, da dT und dv voneinander unabhédngig sind:

(79h) (g:i)U B % (gzj’)z)

und

Andrerseits ist

% . 82) T p
(31) T_ T '

Diese beiden Gleichungen gestatten eine Priifung des zweiten Hauptsatzes
an der Erfahrung. Denn differentiiert man die erste nach v, die zweite
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nach T, so ergibt sich:

Pu () ()
9%s 1 0%y 0T v ar ), ov /) p

oTov T oTov T T2

oder:

(), 7).

und hierdurch, sowie durch die Gleichung (24) werden die obigen Ausdriicke
fiir die Differentialquotienten von s nach T und wv:

95y _ @
or), T
o5\ _(on
87) T - aT v
Differentiiert man die erste dieser Gleichungen nach v, die zweite

nach T, und setzt die erhaltenen Ausdriicke einander gleich, so ergibt sich
die Beziehung:

(5),- (32,

welche die Abhéangigkeit der spezifischen Wirme vom Volumen in Zusammen-
hang bringt mit der Abhéngigkeit des thermischen Spannungskoeffizienten
von der Temperatur. Fiir ideale Gase werden beide unmerklich klein.

§ 154. Die Gleichung (80) in Verbindung mit der Gleichung (28) des
ersten Hauptsatzes ergibt die Beziehung:

B Op ov
2 o= (5r), (i7),

die sich entweder zur Priifung des zweiten Hauptsatzes oder zur Berechnung

(81)

von ¢, aus ¢, verwerten lafit.
0 . . .
Da man (8’?) héufig nicht direkt messen kann, so empfiehlt es sich,
v
die Relation (6) zu benutzen, aus welcher folgt:

Op v\ 2
e =T (2} [ =) .
(83) E <aU>T <8T>p
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0 . . L .
Da <<9p> notwendig negativ, so ist immer ¢, > ¢,; nur im Grenzfall,
v
z. B. wenn der Ausdehnungskoeffizient Null ist, wie fiir Wasser bei 4°, ist
Cp — Cy = 0

Berechnen wir als Beispiel die spezifische Wérme bei konstantem
Volumen fiir Quecksilber von 0° C. unter Atmosphéarendruck. Hierfiir ist zu
setzen:

¢p = 0,0333
T =273

dp\ 1013250
ov)p  0,0000039 v’
wobei die Zahl im Nenner den auf Atmosphéren bezogenen Kompressi-

bilitdtskoeffizienten (§15), die im Zahler den Betrag des Druckes einer
Atmosphére im absoluten Mafl (§7) bedeutet,

1
v = s
13,596

Volumen von 1 g Quecksilber bei 0° C.

<g;> =0,0001812-v (§15) (thermischer Ausdehnungskoeffizient).
p

Um ¢, in Kalorien zu erhalten, hat man noch mit dem mechanischen
Wirmedquivalent 4,19-107 (§61) zu dividieren und berechnet so aus (83):

_273-1013250- 0,000 18122
= 0,0000039 - 13,596 - 4,19 - 107

CP_C'U

und daraus mit Benutzung des obigen Wertes von c¢p:

p
¢y =0,0292, L —11.
Cv
§ 155. Diese fiir alle Substanzen giiltige Berechnung der Differenz
der spezifischen Wérmen eroffnet einen Einblick in die Gréflenordnung der
verschiedenen Einfliisse, welche fiir diese Differenz von Bedeutung sind.
Nach der Gleichung (28) des ersten Hauptsatzes ist die Differenz der beiden
spezifischen Warmen:

oo {(3), 47} (%),
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durch zwei Ursachen bedingt: erstens durch die Verénderlichkeit der Energie u
mit dem Volumen, zweitens durch die bei der Ausdehnung geleistete auflere
Arbeit. Die erste Ursache bedingt das Glied:

(), (o),
().

Um zu untersuchen, welchem von beiden Gliedern der grofiere Einflul
zukommt, bilden wir das Verhéltnis des ersten zum zweiten:

L (ou

p \Ov/)rp
oder nach (80):

T (Op
- s (or),

oder nach (6):
A ORI 7 T
p orT p ov T .

Ein Blick in die Tabellen der thermischen Ausdehnungskoeffizienten und
der Kompressibilitdtskoeffizienten fester und fliissiger Korper lehrt, daf
unter gewohnlichen Umstédnden das erste Glied dieses Ausdrucks eine grofie
Zahl ist, wogegen das zweite Glied 1 ginzlich zu vernachléssigen ist. Fiir
Quecksilber bei 0°C. z. B. ergeben die obigen Daten:

die zweite das Glied:

0,0001812

73 . %
7 0,000 0039

12700.
Eine Ausnahme bildet z. B. Wasser bei 4° C.

Daraus folgt, dafl bei festen und fliissigen Kérpern die Differenz ¢, — ¢,
der beiden spezifischen Wiarmen in der Regel nicht sowohl durch die bei der
Ausdehnung geleistete duflere Arbeit, als vielmehr durch die Abhéngigkeit

der Energie vom Volumen bedingt ist. Bei idealen Gasen dagegen ist es
gerade umgekehrt. Hier ist nach (19) die innere Energie unabhingig vom

Volumen, d. h.
8’0 T a
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und daher fallt bei der Ausdehnung der Einflul der inneren Energie gegen
den der duBeren Arbeit ganz fort. In der Tat ist aus (84) auch direkt zu
entnehmen, daf} fiir die Zustandsgleichung eines idealen Gases der ganze
Ausdruck verschwindet.

Bei gewohnlichen Gasen wird sowohl die innere Energie als auch die
auflere Arbeit zu beriicksichtigen sein.

§ 156. Was nun ferner die Summe der beiden besprochenen Einfliisse,
also die ganze Differenz ¢, — ¢, betrifft, so hat dieselbe fiir feste und
fliissige Korper gewohnlich einen verhéltnisméBig kleinen Wert, oder das
Verhiltnis z—p =~ ist nur wenig grofler als 1; d. h. bei festen und fliissigen

Koérpern spievlt die Abhéngigkeit der Energie von der Temperatur eine viel
groflere Rolle als die vom Volumen. Bei Gasen ist v gréfler und zwar im
allgemeinen um so grofler, aus je weniger Atomen das Gasmolekiil besteht.
Fiir Wasserstoft, Stickstoff und die meisten anderen zweiatomigen Molekiile
ist v =1,41 (§87). Der grofite je beobachtete Wert von ~ ist der von
KuNDT und WARBURG fiir den einatomigen Quecksilberdampf gefundene:
1,667, der auch fiir die einatomigen Edelgase gilt.

§ 157. Fiir manche Anwendungen des zweiten Hauptsatzes ist es
bequem, statt der Variablen T und v, wie wir es bisher getan haben, die
Variablen 7' und p als unabhéngige Variable einzufiihren. Dann ergibt sich
aus (61):

_du+pdv

dS—iT

_ <3U> +p<3v) CiTJrK@“) +p<3“> dp
aor), or),| T op)r op)r| T

Andrerseits ist

0s 0s
ds = () dT + () dp.
8T P 8]3 T

Folglich:
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Die erste dieser Gleichungen nach p, die zweite nach T differentiiert ergibt

9%u 5%v <8U)
+
p

52s orop Paraop T \ar
oTop T
d%u 9?v ou v
_aTap Parap <819>T+p<8p>T
T T

und daraus
< ou > < ou ) < ov )
op)r oT » o)

Hierdurch, sowie durch Gleichung (26) werden die obigen Ausdriicke der
Differentialquotienten von s nach 7" und p:

(84a) <g;>p -2
o4 @),=~ (),

und endlich durch Differentiation der ersten Gleichung nach p, der zweiten
nach 7, und Gleichsetzung der Werte:

Jcp 920
) (5),= 7 (5m),

Diese Gleichung, die sich iibrigens auch unmittelbar durch Differentiation
der allgemeinen Gleichung (79f) in §152c nach T gewinnen lafit, enthélt
nur direkt mefbare Groflen; sie bringt die Abhéngigkeit der spezifischen
Wiérme vom Druck in Beziehung zur Abhéngigkeit des thermischen
Ausdehnungskoeffizienten von der Temperatur, d. h. zur Abweichung vom
GAy-Lussacschen Gesetz. Vgl. hierzu Gl (81a).

§ 158. Mittels der vom zweiten Hauptsatz gelieferten Beziehungen
kénnen wir auch den frither (§ 70) beschriebenen Versuchen, welche THOMSON
und JOULE iiber die Temperaturdnderung eines durch einen Wattepfropf
langsam hindurchgeprefiten Gases anstellten, eine weitergehende Deutung
geben, als dort, wo wir sie nur zur Bestimmung der Eigenschaften idealer
Gase verwerteten. Damals haben wir schon ausgefiihrt, daf§ diese Versuche
im wesentlichen darauf hinauskommen, einem Gase ohne Zuleitung oder
Ableitung duBerer Wérme (Q = 0) eine Volumenvergroflerung Vo —Vp, auf die
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Masseneinheit bezogen: v9 —v1, zu erteilen, wihrend die auf die Masseneinheit
des Gases ausgeiibte duflere Arbeit durch

p1vp — povg = A

ausgedriickt wird. Die Grofle A verschwindet fiir ein ideales Gas, da dann
die Temperatur konstant bleibt. Fiir ein wirkliches Gas aber folgt allgemein
aus der Gleichung (17) des ersten Hauptsatzes:

ug —up = A = p1v1 — pave

oder: u9 + p2v2 = U1 + pP1v1
und mit Einfithrung der auf die Masseneinheit bezogenen Warmefunktion w
nach (49):
w9y = W1q.

Beim JOULE-THOMSONschen Versuch bleibt also im allgemeinen nicht die
Energie u, sondern die Warmefunktion w = u + pv konstant.

Nehmen wir nun der Einfachheit halber den Druck auf beiden Seiten des
Wattepfropfs als sehr wenig verschieden an und bezeichnen die Differenzen

aller Zustandsgroflen auf beiden Seiten des Pfropfes durch ein hinzugefiigtes A,
so laBt sich die letzte Gleichung schreiben:

Aw=0=Au+pAv+vAp

oder nach (61):
TAs+vAp =0,

ds 0s
T <8T>pAT+ {T (819>T + v} Ap = 0.

Dies ergibt mit Beriicksichtigung der Gleichungen (84a) und (84b):

cpAT—i-{v—T(g;) }Ap:O,
p

woraus:

also:

(86) AT =
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Mit Hilfe dieser einfachen Gleichung 148t sich die in dem THOMSON-
JouLEschen Versuch eintretende Temperaturinderung AT des Gases bei
bekannter Druckdifferenz Ap (< 0) in Beziehung bringen zur spezifischen
Wiérme ¢, bei konstantem Druck und zu der Abweichung des Gases vom
GAv-Lussacschen Gesetz. Denn nach diesem Gesetz wire v bei konstantem
Druck proportional T, also nach der Gleichung (86) AT =0, wie es in der
Tat fiir ideale Gase zutrifft.

§ 158a. Legt man die VAN DER WAALSsche Zustandsgleichung (12)
zugrunde, so ergibt sich aus (86) ohne jede Vernachléssigung:

AT — 2a(v — §)? — RTBv?> vAp
RT3 —2a(v—£)2 ¢’

und wenn man o und A hinreichend klein annimmt:

2« Ap
a7 = (7 =9)
eine Beziehung, die annidhernd mit den Messungen iibereinstimmt. Fiir
die meisten Gase ist bei gewohnlichen, nicht zu hohen Temperaturen der
Klammerausdruck positiv, d. h. der Effekt besteht in einer Abkiihlung da
Ap stets negativ. Auf diesen Umstand hat C. vON LINDE die Konstruktion
seiner Luftverfliissigungsmaschine gegriindet.

Bei Wasserstoff ist wegen der Kleinheit von « die Klammer bei
mittleren Temperaturen negativ. Das positive Glied iiberwiegt erst, wenn die
Temperatur unter —80° C. erniedrigt wird. Der sogenannte ,, Umkehrpunkt®,
in welchem der Effekt sein Vorzeichen wechselt, liegt nach der letzten

Gleichung bei
2«

RB’
Doch ist, da diese Gleichung nur angendherte Giiltigkeit besitzt, im
allgemeinen die Lage des Umkehrpunktes noch vom Druck p abhingig.!

§ 159. Ebenso wie man die Zustandsgleichung eines Gases benutzen
kann, den JOULE-THOMSON-Effekt zu berechnen, koénnte man auch
umgekehrt daran denken, genaue Messungen dieses Effektes zu verwerten,
um die Abweichung der Zustandsgleichung von den Gesetzen idealer Gase
festzustellen. THOMSON und JOULE haben seinerzeit die Resultate ihrer
Messungen zusammengefaf3t in die Formel:

T

«

!Nsheres u. a. bei F. A. ScHULzE, Ann. d. Phys. 49, 585, 1916.
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wobei a konstant. Driickt man p in Atmosphéren aus, so ist z. B. fiir Luft:
o= 0,276 - (273)°.

Diese Formel ist natiirlich ebenfalls nur angendhert richtig. Innerhalb des
Bereichs ihrer Giiltigkeit erhdlt man durch Vergleichung mit (86):

ov «
(87) T<M1)p—'UZCp‘7_‘2

und durch Differentiation nach T:

r(2) < () e
oT » T oT p T3
Hieraus mit Riicksicht auf (85):

Ocp) | @ (05 20
6]3 T T2 oT p T3 '

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist:

cp=T%- f(T° — 3ap),

wobei f(z) eine ganz beliebige Funktion eines einzigen Arguments x bedeutet.
Nehmen wir nun an, dafl fiir abnehmende Werte von p sich das Gas
bei jeder Temperatur unbegrenzt dem idealen Verhalten néhert, so wird
fiir p=0 ¢, konstant =¢) (z. B. fiir Luft in kalorischem MaBe: 0,238) und
daher allgemein:
cp = 62T2(T3 — 3o¢p)_%
CO

(88) (P
3ap 3
1 - ﬁ

Dieser Ausdruck von ¢, lafit sich nun weiter benutzen, um auch v als
Funktion von T und p zu bestimmen. Es folgt ndmlich aus (87)

2.2(3) _ag _ aqy
OT \T/p T3 (73 _3ap)35

und daraus:
dT

’U_ 0 %
f_acp T4.<1_M>

T3
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oder:
o
(89) u:cp{%—?’“pw}

als Zustandsgleichung des Gases. Die Integrationskonstante 8 bestimmt sich
aus der Dichte bei 0° und Atmosphéarendruck. Wie die THOMSON-JOULEsche
Formel, so haben auch die Gleichungen (88) und (89) nur beschrinkte
Giiltigkeit. Es ist aber prinzipiell von Interesse, zu sehen, wie diese
verschiedenen Beziehungen mit Notwendigkeit auseinander hervorgehen.!

§ 160. Eine weitere Anwendung von prinzipiell wichtiger Bedeutung,
welche der zweite Hauptsatz zu machen gestattet, ist die Bestimmung der
absoluten Temperatur T eines Korpers nach einer Methode, die unabhingig
ist von den Abweichungen der Gase vom idealen Zustand. Wir haben
frither (§4) die Temperatur definiert durch ein Gasthermometer, mufiten
aber dort die Definition beschrinken auf die Félle, wo die verschiedenen
Gasthermometer (Wasserstoff, Luft usw.) so iibereinstimmende Angaben
liefern, wie sie fiir die beabsichtigte Genauigkeit erforderlich sind. Fiir alle
anderen Fille aber — und bei hohen Genauigkeitsanforderungen kommen
hier auch die mittleren Temperaturen in Betracht — hatten wir die
Definition der absoluten Temperatur vorlaufig suspendiert. Mit Hilfe der
Gleichung (61), bzw. der aus ihr abgeleiteten Gleichung (80) sind wir nun
imstande, eine vollstdndig exakte, von dem Verhalten spezieller Substanzen
gianzlich unabhéngige Definition der absoluten Temperatur zu liefern.

Gehen wir von irgend einem willkiirlich angenommenen praktischen
Thermometer aus (z. B. Quecksilberthermometer, oder auch Skalenausschlag
eines Thermoelementes oder eines Bolometers), dessen Angaben wir mit ¢
bezeichnen wollen, so handelt es sich darum, dies Thermometer auf ein
absolutes zu reduzieren, d. h. die absolute Temperatur 7' als Funktion von
t zu bestimmen. Was wir direkt messen konnen, ist die Abhéngigkeit
des Verhaltens irgend einer bequem zu behandelnden Substanz, z. B. eines
Gases, von t und von v oder p. Wir fithren also in (80) etwa ¢t und v als
unabhéngige Variable statt 7" und v ein und erhalten:

Qu) _ o (Op) dt _
Ov t_ ot ), dT p-

Hier sind <8u> , p und <8p> als meflbare Funktionen von ¢t und v
ov /, 0z ),

I'Weiter ausgearbeitet und auf Versuchsdaten angewandt finden sich diese Uberlegungen
bei R. PLANK, Physikalische Zeitschrift 11, 633, 1910. Ebendort 17, 521, 1916. Vgl.
auch L. ScHAMES, Phys. Zeitschr. 18, 30, 1917.
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anzusehen; daher a8t sich diese Differentialgleichung in folgender Weise

integrieren:
dp
IR (&),
T du N '
ov /, P

Setzt man noch fest, dafl fiir den Gefrierpunkt des Wassers, wo ¢ =ty sein

moge, T =Ty = 273, so ist
p 0
p
— | dt
T <8t>v

log— = [ ~"Lv
og TO (8u> +p
i ov /,

und hierdurch T vollstdndig als Funktion von ¢ bestimmt. Das Volumen v
muf} offenbar in dem Ausdruck unter dem Integralzeichen ganz herausfallen,
und diese Forderung der Theorie kann daher gleichzeitig zur Priifung der
Richtigkeit des zweiten Hauptsatzes benutzt werden.

§ 161. Was nun die Messung der einzelnen Groflen unter dem
Integralzeichen betrifft, so ergibt sich der Zéhler direkt aus der Zustandsgleichung
der Substanz, der Nenner aber aus der Warmemenge, welche die Substanz bei
isothermer reversibler Ausdehnung von auflen aufnimmt, bzw. bei isothermer
reversibler Kompression nach auflen abgibt. Denn nach der Gleichung (22)
des ersten Hauptsatzes ist fiir isotherme reversible Ausdehnung das Verhéltnis
der zugefithrten Warmemenge ¢ zur Volumenénderung dv:

(&), (50), =

§ 162. Statt die Wiarmemenge zu messen, welche eine Substanz bei
isothermer Ausdehnung von auflen aufnimmt, stellt man zur Bestimmung
der absoluten Temperatur bequemer Versuche an von der Art der soeben
besprochenen von THOMSON und JOULE {iiber die Temperaturdnderung eines
langsam ausstromenden Gases. Fithren wir nédmlich in der Gleichung (86),
welche die Theorie dieser Versuche, bezogen auf absolute Temperaturen,
darstellt, statt der absoluten Temperatur T wieder ¢ (§160) ein, so ist zu
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setzen:
AT:d—TAt
dt
(o), = (&), &
orT » ot » dT

q q e, dt

o= (), = (8), E-g

wenn ¢, die auf die Temperatur ¢ bezogene spezifische Warme bei konstantem
Druck bezeichnet. Folglich aus (86):

ov dt
! <8t) ar
At = b - Ap
p

und wieder durch Integration:

! v
T <3t>pdt
(90) log — = m =J,
to 8 Ap
wo nun wieder unter dem Integralzeichen lauter direkt und verhéltnisméafig
bequem mefbare Groflen stehen.

§ 163. In der von uns §160 gemachten Festsetzung, dafl fiir ¢y, den
Gefrierpunkt des Wassers, T = Ty = 273 sein soll, liegt die Voraussetzung,
da8 der Ausdehnungskoeffizient o der idealen Gase schon bekannt ist. Da
aber genau genommen die wirklichen Gase sdmtlich bei allen Temperaturen
Abweichungen voneinander und vom idealen Verhalten zeigen, so wollen wir
uns auch noch von dieser Voraussetzung befreien. Wir tun dies, indem wir zur
urspriinglichen Definition der Temperatur (§3) zuriickkehren und festsetzen,
dal die Differenz der absoluten Temperatur des unter Atmosphérendruck
siedenden Wassers T, und der des unter Atmosphérendruck gefrierenden
Wassers Ty:

(91) Ty — Ty = 100

sein soll.
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Bedeutet nun ¢; die am ¢-Thermometer gemessene Temperatur des
Siedepunkts, so ist nach (90)

t
A ov
T 5 dt
(92) log ?1 = 7}0& =J;
0 v+, —
P Ap

und die Elimination von Ty und 77 aus (90), (91) und (92) ergibt als
absolute Temperatur
o 100 e’

(93) - e —1°

Hieraus erhélt man auch den Ausdehnungskoeffizienten eines idealen Gases,
unabhéngig von jedem Gasthermometer:

1 el
T Ty 100

Da der Ausdruck unter dem Integralzeichen in jedem der beiden
Integrale J und J; notwendig allein von ¢ und nicht noch von einer
zweiten Variablen abhéngt, so geniigt es zur Berechnung des Integrals,
wenn man die Messungen bei den verschiedenen Temperaturen ¢ unter
einer vereinfachenden Bedingung, z. B. immer bei dem n&mlichen Druck
(Atmosphérendruck) vornimmt.

§ 164. Noch einfacher wird die Formel, wenn man, unter Beschriankung
auf Atmosphérendruck, fiir das t-Thermometer als thermometrische Substanz
(§3) gerade dasjenige Gas nimmt, mit welchem man die Ausstromungsversuche
anstellt. Dann ist ndmlich der auf die Temperatur ¢ bezogene Ausdeh-
nungskoeffizient o/ konstant, und wenn, wie gewohnlich, tg = 0 und #; = 100
gesetzt ist:

(94) a

v =vp(1+t),
wobei vy das spezifische Volumen bei der Gefriertemperatur des Wassers
und Atmosphéirendruck bezeichnet.

Ferner:
< Ov ) oo
a1 = 0
ot »

o dt

daher aus (90):

J =

/

C
/ P At
14+« t"‘vorp
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und aus (92):
100

o dt

J1 = 7 .
1 !¢ P At

+a't+ % Ap
Fiir ein nahezu ideales Gas, wie z. B. Luft, ist At klein, und daher das
Glied mit cfn und vg nur ein Korrektionsglied, in welchem die Anspriiche
an die Genauigkeit der Koeffizienten c;, und vy entsprechend erméfigt sind.
Fiir ein vollkommen ideales Gas wire At =0, und aus den letzten beiden

Gleichungen:

J =log(1+ a't), J1 = log(1 + 100a/),
mithin nach (93):
(0
und nach (94):
_ L
a=go=a

wie es sein muf.

Sobald durch eine genaue Messung, wenn auch nur mit einer einzigen
Substanz, T als Funktion von ¢ bestimmt ist, kann die Frage nach der
Grofle der absoluten Temperatur auch praktisch als allgemein gelost gelten.

Wie durch Messungen an homogenen Substanzen l&t sich die absolute
Temperatur auch durch Anwendungen des zweiten Hauptsatzes auf heterogene
Systeme bestimmen. Vgl. unten §177.

§ 164a. So wichtig in prinzipieller Hinsicht und so unentbehrlich bei
extremen Warmegraden der zweite Hauptsatz sich fiir die Festlegung der
absoluten Temperaturskala erweist, so ist doch der bis jetzt wohl genaueste
Zahlenwert des Ausdehnungskoeffizienten a der idealen Gase unabhéngig
vom zweiten Hauptsatz direkt aus der Messung des Ausdehnungskoeffizienten
wirklicher Gase abgeleitet worden, unter Benutzung der von D. BERTHELOT
(§25) modifizierten VAN DER WAALSschen Zustandsgleichung (12), die um so
angendherter gilt, je weiter entfernt sich die Gase vom Kondensationspunkt
befinden. Auf diesem Wege hat sich der Ausdehnungskoeffizient a idealer
Gase zu 0,0036618 und dementsprechend die absolute Temperatur des
Wassergefrierpunktes

1
Ty = — = 273,09
(6%

ergeben.
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Zweites Kapitel. System in verschiedenen
Aggregatzustanden.

§ 165. Wir untersuchen im folgenden das Gleichgewicht eines Systems,
dessen einzelne Teile verschiedenen Aggregatzustinden, dem festen, fliissigen
oder gasformigen, angehoren konnen. Dabei nehmen wir {iberall an, daf
der Zustand jedes dieser Teile durch Masse, Temperatur und Volumen
vollstdndig bestimmt ist, oder anders ausgedriickt, dafl das ganze System von
einem einzigen unabhéngigen Bestandteil (§198) gebildet wird. Es ist dazu
nicht erforderlich, dal das System, oder dal auch nur ein einzelner Teil des
Systems chemisch homogen ist. Die Frage nach der chemischen Homogenitét
148t sich im allgemeinen gar nicht einmal strenge beantworten (vgl. §92),
z. B. ist es noch sehr dahingestellt, ob im fliissigen Wasser die Molekiile
dieselben sind wie im Eis, ja es ist wegen der anomalen Eigenschaften des
fliissigen Wassers in der Néihe des Gefrierpunktes sogar wahrscheinlich, daf3
die Molekiile schon innerhalb des fliissigen Wassers nicht alle gleichartig
sind. Die Entscheidung dariiber ist fiir die folgenden Untersuchungen ganz
ohne Belang. Es kann sogar das System aus verschiedenartigen Stoffen in
beliebigem Gewichtsverhiltnis zusammengesetzt sein und etwa eine Losung
oder eine Legierung bilden. Was wir hier voraussetzen wollen, ist nur dies,
daB der innere Zustand jedes homogenen Teiles der betrachteten Substanz
bei bestimmter Temperatur 7' und bestimmtem spezifischen Volumen v ein
ganz bestimmter ist, dal also, falls die Substanz aus verschiedenartigen
Stoffen zusammengesetzt ist, das Gewichtsverhéltnis derselben in allen
Teilen des Systems das némliche ist. Dann koénnen wir die Frage, um deren
Beantwortung es sich hier handelt, in folgender Form aussprechen:

Wir denken uns die Substanz, deren Gesamtmasse M gegeben ist,
in eine feste Hiille vom gegebenen Volumen V eingeschlossen und ihr
durch Zuleitung von Wirme eine gegebene Emergie U mitgeteilt. Wird
nun dies System nach auflen abgeschlossen und sich selbst iiberlassen, so
bleibt M, V und U konstant; dagegen die Entropie S nimmt zu. Nun
suchen wir den, oder wenn es mehrere sind, die Gleichgewichtszustdnde zu
bestimmen, welche das System annehmen kann, und zugleich die Bedingungen
dafiir anzugeben, unter denen das Gleichgewicht stabil oder labil ist. Die
vollstdndige Durchfithrung dieser Untersuchung wird ermoglicht durch den
in der Gleichung (77) ausgesprochenen Satz, daf§ unter allen Zusténden, die
bei verhinderter dulerer Wéarmezufuhr auseinander hervorgehen koénnen, der
stabilste Gleichgewichtszustand durch das absolute Maximum der Entropie
ausgezeichnet ist. Im allgemeinen wird aber, wie wir sehen werden, die Entropie
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des Systems unter den angegebenen dufleren Bedingungen mehrere relative
Maxima annehmen konnen; dann entspricht jedem Maximum, welches nicht
das absolute ist, ein mehr oder weniger labiler Gleichgewichtszustand. Wenn
sich das System in einem derartigen Zustand befindet (z. B. als iibersittigter
Dampf), so kann unter Umstidnden, wenn eine gewisse beliebig kleine, aber
passende Storung hinzutritt, das System sich um endliche Strecken aus dem
Zustand entfernen und in einen anderen Gleichgewichtszustand iibergehen,
dem dann notwendig ein gréferer Wert der Entropie entspricht als dem
vorigen.

§ 166. Wir haben nun zunichst diejenigen Zustdnde aufzusuchen, in
denen die Entropie S des Systems ein Maximum annimmt.

Die allgemeinste Annahme iiber den Zustand des Systems ist die,
daBl sich drei verschiedene Teile desselben in den drei verschiedenen
Aggregatzustinden befinden. Bezeichnen wir demnach die Massen dieser
Teile mit My, My, Ms, wobei die spezielle Bedeutung der einzelnen Indizes
einstweilen offen gelassen ist, so haben wir als gegebene Masse des ganzen
Systems:

M 1+ M2 —+ M3 = M.

Die Groflen M sind positiv, einzelne kénnen auch Null sein.

Ferner muf}; weil der gesuchte Zustand ein Gleichgewichtszustand ist,
jeder dieser drei Teile des Systems auch fiir sich im Gleichgewicht, d. h.
von gleichméfiiger Temperatur und Dichte sein, und es gelten fiir ihn alle
im vorigen Kapitel fiir ein homogenes System abgeleiteten Sétze.

Bezeichnen also vy, vg, v3 die spezifischen Volumina, so ist das gegebene
Volumen des Systems:

Mivy + Movg + M3vg = V.
Analog erhdlt man fiir die gegebene Energie des Systems:
Miuy + Moug + Msugz = U,

wobei die u die spezifischen Energien bezeichnen.
Diese drei Gleichungen entsprechen den gegebenen dufleren Bedingungen.
§ 167. Fiir die Entropie erhélt man nun:

S = Mis1 + Mosg + Msss,

wobei die s die spezifischen Entropien bezeichnen.
Aus dieser Gleichung ergibt sich fiir irgend eine unendlich kleine
Zustandsanderung:

08 = ZMl ds1 —|—Zsl oM,
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wenn hier, wie iiberall im folgenden, das Zeichen >  fiir die Summierung
iiber die Ziffern 1, 2, 3 gebraucht wird. Mit Riicksicht darauf, dal nach (61)

allgemein:
_ du+pov

o
s T

erhélt man:
M6 Myp1 6
(95) 5322 1T1U1 +Z$+Zs15M1.

Die Variationen sind aber nicht alle unabhéngig voneinander, vielmehr folgt
aus den drei duleren Bedingungsgleichungen des vorigen Paragraphen durch

Variation:
> M =0

(96) > Midvi+) v 6M; =0
> Midur+ ) ug 6M; =0.

Wir miissen daher mit Hilfe dieser drei Gleichungen irgend drei Variationen
aus dem Ausdruck von 65 eliminieren, um in demselben lauter unabhéngige
Variationen zu erhalten. Wenn wir z. B. aus diesen letzten Gleichungen
die Werte von 6Ms, dve und dus entnehmen und sie in (95) einsetzen, so

kommt:
( 1 1 1 1
(- )V Myouy— (= — = )M
o (Tl T2> Lo <T2 T3> 30u3
+<pl—pQ>M15U —<p2—p3)M3(5U3
(o) T, T T, T
up —ug  p2(vy —v2)
— sy — _ M
+ <81 S9 o o ) oM,
up —ug  p2(vy —v3)
— (59— 53— - Ms.
<82 °3 Ty Ty > OMs

Da nun die in diesem Ausdruck vorkommenden sechs Variationen vollstédndig
unabhéngig voneinander sind, so muf}; damit nach (77) §S fiir alle beliebigen
Zustandsdnderungen = 0 ist, jeder der sechs Koeffizienten verschwinden.
Mithin haben wir:

( T =T, =T3=T)
p1=Dp2=D3
(98) s1— sy = (u1 — u2) + pi(v1 — v2)
T
~ (ug —ug) + pa(ve — v3)
89 — 83 = T .
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Diese sechs Gleichungen stellen notwendige Eigenschaften eines Zustandes dar,
dem ein Maximum der Entropie entspricht, also eines Gleichgewichtszustandes.
Die ersten vier derselben sprechen die Gleichheit von Temperatur und
Druck aus, das Hauptinteresse konzentriert sich daher auf die beiden letzten
Gleichungen, in welchen die thermodynamische Theorie der Schmelzung,
Verdampfung und Sublimierung enthalten ist.

§ 168. Wir wollen jene beiden Gleichungen zunéchst auf eine etwas
einfachere Form bringen, indem wir fiir die spezifische Entropie s, die wir,
wie auch u und p, als eindeutige Funktion der unabhéngigen Variablen
T und v betrachten, ihren Wert einsetzen. Da némlich allgemein nach (61):

_du+pdv
=

so haben wir durch Integration dieser Gleichung:

ds

1

du+pdv
s1—s2= [ —
2

Die obere Grenze des Integrals ist durch die Werte T = T, v = v1, die untere
durch die Werte T =Ty, v = vy bestimmt. Der Integrationsweg ist ganz
beliebig und hat auf den Wert der Differenz s; — so gar keinen Einfluf}. Da
nun nach (98) Ty = To =T, so wollen wir den isothermen Integrationsweg
T = konst. wihlen und erhalten dadurch:

v
Uy — U 1
§1 — 89 = 1T2+T/pdv.

U1

In dem Integral ist nun die Integration bei konstantem 7T auszufiihren,
indem p als eine durch die Zustandsgleichung der homogenen Substanz
bekannte Funktion von 7" und v anzusehen ist.
Substituiert man den Wert von s; — sy in die Gleichungen (98), so

ergibt sich die Relation:

U1

/pdv = p1(v1 — v2).

v2
Ebenso:
(99)

v2

/pdv = pa(vy — v3).

U1

L Fiigen wir noch hinzu: p; = po = p3,
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so haben wir hier im ganzen 4 Gleichungen mit den 4 Unbekannten T, vy,
vo, vg, welchen jeder Gleichgewichtszustand geniigen muf3.

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Konstanten héngen offenbar
lediglich von der chemischen Beschaffenheit der Substanz, nicht aber
von den gegebenen Werten der Masse M, des Volumens V und der
Energie U des Systems ab. Man kann daher diese Gleichungen die ,,inneren*
Gleichgewichtsbedingungen nennen, im Gegensatz zu den Gleichungen
im §166, welche die &dufleren Umstdnde bezeichnen, denen das System
unterworfen ist.

§ 169. Ehewir zur Betrachtungund Vergleichung der aus den entwickelten
Gleichungen sich ergebenden Werte der Unbekannten iibergehen, wollen
wir allgemein untersuchen, ob bzw. unter welcher Bedingung dieselben
auch wirklich einen Maximalwert der Entropie, und nicht etwa z. B.
einen Minimalwert liefern. Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir den
Wert der zweiten Variation 625 berechnen. Ist derselbe fiir alle moglichen
Zustandsdnderungen negativ, so ist der betreffende Zustand jedenfalls ein
Maximalzustand.

Wir variieren daher den Ausdruck (97) von 65 und erhalten dadurch
den Wert von 625, welcher sich bedeutend vereinfacht, wenn wir die
Gleichungen (98), die aber selber nicht variiert werden diirfen, benutzen.
Beriicksichtigen wir dann noch die festen Bedingungen, sowohl in unvariierter
wie in der variierten Form (96), so ergibt sich schlielich:

My ds1 6T My 6p1 dv
2¢ _ 105107y 10p1 6vg
528 = Ziﬂ +27T1 :

wofiir man auch schreiben kann:
TS ==Y My (551 0Ty — bpy ovy).

Um alle Variationen auf die der unabhéngigen Variabeln 7' und v zu
reduzieren, setzen wir noch nach (81):

Os O0s
_ @ o
=7 0T + (8T>v5v

_ (% op
und op = <6T>U5T+ <8U>T5U’
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dann erhalten wir:
0
2 2 P1 2
(100) T§25=-> M ( Lsm <av1>T5”1 >

Wenn die Groflen (¢y)1, (¢v)2, (cv)3 alle positiv und die Gréfen <8m> yee
T

U1
alle negativ sind, so ist 625, wie man sieht, in jedem Falle negativ, also
S wirklich ein Maximum, und der Zustand ein Gleichgewichtszustand. Da
nun c, als spezifische Wérme bei konstantem Volumen stets positiv ist,

so héngt die Bedingung des Gleichgewichts davon ab, ob <g§j> fiir alle
T

drei Teile des Systems negativ ist oder nicht. Im letzteren Fall ist kein
Gleichgewicht vorhanden. In der Tat ist aus der unmittelbaren Erfahrung

ersichtlich, dafl in jedem Gleichgewichtszustand gp negativ ist, da sich
(Y

der Druck, sei er positiv oder negativ, bei konstanter Temperatur immer
in entgegengesetzter Richtung wie das Volumen verdndert. Es gibt aber,
wie ein Blick auf die in Fig. 1 (§26) gegebene graphische Darstellung der

. . , ) 0
Grofle p als isotherme Funktion von v lehrt, auch Zustdnde, in denen op

(
positiv ist. Diese Zustédnde stellen also niemals eine Gleichgewichtslage dar,
und sind deshalb auch nicht der direkten Beobachtung zugénglich. Wenn

dagegen g]; negativ ist, so findet Gleichgewicht statt; doch braucht dasselbe

noch nicht stabil zu sein; es kommt vielmehr dann darauf an, ob nicht
unter den gegebenen Bedingungen noch ein anderer Gleichgewichtszustand
moglich ist, dem ein grofferer Wert der Entropie entspricht.

Wir wollen nun im folgenden die Werte der Unbekannten T, vy,
vy, vy untersuchen, die eine Losung der inneren Gleichgewichtsbedingungen
(98) oder (99) vorstellen; es wird dies, wie wir sehen werden, auf verschiedene
Arten moglich sein. Wenn das geschehen ist, wollen wir (von §189 an)
die weitere Frage behandeln, welche der verschiedenartigen Losungen in
jedem Einzelfalle, unter den gegebenen &dufleren Bedingungen, den stabilsten
Gleichgewichtszustand, d. h. den grofiten Wert der Entropie des Systems
liefert.

§ 170. Erste Losung. Wenn wir erstens setzen:

V] =V =v3 =0,

so werden dadurch alle vier Gleichungen (98) befriedigt. Denn da ohnehin
die Temperatur T allen drei Teilen des Systems gemeinsam ist, werden
dadurch ihre Zustdnde vollkommen identisch, d.h. das ganze System ist
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homogen. Der Zustand des Systems ist dann bestimmt, wenn man noch
die Gleichungen des §166 hinzunimmt, welche die &dufleren Bedingungen
aussprechen. Dieselben lauten in diesem Falle:

My 4+ My+ My =M
v(My+ Mg+ M3) =V

u(My + My + Ms3) =U.
Folglich: v = % und wu= %

Aus v und wu ergibt sich dann auch T, da w als bekannte Funktion von
T und v vorausgesetzt ist.

Diese Losung hat immer einen bestimmten Sinn, sie stellt aber, wie wir
an Gleichung (100) gesehen haben, nur dann einen Gleichgewichtszustand

dar, wenn 8—p negativ ist. Trifft dies zu, so ist das Gleichgewicht labil oder
v

stabil, je nachdem unter den gegebenen &ufleren Bedingungen (§166) ein
Zustand existiert, dem ein noch groflerer Wert der Entropie entspricht oder
nicht. Wann das eine oder das andere der Fall ist, miissen wir spater noch
besonders untersuchen (§189).

8 171. Zweite Losung. Wenn wir zweitens setzen:

vl # vy = vg,

so fallen die mit 2 und 3 bezeichneten Aggregatzustidnde zusammen, und
die Gleichungen (98) reduzieren sich auf:

P1=Dp2
(101) ui — ug + p1(vi — v2)
$1— 83 =
T
oder statt der zweiten Gleichung:
vy
(102) /pdv:pl(vl — v9).

v2

In diesem Falle befindet sich das System in zwei verschiedenen Aggre-
gatzustdnden nebeneinander, z. B. als Dampf und Fliissigkeit. Die beiden
Gleichungen (101) enthalten drei Unbekannte: T, vy, v, sie kénnen also
dazu dienen, die Groflen v; und wvo, und infolgedessen auch den Druck
p1 = po und die spezifischen Energien u; und us als bestimmte Funktionen
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der Temperatur T darzustellen. Durch die Temperatur ist also der innere
Zustand zweier sich im Gleichgewicht beriihrender heterogener Teile derselben
Substanz vollstandig bestimmt. Die Temperatur selber, sowie die Massen
der beiden Teile des Systems ergeben sich aus den &dufleren Bedingungen
(§166), welche fir diesen Fall lauten:

My + (Ma+ M) =M
(103) Mijvy + (M 4+ M3)vg =V
Mijuy + (My + M3)ug = U.

Diese drei Gleichungen dienen zur Berechnung der drei letzten Unbekannten,
namlich T, M; und (Ms+ M3), wodurch dann der physikalische Zustand des
Systems ganz bestimmt ist; denn bei den Massen My und M3 kommt es
offenbar nur auf ihre Summe an. Natiirlich hat das Resultat nur dann einen
physikalischen Sinn, wenn sowohl M; als auch (My + Ms3) positiv ausfillt.

§ 172. Die nihere Betrachtung der Gleichung (102) zeigt, dafl sie nur
dann befriedigt werden kann, wenn der Druck p, der ja fiir die beiden
Grenzen des Integrals den nédmlichen Wert p; = po hat, zwischen den
Grenzen Werte annimmt, die teils kleiner, teils grofler als py sind, und daf
sich daher hier Zusténde vorfinden miissen, welche nach §169 labil sind,
weil stellenweise p mit v zunimmt. Die Gleichung 148t sich sehr einfach
geometrisch interpretieren, wenn man die schon dort erwédhnte graphische
Darstellung der Zustandsgleichung durch die Isotherme (Fig. 1, §26) zu

1

Hilfe nimmt. Denn da das Integral / pdv den Flachenraum darstellt, der

von der Isotherme, der Abszissenachsz und den durch die Punkte v; und vy
der Isotherme begrenzten Ordinaten umschlossen wird, wéihrend andrerseits
das Produkt pi(vy —wvg) den Fliachenraum des aus denselben Ordinaten
und der Abszissenstrecke v; — vy gebildeten Rechtecks bezeichnet, so lehrt
die Gleichung (102) folgendes: In jeder Isotherme wird der Druck, bei
welchem sich zwei Aggregatzustinde der Substanz dauernd beriihren kénnen,
durch diejenige zur Abszissenachse parallele Gerade dargestellt, welche zu
beiden Seiten der Isotherme gleiche Flachenrdume abgrenzt. Eine derartige
Gerade ist in der Fig. 1 durch ABC bezeichnet. Man kann also aus der
fiir homogene, stabile und labile, Zustdnde aufgestellten Zustandsgleichung
direkt das Gesetz der Abhéangigkeit des Drucks und der Dichtigkeit des
gesittigten Dampfes und der beriihrenden Fliissigkeit von der Temperatur
ableiten.

Wenn wir z. B. die CLAUSIUSsche Zustandsgleichung (12a) als empirische
Formulierung der Tatsachen zugrunde legen, so folgen aus ihr fiir das
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spezifische Volumen wv; des geséttigten Dampfes und vy der beriihrenden
Fliissigkeit die beiden Bedingungen:

RT c RT c

vi—a T(v+b)2 wvo—a T(vg+b)?

und aus (102)

v]—a ¢ 1 1 RT c
RT1 - - = (v1 — - .
Ogvg—a T(vg—f—b v1+b> (v1 = v2) (vl—a T(v1 + b)2
Hierdurch kénnen v; und vy, also auch p; = ps, als Funktionen von T, oder
bequemer vy, v9, p; und T als Funktionen einer einzigen passend gewihlten
unabhédngigen Variabeln bestimmt werden. Fiir die kritische Temperatur

ergibt sich so der kritische Zustand vy = vo (§30a), fiir hohere Temperaturen

werden vy und wvo imaginér, fiir unbegrenzt abnehmende Temperatur wird
1

v] = 00, Vg = a.

Mit den CrAusiUsschen Zahlenwerten der Konstanten fiir Kohlensdure
(§25) ergeben sich aus dieser Rechnung Resultate, die mit den ANDREWSschen
Beobachtungen befriedigend {ibereinstimmen; doch besitzt nach THIESEN
die Crausiussche Zustandsgleichung keine allgemeinere Bedeutung.

§ 173. Der Inhalt der Gleichungen (101) 148t sich einfacher ausdriicken,
wenn man statt der Entropie S nach §152a die freie Energie F einfiihrt,
und noch einfacher, wenn man die charakteristische Funktion ® benutzt.
Indessen wollen wir hier bei der freien Energie stehen bleiben. Dieselbe ist,
auf die Masseneinheit bezogen, nach (71):

(104) f=u—Ts.

Dann schreiben sich die Gleichungen (101):

(105) P1=Dp2

(106) fo = fi=p1(v1 —v2).

Die Funktion f geniigt folgenden einfachen Bedingungen: Nach (79a) ist:
(107) (g;)y -

und:

(108) (‘;{)T S

INsheres in Wied. Ann. 13, 535, 1881.
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Die der Berithrung zweier Aggregatzustinde entsprechenden Gleichgewichts-
bedingungen gelten fiir jede der drei moglichen Kombinationen je zweier
Aggregatzustande, wir wollen jedoch, um die Ideen zu fixieren, zuerst
beispielsweise diejenige Losung dieser Gleichungen im Auge behalten, welche
der Beriihrung von Dampf und Fliissigkeit entspricht. Wenn wir hierbei
den Index 1 auf den Dampf, den Index 2 auf die Fliissigkeit beziehen, so
bedeutet vy das spezifische Volumen des bei der Temperatur T geséttigten
Dampfes, p; = po seinen Druck, vy das spezifische Volumen der beriihrenden
Fliissigkeit. Diese Groflen sind also alle Funktionen der Temperatur allein,
wie es der Erfahrung entspricht.

§ 174. Wir kénnen zunéchst durch Differentiation der Gleichgewichts-
bedingungen nach 7' zu neuen Sétzen gelangen, wobei wir, da alle Variabeln

nur von T abhéngen, die entsprechenden totalen Differentialquotienten kurz

., d d d . . . .
mit %, %, % usw. bezeichnen wollen, wahrend wir fiir die partiellen
Differentialquotienten nach 7' bei konstantem v, und nach v bei konstantem T'

die bisherige Bezeichnung L usw. beibehalten.
Dann ergeben die Gleichungen (105) und (106) nach T differentiiert:

dp1 _ dpa
dT ~ dT
und:
A2 Ay ) B, (T e
dar —ar YT TP\ ur T ar )

Nun ist aber nach (107) und (108):

e (). (3,5 (). (3, 9
dar dr \or ), ov )p dT or ), ov ) dT

C gy B2 duL
=S pagy tsit Py
Folglich durch Substitution:
s1—s2 = (v1 — vz)@
ar’
oder endlich nach (101):
d
(109) (up —ug) + p1(vy —wvg) =T(vy — Ug)%.

Der Ausdruck links bedeutet nach der Gleichung (17) des ersten Hauptsatzes
der Warmetheorie nichts anderes als die Verdampfungswéarme r der Fliissigkeit,
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d. h. diejenige Warmemenge, welche der Masseneinheit Fliissigkeit von auflen
zuzufithren ist, damit sie bei konstant gehaltener Temperatur unter dem
konstanten Druck des geséttigten Dampfes vollstdndig in Dampf iibergeht.
Denn die Verdnderung der Energie ist hierbei u; — ug, und die dabei von
auflen aufgewendete duflere Arbeit A, welche hier negativ ist, betrigt:

A= —p1(v1 —v2).

Es ist also:

(110) r=u1 —uz+p1(v1 — v2)
und daher

(111) rzT(m—vz)@

T’

Diese schon von CLAPEYRON aus der CARNOTschen Theorie (§52) abgeleitete,
zuerst von CLAUSIUS streng begriindete Gleichung gestattet die Berechnung
der Verdampfungswérme fiir eine beliebige Temperatur aus den Volumina
des gesittigten Dampfes und der Fliissigkeit, sowie der Abhéngigkeit der
Spannung des geséttigten Dampfes von der Temperatur. Sie ist in sehr
vielen Féllen durch die Erfahrung bestéitigt worden.

§ 175. Als Beispiel berechnen wir die Verdampfungswirme des Wassers
bei 100° C., also beim Druck einer Atmosphére. Hierfiir ist:

T =273+ 100 = 373,
v1 = 1674 nach KNOBLAUCH, LINDE und KLEBE

(Volumen eines g gesittigten Wasserdampfes bei 100° C. in ccm),
vg =1

(Volumen eines g Wasser bei 100° C. in ccm),

d . . .
% ergibt sich aus den Messungen des Druckes geséttigten Wasserdampfes

von HOLBORN und HENNING fiir 100° C. zu 27,12™" Quecksilber pro Grad.
Die Reduktion auf absolute Druckeinheiten liefert nach §7:

dpy 27,12

= -10132
dr 760 013250
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und somit die gesuchte Verdampfungswérme in Kalorien, durch Division
mit dem mechanischen Warmeédquivalent:

~373-1673-27,12-1013250

= 539.
760 - 4,19 - 107

HENNING fand durch direkte Messung fiir die Verdampfungswirme des
Wassers bei 100° C. 538,7 cal, in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit der
berechneten Zahl.

§ 176. Wie man aus (110) sieht, entspricht ein Teil der Verdamp-
fungswérme r der Zunahme der Energie, ein anderer Teil der &uferen
Arbeit. Um zu beurteilen, in welcher Beziehung diese beiden Teile stehen,
bildet man am bequemsten das Verhéltnis der dufleren Arbeit zur ganzen
Verdampfungswéarme:

pi(vi —wv2) 1

r dpy -
7. 22
drT

Fir den soeben behandelten Fall ist

p2 = T60™™,
T = 373,
dpq
== =27 12mm
dT 77 b

und man erhalt daher fiir dies Verhaltnis:

760

373-27,12 0,075,

woraus zu entnehmen ist, daf§ die &duflere Arbeit in dem Betrag der
Verdampfungswéarme hier nur eine geringe Rolle spielt.

§ 177. Die Gleichung (111) gestattet auch wieder eine Berechnung der
absoluten Temperatur T, sobald die Verdampfungswérme, sowie der Druck
und die Dichte des geséttigten Dampfes und der beriihrenden Fliissigkeit als
Funktion irgend einer beliebigen konventionellen Temperaturskala ¢ (§160)
durch Messung bestimmt sind. Es ist ndmlich:

dp; dt

r=T(un —02)ﬁ'dfT

und daraus:

vy —wvy dpy
logT = — . dt
o8 / r dt ’
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woraus T in derselben Weise als Funktion von ¢ zu berechnen ist, wie dies
schon frither ausgefithrt wurde. Uberhaupt ist ersichtlich, da eine jede aus
dem zweiten Hauptsatz abgeleitete Gleichung zwischen meflbaren Grofien
dazu benutzt werden kann, eine Bestimmung der absoluten Temperatur
vorzunehmen, und es handelt sich nur um die praktische Frage der
Genauigkeit der Messungen in dem zu untersuchenden Temperaturintervall,
um dariiber zu entscheiden, welche Methode den Vorzug verdient.

§ 178. Eine einfache Anndherungsformel, die in manchen Fillen gute,
in anderen dagegen nur méfig brauchbare Resultate ergibt, erhélt man,
wenn in der Gleichung (111) das spezifische Volumen der Fliissigkeit v
gegen das des Dampfes vy vernachléssigt, und wenn auflerdem fiir letzteres
die Zustandsgleichung eines idealen Gases als giiltig vorausgesetzt wird.
Dann ist nach Gleichung (14)

RT
vn=—-—-
m p1

wobei R die absolute Gaskonstante, m das Molekulargewicht des Dampfes
bezeichnet, und die Formel (111) geht tiber in:

R T? dp,

Fir Wasser bei 100° C. wire z. B.

R=1,985 in Kalorien nach Gleichung (34),

m = H,0 = 18,

T =373,

p1 = 760™™M,
dp1
EPL _ 97, 19mm
dT 7

und daraus die Verdampfungswérme in Kalorien:

1,985-373%.27,12
B 18 - 760

= 547,5,

also etwas zu grof3 (§175). Die Ursache dieser Abweichung liegt darin, daf
das Volumen des bei 100° C. gesittigten Wasserdampfes in Wirklichkeit
kleiner ist als das aus der Zustandsgleichung eines idealen Gases vom
Molekulargewicht 18 fiir diese Temperatur und Atmosphéarendruck berechnete
Volumen. Eben deshalb kann eine genaue Messung der Verdampfungswérme
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auch dazu dienen, um aus dem zweiten Hauptsatz einen Schlufl zu ziehen
auf die Abweichung der Dichte eines Dampfes von dem idealen Wert.

Eine in denselben Grenzen giiltige Annédherungsformel von anderer
Bedeutung ergibt sich, wenn man weiter in der Gleichung (109) fiir die
spezifische Energie des Dampfes nach (35) den fiir ideale Gase giiltigen
Wert wu; = ¢, T + konst., ferner fiir die spezifische Energie der Fliissigkeit
unter Konstantsetzung der spezifischen Wéarme cs und Vernachléssigung der
auBeren Arbeit ug = coT + konst. setzt. Dann folgt aus (109):

RT RT?*d
(Cfv —Cg)T—I—kOHSt —+ W = Ea%

;{—2, so 1aBt sich diese Gleichung Glied

fiir Glied integrieren, und man erhélt schliellich, unter Beriicksichtigung
von (33)

Multipliziert man beiderseits mit

pL = ae~ T H(er—c2),

Hier bedeuten a und b positive Konstanten, ¢, und c¢p die spezifischen
Wiérmen von Dampf und Fliissigkeit bei konstantem Druck. Dies gibt ein
Gesetz fiir die Abhéngigkeit der Spannkraft des geséttigten Dampfes von
der Temperatur.

Eine Berechnung der Konstanten ist von H. HERTZ fiir Quecksilber
ausgefithrt worden.! Indessen mufl bemerkt werden, dafi fiir tiefere
Temperaturen die Annahme der Konstanz von ¢y nicht mehr gerechtfertigt
ist. (Vgl. unten §284 und §288.)

8§ 179. In gleicher Weise wie fiir den Verdampfungsprozef3 148t sich die
Gleichung (111) auch auf den Schmelz- oder auch auf den Sublimationsprozef
anwenden. Im ersten Fall bedeutet r die Schmelzwéirme der Substanz, falls
der Index 1 dem fliissigen, der Index 2 dem festen Zustand entspricht,
ferner p; den Schmelzdruck, d. h. den Druck, bei welchem feste und fliissige
Substanz sich im Gleichgewicht beriithren konnen. Der Schmelzdruck héngt
hiernach, ebenso wie der Verdampfungsdruck, von der Temperatur ab,
oder in umgekehrter Fassung: durch Verdnderung des Druckes wird die
Schmelztemperatur geédndert:

dI'  T(v1 —wv9)

(113) i

1Wied. Ann. d. Phys. 17, 193, 1882.
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Fiir Eis bei 0° C., also unter Atmosphérendruck, ergibt sich z. B.

r=80-4,19-10" (Schmelzwirme von 1 g Eis in absoluten
C.G.S.-Einheiten),

T =273,
v1 = 1,000 (Volumen von 1 g Wasser bei 0°C. in ccm),
vg = 1,091 (Volumen von 1 g Eis bei 0°C. in ccm).

Um j—T in Atmosphédren zu erhalten, hat man den Ausdruck noch mit
P1

1013250 (§7) zu multiplizieren und erhélt so aus (113):

ar - 273-0,091 - 1013250

dp; 80-4,19-107

(114) = —0,0075.
Durch Erhchung des dufleren Druckes um 1 Atmosphire wird also die
Schmelztemperatur des FEises um 0,0075° C. erniedrigt, oder: um den
Schmelzpunkt des Eises um 1° C. zu erniedrigen, bediirfte es einer
Druckerhohung von ca. 130 Atmosphéren, was zuerst durch Messungen von
W. THOMSON (Lord KELVIN) bestétigt worden ist. Fiir Substanzen, welche
sich, entgegengesetzt dem Eis, beim Schmelzen ausdehnen, wird nach der
Gleichung (113) umgekehrt die Schmelztemperatur mit wachsendem Druck
erhoht. Auch dies ist durch Messungen qualitativ und quantitativ bestétigt
worden.

§ 180. Die Gleichungen (101) gestatten, noch andere wichtige Eigen-
schaften, die eine Substanz in verschiedenen Aggregatzustéinden besitzt, in
Beziehung miteinander zu bringen. Wir fassen sie mit (110) in folgender
Form zusammen: .

T = 51— S9
und differentiieren nach 7. Dann ergibt sich:

Lodr v _(9s1) (951 dpr_ (0sa) _ (Osa) dp2
t dr T2 \dT ), op )y dT or /, op ) p dT

oder nach (84a) und (84b)

_ (e (v dpi_ (cpla | (Ov2)) dp2
T oT pdT T oT pdT'

Da nun nach (111):
dn _dp2 v
dr dT' T(v; —vg)’
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so erhalt man schliefllich:

e R

Diese Gleichung gestattet abermals eine Priifung des zweiten Hauptsatzes,
da sie lauter Groflen enthélt, die unabhéngig voneinander gemessen werden
konnen.

§ 181. Nehmen wir als Beispiel wieder geséttigten Wasserdampf bei
100° C., also unter Atmosphérendruck, und berechnen hierfiir die spezifische
Wirme des Dampfes bei konstantem Druck: (¢p)1, dann ist:

(cp)2 = 1,01 (spezifische Wérme des fliissigen Wassers bei 100°),
r =539 (Verdampfungswirme des Wassers bei 100°),
T = 373.

Ferner!:

d
a_ —0,64 (Abnahme der Verdampfungswéarme

ar mit der Temperatur),
vy = 1674 (Volumen von 1 g geséttigtem Wasserdampf bei 100°),

(?;;) = 4,813 (Isobarer Ausdehnungskoeffizient dieses Dampfes).
P

Die entsprechenden Groflen fiir fliissiges Wasser sind:
vg = 1,0,
Ovy
<8T>p =0,001.
Diese Zahlen liefern nach (115) das Ergebnis:
(cp)1 — (cp)2 = —0,54,
oder:

(ep)1 = (cp)2 — 0,54 = 1,01 — 0,54 = 0,47,

Vgl. O. KNOBLAUCH, R. LINDE und H. KLEBE, Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten,
herausgegeben vom Verein Deutscher Ingenieure Heft 21, Berlin 1905. Ferner: HARVEY
N. Davis, Proc. of the American Academy of Arts and Sciences. Bd. 45, p. 265,
1910. F. HENNING, Zeitschr. f. Physik 2, p. 197, 1920.
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in Ubereinstimmung mit den direkten Messungen.

§ 182. Die Bezichung (115) vereinfacht sich bedeutend, wird aber
ungenau, wenn man wieder das Volumen vy des fliissigen Wassers gegen
das v; des Dampfes vernachlissigt und fiir letzteres die Zustandsgleichung
eines idealen Gases benutzt. Denn dann wird:

RT
v] = — —
m p1

oy _ R
oT p_mpl

und die Gleichung (115) lautet einfach:

(cp)1 — (ep)2 = %7

in unserem Beispiel:

(cp)1 — (cp)2 = —0,64
(cp)1 = 1,01 — 0,64 = 0,37,

also erheblich zu klein.

§ 183. Wenden wir nun die Bezichung (115) auch auf schmelzendes Eis
bei 0° und Atmosphérendruck an, indem wir den Index 1 auf den fliissigen,
den Index 2 auf den festen Aggregatzustand beziehen. Die Abhéngigkeit
der Schmelzwérme r des Eises von der Schmelztemperatur T ist wohl noch
nicht direkt gemessen worden, sie 148t sich aber aus (115) berechnen, da
diese Gleichung ergibt:

dr r r ovy Ovg
o = @ = ()2 + 7 — — {<8T>p - <8T>p} .
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Dabei ist:

(ep)1 = 1,01 (Spezifische Wiarme des Wassers bei 0°),
(cp)2 = 0,50 (Spezifische Wiarme von Eis bei 0°),

r = 80,

T =273,
v1 = 1,00,
vo = 1,009,

<681;) = —0,00006 (Ausdehnungskoeffizient des Wassers bei 0°),
P

<?9?) =0,0001 (Ausdehnungskoeffizient von Eis bei 0°).
p

Folglich nach der obigen Gleichung:

dr

77 = 0,66,
d. h. wenn der Schmelzpunkt des Fises durch entsprechende Vermehrung
des dufleren Druckes um 1° erniedrigt wird, nimmt auch die Schmelzwérme
um 0,66 cal ab.

§ 184. Es ist schon frither wiederholt darauf hingewiesen worden, dafl
man aufler der spezifischen Wiarme bei konstantem Druck und der bei
konstantem Volumen noch beliebige andere spezifische Warmen definieren
kann, je nachdem man die d&ufleren Umstédnde, unter denen die Erwarmung
stattfindet, verschieden reguliert. In jedem Falle gilt die Gleichung (23) des

ersten Hauptsatzes:
du dv

c= aT +p ar
Bei den gesittigten Démpfen ist nun auch diejenige Art der Erwérmung von
Interesse, bei welcher der Dampf immer gerade im Zustand der Séttigung
erhalten wird. Bezeichnen wir die diesem Vorgang entsprechende spezifische
Wiérme des Dampfes mit h; — CLAUSIUS nannte sie die spezifische Warme

,des gesdttigten Dampfes“ — so ergibt sich in unserer Bezeichnung:
duy dvy

11 bt S bt

(116) M=r TPy

Uber den Wert von hy 148t sich von vornherein nichts aussagen, ja selbst das
Vorzeichen dieser Grofle mufl vorlaufig dahingestellt bleiben. Denn wenn der
Dampf wihrend der Erwdrmung um 1° gerade geséttigt bleiben soll, mufl
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er offenbar gleichzeitig komprimiert werden, weil das spezifische Volumen
des gesittigten Dampfes mit steigender Temperatur abnimmt. Nun wird
aber durch die Kompression Warme erzeugt, und es fragt sich, ob diese
Wirme nicht so betrichtlich ist, daBl sogar eine Ableitung von Wirme
nach auflen erforderlich wird, um den Dampf nicht zu iiberhitzen. Daher
sind hier von vornherein zwei Féille denkbar: 1. Die Kompressionswarme
ist so betréchtlich, dafl der urspriinglich geséttigte Dampf bei adiabatischer
Kompression iiberhitzt wird. Dann ist bei der Kompression des geséttigten
Dampfes Ableitung von Warme nach auflen erforderlich, um bei der erhohten
Temperatur den Séttigungszustand aufrecht zu erhalten, d. h. hy ist negativ.
2. Die Kompressionswarme ist zu gering, um ohne Zuleitung &uflerer
Wirme den komprimierten Dampf vor Ubersittigung zu bewahren; dann
mufl hq positiv ausfallen. Dazwischen liegt der Grenzfall h; = 0, wo die
Kompressionswérme gerade hinreicht, um den komprimierten Dampf im
Zustand der Sattigung zu erhalten, wo also die Séattigungskurve zusammenfallt
mit der Kurve der adiabatischen Kompression. Dieser Grenzfall wurde noch
von WATT als fiir Wasserdampf giiltig angenommen.

Es ist nun leicht, h; aus den obigen Formeln zu berechnen. Bilden wir
zunéchst die entsprechende spezifische Wirme fiir die beriihrende Fliissigkeit:

duo dvg

Diese spezifische Wéarme entspricht einer Erwarmung der Fliissigkeit, die
immer gerade unter dem Drucke ihres gesittigten Dampfes gehalten wird.
Da nun der duflere Druck, wenn er nicht nach vielen Atmosphiren mif}t,
auf den Zustand einer Fliissigkeit keinen wesentlichen EinfluBl hat, so fallt
der Wert von ho so gut wie ganz mit dem Wert der spezifischen Wiarme
der Fliissigkeit bei konstantem Druck zusammen, d. h.

(118) ha = (cp)a.
Nun ergeben die Gleichungen (116) und (117) voneinander subtrahiert:

dlup —u d(vy —v
By — hy = (1dT 2)+p1 (1dT 2)

Aber nach (110) ist durch Differentiation nach T

dr  d(ug —ug) d(vy —v2) dp1
ar = ar TP g Tmimwlgn
Folglich:
dr d
hy —hy = - — (v —vp) ok
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oder nach (118) und (111):

dr T

Fiir geséttigten Wasserdampf bei 100° haben wir nun, wie oben:

(cp)g = 1,01,
dr
— = —0,64
dT ) )
r = 539,
T = 373.

Folglich:
hy=1,01—0,64—1,44 = —1,07.

Wasserdampf bei 100° C. repréasentiert also den oben unter 1. beschriebenen
Fall, d. h. geséttigter Wasserdampf bei 100°, adiabatisch komprimiert, wird
iiberhitzt; oder umgekehrt: geséttigter Wasserdampf bei 100°, adiabatisch
ausgedehnt, wird iiberséittigt, indem der Einflul der Kompressions-, bez.
Dilatationswéirme den Einflufl der Dichtigkeitszunahme, bez. Abnahme weit
iiberwiegt. Andere Dampfe zeigen das entgegengesetzte Verhalten.

§ 185. Es kann der Fall eintreten, dafl fiir einen bestimmten Wert
von T die Werte der Groflen v1 und vy, wie sie sich aus den Gleichungen (101)
in ganz bestimmter Weise ergeben, einander gleich werden; dann sind die
beiden Aggregatzustinde, die miteinander in Beriihrung sind, iiberhaupt
identisch. Ein solcher Wert von T heifit eine kritische Temperatur (§28)
der betreffenden Substanz. Vom rein mathematischen Standpunkt aus muf
man von vornherein annehmen, daff jede Substanz fiir jede der drei
Kombinationen zweier Aggregatzustdnde eine solche kritische Temperatur
besitzt, die allerdings nicht immer reell sein wird. Durch die kritische
Temperatur 7T und das kritische Volumen wv; = vy ist dann auch der
ganze kritische Zustand bestimmt. Seine Berechnung erfolgt aus den
Gleichungen (101), wenn man darin noch die Bedingung einfiihrt, daf die
Differenz vy — v9 verschwindet. Nehmen wir also v; — vy sehr klein an, so
wird fiir ein beliebiges Volumen v, welches zwischen den Werten v; und wvo
liegt, nach dem TAYLORschen Satze:

(119) p=npo+ (?;>Q(U_U2)+; ((‘;?;)Z(U_w)z'

Dann geht die erste Gleichung (101) iiber in:

op 1 /8% 9
P2+ ((91})2(@1 —v9) + 5 (av)z(vl —v2)” =p2
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und die Gleichung (102) liefert, durch Ausfithrung der Integration von (119)
nach v:

1 ap 2 1 62]) 3
p2(v1 vz)+2<8v)2(01 v2) +23(8v2) (v1 — v2)” = pa(v1 — v2).

Die letzten beiden Gleichungen ergeben:

op\ 9?%p B
<8U>2_0 <802>2_0

als Bedingung des kritischen Zustandes. Diese Bedingung stimmt iiberein
mit der schon im §30 fiir den kritischen Zustand eines Dampfes abgeleiteten
Beziehung, und wird durch die dort gegebene Zeichnung der Isotherme
geometrisch illustriert. Im kritischen Zustand ist die Kompressibilitéit
unendlich grof}, der Ausdehnungskoeffizient bei konstantem Druck unendlich
grofl, die spezifische Wérme bei konstantem Druck unendlich groff, die
Verdampfungswiarme Null.

Bei anderen Temperaturen als der kritischen sind die Werte von
vy und w9 verschieden, und zwar auf der einen Seite reell, auf der
anderen komplex; im letzteren Fall verliert die hier betrachtete Losung des
Gleichgewichtsproblems ihren Sinn.

§ 186. Dritte Losung. Setzen wir drittens in den fiir das innere
Gleichgewicht giiltigen Bedingungen (98):

vl # V2 # U3,

so haben wir ohne Vereinfachung:

p1=Dp2 = p3
_ug —ug 4 p1(v] — va)
(120) 51— 52= T
_ ug —ug +p1(v2 — v3)
89 — 83 = T .

Dieser Fall bezeichnet einen Zustand, bei welchem sich im System alle
drei Aggregatzustidnde nebeneinander vorfinden. Die vier Gleichungen (120)
enthalten vier Unbekannte, nédmlich T, v;, wvo, v3, so dafl ihnen ganz
bestimmte Werte dieser vier Groflen entsprechen. Alle drei Aggregatzustinde
konnen also nur bei einer ganz bestimmten Temperatur und ganz
bestimmten Dichtigkeiten, und daher auch nur bei einem ganz bestimmten
Druck nebeneinander im Gleichgewicht existieren. Wir wollen diese
Temperatur die , Fundamentaltemperatur® und den entsprechenden Druck
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den Fundamentaldruck der Substanz nennen. Die Fundamentaltemperatur
ist nach den Gleichungen (120) durch die Bedingung charakterisiert, daf fiir
sie der Druck des iiber der Fliissigkeit geséttigten Dampfes gleich ist dem
Schmelzdruck. Dann folgt mit Notwendigkeit durch Addition der beiden
letzten Gleichungen, dafl jener Druck auch gleich dem Sublimationsdruck
ist, bei welchem die feste Substanz mit der gasférmigen in Beriihrung ist.

Sind die Fundamentalwerte gefunden, so berechnen sich aus den dufleren
Bedingungen im § 166

My + Mo+ Ms=M
(121) Myvy + Movg + Mavg =V
Miuy + Moug + Msus = U

die Massen M;, My, M3 der in den verschiedenen Aggregatzustinden
befindlichen Teile des Systems in eindeutiger Weise. Doch hat diese Losung
nur dann einen physikalischen Sinn, wenn die Werte von M, Ms, M;j
samtlich positiv ausfallen.

§ 187. Bestimmen wir z. B. den Fundamentalzustand des Wassers.
Da fiir 0°C. der Druck des iiber fliissigem Wasser geséittigten Dampfes
4,58™MM " der Schmelzdruck des Eises aber 760™™ betragt, so ist 0° nicht die
Fundamentaltemperatur des Wassers. Nun nimmt aber der Schmelzdruck des
Eises mit steigender Temperatur ab, wihrend der Druck des iiber fliissigem
Wasser gesittigten Dampfes wichst; folglich wird fiir eine etwas hdohere
Temperatur als 0° ein Zusammenfallen jener beiden Drucke eintreten. Nach
der Gleichung (114) steigt die Schmelztemperatur des Eises bei Erniedrigung
des Druckes von 760™™ bis 4,58™™ um nahezu 0,0075°. Die Temperatur
0,0075° C. ist also sehr angenédhert die Fundamentaltemperatur des Wassers,
da fiir sie der Druck des iiber fliissigem Wasser geséttigten Dampfes nahe
zusammenfallt mit dem Schmelzdruck des Eises, und infolgedessen auch mit
dem Druck des iiber Eis geséttigten Dampfes. Daraus ergeben sich dann
auch die Werte fiir das spezifische Volumen von Wasser im gasférmigen,
fliilssigen und festen Fundamentalzustand:

v; = 206000, vy =1,00, w3 =1,09.

Fiir andere Temperaturen als die Fundamentaltemperatur fallen Verdampfungs-,
Schmelz- und Sublimationsdruck alle verschieden aus.

§ 188. Uberblicken wir nun noch einmal die inneren Gleichgewichts-
bedingungen (101) fiir die drei Kombinationen je zweier sich beriihrender
Aggregatzustinde einer gegebenen Substanz im Zusammenhang. Fiir jede
dieser Kombinationen ist sowohl der Druck p als auch die spezifischen
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Volumina der beiden sich beriihrenden Teile allein von der Temperatur
abhéngig und durch (101) bestimmt. Hierbei ist aber wohl zu unterscheiden,
ob sich z. B. gesittigter Dampf in Beriihrung mit fliissiger oder mit fester
Substanz befindet, da fiir diese beiden Fille die Funktionen, welche Druck
und spezifisches Volumen des geséttigten Dampfes in ihrer Abhéngigkeit
von der Temperatur darstellen, ganz verschieden ausfallen. Der Zustand des
gesittigten Dampfes ist erst dann bestimmt, wenn aufler der Temperatur
auch noch angegeben ist, mit welchem Aggregatzustand der Dampf sich
in Beriihrung befindet, und das nédmliche gilt fiir die beiden anderen
Aggregatzustinde. Wenn wir daher von jetzt an die Ziffern 1, 2, 3 der
Reihe nach auf den gasformigen, fliissigen, festen Zustand beziehen, so
miissen wir zur Bezeichnung eines im Zustand der Sattigung befindlichen
Korperteils zwei Indizes verwenden, von denen der erste den Aggregatzustand
des betrachteten Korperteils selbst, der zweite denjenigen Aggregatzustand
angibt, mit welchem der Korperteil in Beriihrung gedacht ist. So erhalten
wir zur Bezeichnung des spezifischen Volumens des gesittigten Dampfes
die beiden Ausdriicke vio und w13, von denen der erste den Dampf in
Beriihrung mit fliissiger, der zweite den Dampf in Berithrung mit fester
Substanz darstellt. Analog ergeben sich die Bezeichnungen wvgg und wop,
v31 und wv3o fiir die spezifischen Volumina fliissiger und fester Substanz im
Zustand der Séattigung; jede von diesen sechs Groéflen ist eine bestimmte
Funktion der Temperatur allein. Die entsprechenden Drucke sind:

Verdampfungsdruck: Schmelzdruck: Sublimationsdruck:
pb12 = P21 P23 = P32 P31 = P13

ebenfalls Funktionen der Temperatur allein. Nur fiir die Fundamentaltemperatur
werden zwei dieser Drucke einander gleich, und dann auch gleich dem
dritten.

Stellt man also die Abhéngigkeit der drei Drucke von der Temperatur
durch drei Kurven dar, indem man etwa die Temperatur als Abszisse
und die Drucke als Ordinaten auftrégt, so schneiden sich die drei Kurven
in einem einzigen Punkt, dem Fundamentalpunkt, auch dreifacher Punkt
genannt. Es ist auch leicht zu berechnen, unter welchem Winkel sich die
Kurven in dem Fundamentalpunkt schneiden. Denn die Neigung der Kurven
gegen die Abszissenachse wird gegeben durch die Differentialquotienten:

dp12 dpo3 dp31
dT "’ dT’ dT
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Nun ist nach Gleichung (111) in entsprechender Bezeichnung

dpi2 12

dl T(vy —wvg)’

Ebenso

dpas 723
dT"  T(vg —v3)

und

dps1 _ 31
dl T(vz—wvy)

Dabei beziehen sich die v auf den Fundamentalzustand und sind daher nur
mit einem einzigen Index versehen. Hieraus ergibt sich nun die Richtung des
Verlaufs jeder Kurve im Fundamentalpunkt, sobald man die Verdampfungs-,
Schmelz- und Sublimationswéirme kennt.

Vergleichen wir z. B. die Kurve des Verdampfungsdrucks pis mit
der Kurve des Sublimationsdrucks pi3 fiir Wasser in der Niahe des
Fundamentalpunkts 0,0075° C. Hierfiir ist im absoluten Mafsystem, durch
Multiplikation des in Kalorien ausgedriickten Wertes mit dem mechanischen
Warmedquivalent:

r19 = 600 - 4,19 - 107
(Verdampfungswérme des Wassers bei 0,0075° C.),
r13 = —r31 = (80 4 600) - 4,19 - 107

(Sublimationswirme des Eises bei 0,0075° C.),

v = 206000, vy =1,00,  wg=1,09, (§187)
T = 273.
Also in Millimetern Quecksilber, durch Multiplikation des absoluten Wertes
mit 760 :
1013250

dpr2  600-4,19-107 - 760
dT 273206000 - 1013250
dps1 _ dpis  680-4,19-107 - 760

dT  dT  273-206000 - 1013250

=0, 335,

=0, 380.
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Die Kurve des Sublimationsdrucks p;3 verlduft also im Fundamentalpunkt
steiler als die Kurve des Verdampfungsdrucks pio, oder: fiir Temperaturen
oberhalb der Fundamentaltemperatur ist pij3 > pio, fiir Temperaturen
unterhalb derselben ist pi3 < p1o. Die Differenz betréagt:

dpiz dpiz _ d(p13 — p12)
dT dT dr

=0, 045.

Mifit man also die Spannung des gesittigten Wasserdampfes oberhalb
des Fundamentalpunktes iiber Wasser, unterhalb desselben {iiber Eis, so
erleidet die Spannungskurve im Fundamentalpunkt einen Knick, dessen
GroBle durch den Sprung des Differentialquotienten, d. h. durch die obige
Differenz angegeben wird. Bei —1° (dT = —1) ist demnach angen&hert:

pb13 — P12 = _07047

d. h. bei —1° C. ist der Druck des geséttigten Wasserdampfes iiber Eis
um 0,04™™ kleiner als der iiber Wasser, was auch experimentell bestétigt
worden ist.! Dagegen liaBt sich die Existenz eines scharfen Knicks in dem
angegebenen Betrage nur aus der Theorie erschlieflen.

§ 189. Wir haben wunsere bisherigen Untersuchungen nur auf die
Betrachtung der einzelnen verschiedenartigen Losungen derjenigen Gleichungen
erstreckt, welche die inneren Gleichgewichtsbedingungen des Systems
aussprechen, und daraus die wichtigsten Eigenschaften des betreffenden
Gleichgewichtszustandes abgeleitet. Nunmehr kommen wir zu der weiteren
Frage, welche unter den verschiedenen moglichen Losungen der Aufgabe
in jedem gegebenen Falle den Vorzug besitzt, d.h. den stabilsten
Gleichgewichtszustand darstellt. Zur Beantwortung dieser Frage nehmen
wir die urspriinglich in §165 gegebene Fassung des Problems wieder auf,
welche kurz folgendermaflen lautet. Gegeben ist die Gesamtmasse M, das
Gesamtvolumen V, die Gesamtenergie U des Systems. Statt V und U wird

. . Vv . .
es Ofter bequemer sein, die Werte =Y (mittleres spezifisches Volumen

des Systems) und % = u (mittlere spezifische Energie des Systems) zu

benutzen. Gesucht ist der stabilste Gleichgewichtszustand, d. h. der Zustand
des absoluten Maximums der Gesamtentropie S.

Wir fanden oben, daf§ im allgemeinen die Gleichgewichtsbedingungen
drei verschiedene Arten von Losungen zulassen, je nachdem das System
sich in 1, 2 oder 3 Aggregatzustinde spaltet. Bei der Frage, welche von

"Wirmetabellen von L. HOLBORN, K. ScHEEL und F. HENNING. Braunschweig
(Vieweg u. Sohn) 1919, p. 61.
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diesen drei Losungen in jedem gegebenen Falle den Vorzug hat, ist zunéchst
zu beriicksichtigen, dal die zweite und die dritte Losung nur dann einen
physikalischen Sinn haben, wenn die aus den Gleichungen (103) und (121)
sich ergebenden Werte der Massen positiv ausfallen. Dies fiihrt zu einer
Einschrankung des Giiltigkeitsbereichs dieser beiden Losungen. Zuerst wollen
wir diesen Giiltigkeitsbereich feststellen, und werden dann den Nachweis
fithren, dafl innerhalb ihres Giiltigkeitsbereichs die dritte Losung stets den
Vorzug hat vor den beiden ersten, und die zweite den Vorzug hat vor der
ersten.

Zur Erleichterung der Ubersicht mdge die geometrische Anschauung zu
Hilfe genommen werden. Zu diesem Zweck denken wir uns die von vornherein

gegebenen Werte v = % und v = % (der Wert von M ist hier nebenséchlich)

dadurch graphisch dargestellt, dafl wir diese Groéflen als die rechtwinkligen
Koordinaten eines Punktes in einer Ebene (der Zeichnungsebene in Fig. 4)
ansehen, so dafl jedem Punkt der Ebene ein bestimmtes Wertenpaar dieser
beiden Groflen entspricht. Unsere Aufgabe ist dann die, fiir jeden beliebig
gegebenen Punkt dieser Ebene die Entscheidung zu treffen, welcher Art
das stabile Gleichgewicht ist, welches bei den entsprechenden Werten von
v und w zustande kommt.

§ 190. Betrachten wir nun den Giiltigkeitsbereich der dritten Losung.
Die sich aus den Gleichungen (121) ergebenden Werte der Massen My, Mo, Ms
sind:

111 111 111 1 11
(121a) My : My :Msg: M= |vwvy vg|:|vwvg vi|:|v v va|:]|v] v2 vy
wug ug| |uug up| |uup us| |up ug ug

wobei wir hier, wie iiberall im folgenden, die Bezeichnung vy, vy, wvs,
uy, ug, ug speziell auf die Fundamentalwerte der v und u anwenden.

Hieraus ersieht man, dal die Werte von M, My, M3 nur dann alle
zugleich positiv ausfallen, wenn der dem Wertenpaar (v,u) entsprechende
Punkt innerhalb des Dreiecks liegt, das von den Punkten mit den respektiven
Koordinaten (vy,u1), (ve,u9) und (vs, us) gebildet wird. Der Giiltigkeitsbereich
der dritten Losung wird daher durch dieses Dreieck dargestellt, welches wir
das Fundamentaldreieck der Substanz nennen kénnen, und ist in der Fig. 4
mit (123) bezeichnet. Die Zeichnung ist fiir eine Substanz ausgefiihrt, fir
die, wie bei Wasser, v{ > v3 > vy und wuy > ug > ug3.

§ 191. Wir kommen nun zur Betrachtung des Giiltigkeitsbereichs der
zweiten Losung, welcher die Gleichungen (101) und (103) entsprechen. Diese
Gleichungen ergeben drei Arten von Wertensystemen, je nach den drei
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_U
M

Azxe der mittleren, spezifischen Energieen: u

&S
Azxe der mittleren, spezifischen Volumina: v = i

Fig. 4.

paarweisen Kombinationen der drei Aggregatzustinde, deren jede den beiden
andern von vornherein gleichberechtigt gegeniibersteht. Wir betrachten
zunachst die Kombination des gasférmigen und des fliissigen Zustandes.
Dann lauten jene Gleichungen geméifl der jetzt eingefithrten Bezeichnung:

Tio =Ty, P12 = P21
(122) u1p — ug1 +p1a(vi — o)

und:

Mg+ Mo =M
(123) Miovig + Mojvor =V = Mo
Misu12 + Majugy = U = Mu.

Um das Gebiet zu finden, innerhalb dessen der Punkt mit den Koordinaten
v,u liegen muf}, damit Mo und Mo beide positiv ausfallen, suchen wir die
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Grenzen dieses Gebietes auf, d. h. die Kurven, welche durch die Bedingungen
Mo = 0 und My = 0 dargestellt werden; zunéchst die Kurve: Ms; =0
(fliissige Masse = 0). Diese Bedingung in (123) eingefiihrt ergibt: Mo = M
und

(124) v = V12 U= uj9.

Da w19 und wujs Funktionen einer einzigen Variabeln sind, so ist durch
diese beiden Gleichungen den Gréflen v und u eine bestimmte Bedingung
vorgeschrieben, und diese Bedingung ergibt die gesuchte Kurve, eine Grenze
des gesuchten Giiltigkeitsbereichs. Diese Kurve geht durch die Ecke 1 des
Fundamentaldreiecks, weil fiir die Fundamentaltemperatur wvis = v; und

uio = up wird. Zur Feststellung ihres weiteren Verlaufs bilden wir den
duq9
dvis

duipg _ (Ou n Ou\  dI
Die mit 9 bezeichneten partiellen Differentialquotienten beziehen sich hier
iiberall auf die unabhéngigen Variabeln 7' und v. Daraus folgt nach (80)

und (24):
dU12 ap dT12
—T (2 - ali2.
ot 12 <8T ; P12 + (Cv)12 ot

Ausdruck des Differentialquotienten . Hierfiir hat man:

Mittels dieser Gleichung kann man den Verlauf der Kurve (124) experimentell
verfolgen, indem man Tjo oder vio oder irgend eine andere geeignete Grofie
als unabhéngigen Parameter nimmt.

In gleicher Weise liefert die Bedingung M9 = 0 (dampfformige Masse = 0)
eine andere Grenze des gesuchten Giiltigkeitsbereichs durch die Kurve:

U =121 U = U21,

welche durch die Ecke 2 des Fundamentaldreiecks geht und der Gleichung

genugt:
dugy dp dT12
=T =2) — 2112
gy — 112 <8T ” p12 + (cv)21 -
Hierbei ist davon Gebrauch gemacht, dafi Tb1 = 712 und psl = p12.
Diese beiden Kurven sind aber nichts anderes als Zweige einer und

derselben Kurve, da sie fiir den kritischen Punkt: vj9 = v9, ineinander
duyg

V12

iibergehen, und zwar, wie eine ndhere Untersuchung des Wertes von
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und % nach §185 lehrt, ohne in diesem Punkte eine Ecke oder Spitze
V21

zu bilden.

Wir konnen daher beide Kurvenédste unter dem gemeinsamen Namen
,, Verdampfungskurve“ zusammenfassen. Dann entspricht jedem Punkt (vq9, u12)
auf dem einen Ast ein bestimmter Punkt (vop,uo1) auf dem andern Ast,
insofern beiden Punkten die nédmliche Temperatur T = Ty und der
ndmliche Druck pig = po; zukommt. Diese Zuordnung je zweier Punkte auf
den beiden Asten wird bestimmt durch die Gleichungen (122) und ist in der
Fig. 4 durch die Verbindungslinien einiger solcher Punktpaare angedeutet.
So entsprechen sich auch die beiden Ecken des Fundamentaldreiecks (v, u1)
und (vo,u9). Der kritische Punkt entspricht sich selbst.

Die gefundene Verdampfungskurve bildet somit die Grenze des
Giiltigkeitsbereiches desjenigen Teils der zweiten Losung, welchem die
Berithrung von Dampf und Fliissigkeit entspricht, und man {iberzeugt
sich leicht aus (123), dafi der Giiltigkeitsbereich in den von der Kurve
eingeschlossenen Raum der Zeichnungsebene fillt. Gleichwohl ist die
Kurve nur bis zu den Ecken 7 und 2 des Fundamentaldreiecks gezeichnet,
weil, wie sich spéter zeigen wird, die Losung nur bis dahin das stabile
Gleichgewicht angibt. Dieser Raum ist mit (12) bezeichnet.

Ganz analog der Verdampfungskurve ergibt sich nun auch der Verlauf
der , Schmelzkurve®, deren beide Aste durch die Gleichungen:

v = V23 U= u3

und: UV = V32 U = u3Q

dargestellt werden, und der ,Sublimationskurve“, fiir deren Aste die
Gleichungen:

vV = V31 U = u31

und: UV = V13 U = Uuis

gelten. Die erstere Kurve geht durch die Ecken 2 und &, die letztere
durch die Ecken 8 und 1 des Fundamentaldreiecks. Die hierdurch
abgegrenzten Giiltigkeitsbereiche des 2. und 3. Teils der zweiten Losung
sind in der Fig. 4 mit (23) und (31) bezeichnet. Im iibrigen gelten alle
fiir die Verdampfungskurve abgeleiteten Beziehungen auch hier, nur mit
entsprechender Vertauschung der Indizes. Einige entsprechende Punktpaare
sind wieder durch Verbindungslinien angedeutet. Fiir die Schmelzkurve ist
auch ein kritischer Punkt gezeichnet.
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§ 192. Nachdem so auch fiir die zweite Losung der Giiltigkeitsbereich
festgestellt ist, ersieht man unmittelbar, dal fiir alle Punkte (v,u), welche
auflerhalb der nun abgegrenzten Flichenrdume liegen, nur die erste Losung
einen physikalischen Sinn ergibt, woraus folgt, dafl fiir diese Punkte das
stabile Gleichgewicht jedenfalls durch die erste Losung (§170) dargestellt
wird. Die entsprechenden R#éume sind in der Fig. 4 mit (1), (2) und (3)
bezeichnet, je nachdem der betreffende Zustand als gasférmig, fliissig oder
fest aufgefafit wird. Wenn fiir zwei Aggregatzustdnde ein kritischer Punkt
existiert, gibt es zwischen ihnen keine scharfe Grenze.

§ 193. Es handelt sich nun um die Frage: Welcher unter mehreren
Gleichgewichtszusténden, die einem gegebenen Wertsystem M, v, u, also
einem gegebenen Punkte der Zeichnungsebene entsprechen, besitzt den
groften Wert der Entropie? Da jede der drei besprochenen Losungen
einen ganz bestimmten Zustand angibt, so erhalten wir fiir jedes gegebene
Wertensystem (M, v,u) ebensoviel Werte der Entropie, als Losungen fiir dies
Wertensystem vorhanden sind. Bezeichnen wir also die den verschiedenen
Losungen entsprechenden Werte der Entropie der Reihe nach mit S, §’
und S”, so haben wir:

Fiir die erste Losung:

(125) S=M-s.
Fiir die zweite Losung:
(126) S"'=M -5 = Miasia + Moysoq,

oder eine andere Kombination zweier Aggregatzustinde.
Fiir die dritte Losung:

(127) S"=M-s" = Mys1 4+ Mosg + M3ss.

Diese Groflen sind alle vollstandig bestimmt durch die gegebenen Werte von
M, v und u. Es wird sich nun nachweisen lassen, daf§ fiir jedes beliebige
Wertensystem (M,v,u) stets S” > 5" > S, oder s’ > s’ > s, vorausgesetzt,
dafl sédmtliche Massenteile positiv sind. Statt der Entropien selber ist es
bequemer, die entsprechenden mittleren spezifischen Entropien s”, s', s zu
betrachten, weil diese Groflen gar nicht von M, sondern nur von v und u
abhéngen.

Zur geometrischen Veranschaulichung kann man sich in jedem Punkte
(v,u) die entsprechenden Werte von s, s’ und s” in senkrechter Richtung
zur Zeichnungsebene nach oben als Strecken aufgetragen denken, wodurch

die drei Entropieflichen s, s/ und s” entstehen.
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§ 194. Zunichst soll gezeigt werden, dafl s’ — s stets positiv ist, d. h.
dafi die Fliache s’ stets oberhalb der Fliche s liegt.

Wihrend sich s direkt aus v und w nach der Definition (61) der
Entropie fiir eine homogene Substanz ergibt, hat man zur Bestimmung des
Wertes von s’ die Gleichungen (126), (122) und (123). Durch dieselben
wird s’ als von v und u allein abhingig dargestellt und so die Fliche s’
bestimmt, die im ganzen 3 Blétter bildet, entsprechend den 3 paarweisen
Kombinationen der drei Aggregatzustinde. Wir beziehen uns im folgenden
zundchst wieder auf die Kombination von Dampf und Fliissigkeit.

Was nun die gegenseitige Lage der beiden Flichen s und s’ anbelangt,
so laBt sich leicht erkennen, dafl dieselben eine Kurve gemeinsam haben,
deren Projektion auf die Zeichnungsebene die Verdampfungskurve ist. Denn
fiir irgend einen Punkt der Verdampfungskurve: v = vi9, u = ujo hat man
fiir die erste Fliche: s = s19, wie selbstverstandlich, und fiir die zweite
Flache zunéchst aus (123):

(128) Mo =0, Mo =M

und aus (126): s’ = s;2. In der Tat fallen ja fiir die Punkte der
Verdampfungskurve die erste und die zweite Losung zusammen. Die
Schnittkurve der Flichen s und s’ wird dargestellt durch die Gleichungen:

v =112, U= uy2, s = 8512,

in denen v, u, s die drei variabeln orthogonalen Koordinaten eines Punktes
im Raum vorstellen. vi9, u12, s12 hidngen ab von einem einzigen variabeln
Parameter, z. B. der Temperatur Tjs = To;. Die Kurve geht auch durch
den Punkt (vq,uq,s;), welcher die Ecke 1 des Fundamentaldreiecks zur
Projektion hat.

Ein anderer Ast derselben Schnittkurve ist gegeben durch die Gleichungen:

V= 112, U = u12, § = 812-

Beide Aste treffen sich in einem Punkte, der den kritischen Punkt zur
Projektion hat. Jedem Punkte des einen Astes ist ein bestimmter Punkt
des andern zugeordnet, insofern beiden die nédmliche Temperatur Tig = To;
und der nédmliche Druck pjs = po; entspricht. So ist dem Punkte (vi,up,s1)
des ersten Astes der Punkt (vg,uso,s2) des zweiten zugeordnet.

Ferner ist ersichtlich, daf§ die Fliche s’ aus lauter Geraden besteht,
und daf} sie auf eine Ebene abwickelbar ist. Das erstere geht hervor aus
der Betrachtung eines Punktes, dessen Koordinaten die Werte haben:

v+ pugg _Augg + pugg _ As19+ psol
V= —""" y=—""" = """
A A A+ p

)
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wobei A und p beliebige positive Gréflen sind. Fiir alle positiven Werte von
A und p erhdlt man nédmlich hieraus alle Punkte der geradlinigen Strecke,
welche die beiden zugeordneten Punkte (vi2,u12,s12) und (vor,us21,s21)
verbindet. Diese Gerade liegt offenbar ganz auf der Fliche s, weil fiir jedes
beliebige A und u die entsprechenden Werte von v, u, s die Gleichungen (123)
und (126) befriedigen, wenn Mo = A und My = p gesetzt wird. Also
wird die Fliache s’ gebildet von den geradlinigen Strecken, welche je zwei
zugeordnete Punkte der Schnittkurve der Flichen s und s’ verbinden.
Eine solche Gerade der Fliche ist auch die Verbindungslinie der Punkte
(v1,u1,s1) und (vg,u9,s9), deren Projektion auf die Zeichnungsebene die
Seite (12) des Fundamentaldreiecks ist. Fiir den kritischen Punkt zieht sich
diese Strecke auf einen Punkt zusammen, und hier erreicht die Fliache s’ ihr
Ende. Analog verhélt es sich mit den beiden anderen Blattern der Fléche:
das eine Blatt beginnt mit der Verbindungslinie der Punkte (vg,us,ss)
und (vs,us,s3), das andere mit der der Punkte (vs,us,s3) und (vy,uq,sy).

Die Abwickelbarkeit der Fliache s’ ergibt sich am einfachsten aus der
Betrachtung der Gleichung folgender Ebene:

p12(v —v12) + (v — u12) — Th2(s — s12) =0,

worin v, u, s die drei variabeln Raumkoordinaten bedeuten, wahrend pio, v12,
u12, T12, s12 nach (122) von einem einzigen Parameter, etwa Tjo, abhéingen.
Diese Ebene enthélt erstens die zugeordneten Punkte (vi2,u;2,s12) und
(vo1,uo1,s91), den letzteren vermoge der Gleichungen (122), also auch ihre
Verbindungsstrecke, und zweitens die unendlich benachbarten zugeordneten
Punkte mit den Koordinaten:

v12 +dvig, wig +duyz, s12 +dsio

und
vo1 +dvoy, w9y +dugy, s21 +dsaq,

wie aus (61) folgt, also auch ihre Verbindungsstrecke. Mithin liegen zwei
unendlich benachbarte FErzeugende der Flache in einer Ebene, und die
Fléache ist developpabel.

Zur Feststellung des Wertes von s’ —s moge die Anderung untersucht
werden, welche diese Differenz dadurch erleidet, dafl man von einem
beliebigen Punkt (v,u) der Zeichnungsebene zu einem beliebigen unendlich
benachbarten (v + dv, u+ du) iibergeht. Dabei lassen wir M = Mo + Moy
konstant, was der Allgemeinheit keinen Eintrag tut, weil s und s’ nur von
v und u abhéngen. Nun haben wir durch Variation von (126):

M s = M9 6819 + Moy 6891 + s19 0 M9 + s91 6 Mo .
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Andrerseits nach (61):
_ du+pov

0s T

Aber nach (123) ist:

OMio + Mo =0
(129) Mo 52}12 + Moy 5U21 + v19 (5M12 “+ v91 5M21 = M v
Mo dui9 + Moy dugy + u1a dMio + us1 Moy = M Su.

Daraus ergibt sich unter Beriicksichtigung von (122):

ou + p12 6v
130 §s = —=2
(130) T
und daher:
g (L1 pi2 _p
(131) §(s' —s) = <T12 T> du + <T12 T) dv.

Betrachten wir nun den Verlauf der Fldchen s und s’ in der Umgebung
ihrer Schnittkurve, so ist aus der letzten Gleichung unmittelbar ersichtlich,
dafl sie sich ldngs dieser ganzen Kurve beriithren. Denn z. B. fiir irgend
einen Punkt der Verdampfungskurve: v = v, u = uj9, dem nach (128) ein
gemeinsamer Punkt beider Fldchen entspricht, erhalten wir natiirlich auch:

(132) T = Tio, p = pi2,

und somit §(s’ —s) = 0.

Um nun das Verhalten der beiden Fliachen an diesen Beriihrungsstellen
des Néheren zu priifen, variieren wir die Gleichung (131) noch einmal
allgemein, und wenden sie dann abermals auf dieselben Stellen an.

Zunéchst erhalten wir allgemein:

0T 0T dpi2 0p p126T12 | poT
(s —s)=0ul = — == | +0v | =2 — = —
(s"—s) =du <T2 T ) + dv ( Tr» T ) + T2

1 1 P12 P
S2u = )y (B2 P
o <T12 T> o <T12 T

Dies ergibt fiir die Beriihrungspunkte der beiden Flichen nach (132):

T?6%(s — §') = 6u (6T — 6T12) + 6v (T Sp1a — T 6p — p6Th1a + p 8T
oder kiirzer, nach (61):

(133) T 6%(s' — s) = (6T — 6T12) b5 + (6p12 — 6p) dv.
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Nun reduzieren wir alle in diesem Ausdruck vorkommenden Variationen
auf die beiden einzigen 67 und dv, indem wir setzen:

c Op
Nach (81): = 26T + — bw.
ach (81) s T 0T + a7 ov
Ferner: op = 35“ 0T + g}; ov,
dp12
= —=0T19.
0p12 dT1s 0112

Es bleibt nun noch 6715 durch 6T und év auszudriicken. Dies geschieht durch
die Gleichungen (129), welche mit Beriicksichtigung der hier eintretenden
Vereinfachung (128) die Bedingung liefern:

duig —ou  dvig — ov

U112 — U221 V12 — V21
Setzt man hierin:

duy9 dvyg
134 0 = —=0T 0 =
( 3 ) u12 ITo 12 V12 ITo

0T2,
6u:cU5T+%5v,
ov

so ergibt sich:
o _

e 6T + <u _ mum) 5o
ov  wvig — 9

019 =
12 duig w1z —ug1 dvip

dThe  v12 — w91 dT9

Dieser Ausdruck 1d8t sich noch vereinfachen. Beriicksichtigt man n&mlich,
daf nach (109):

u12 — U] dp12
135 ———= =T19 ——= — p12
(135) V12 — V21 dTyo
dp12
_ P2
ATy, P

und dafl nach (80):

ou op
o dE
ov or P
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ferner daf
d d
. d%i B <g;>12 i <gz> 12 d;i
=y + <T§§_p> : Z;i)
sowie: fl%i — gg + glz ;Z;i?
so folgt:
cvdT—Tgi . ZEZ Sv

0T12 =

8]? dU12 2
0 T&f(dTw

Die so gefundenen Werte der Variationen in (133) eingesetzt ergeben
schlieBlich fiir die gesuchte Variation:

dvig 2
T —
o v (dT125 5v>

o T op ( dvys 2"
ov dT12

§2(s' —s) =

Dieser Ausdruck ist wesentlich positiv, da ¢, seiner physikalischen Bedeutung

nach stets positiv, und gp nach §169 fiir jeden Gleichgewichtszustand

v
wesentlich negativ ist. Ein Grenzfall tritt ein, wenn

dvig

T — =
T1 19 v=20

genommen wird; dann wird 6%(s' —s) = 0. In diesem Falle findet die
Verriickung (67,6v) in der Richtung der Beriihrungskurve (Ty9,v12) der
beiden Flichen statt, und es ist selbstverstindlich, dafl dann s’ = s bleibt.

Hierausfolgt, dafl die Fliche s’ sich in der Umgebung aller Beriithrungsstellen
mit der Flidche s iiber dieselbe erhebt, oder dafl s’ —s stets > 0, und
dadurch ist bewiesen, dafl die zweite Losung der Gleichgewichtsbedingungen
innerhalb ihres Giiltigkeitsbereichs, also in den Gebieten (12), (23), (31)
der Fig. 4 stets das stabile Gleichgewicht darstellt.

§ 195. Auf dhnliche Weise 148t sich zeigen, dafl die dritte Losung der
Gleichgewichtsbedingungen innerhalb ihres Giiltigkeitsbereiches den Vorzug
vor der zweiten hat. Sind v und u gegeben, so berechnet sich der dieser
Losung entsprechende Wert der mittleren spezifischen Entropie s” eindeutig
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aus den Gleichungen (127) und (121). Die Groflen vy, vo, vs, ui, ug, us,
also auch sy, s9, s3 haben ganz bestimmte Zahlenwerte, die sich aus den
Gleichungen (120) ergeben.

Zunichst ist ersichtlich, daf§ die Fliche s” nichts anderes ist als das
ebene Dreieck, welches gebildet wird von den Punkten (vy,uq,s1), (va,us,s2)
und (v3,us, s3), deren Projektionen auf die Zeichnungsebene die Ecken des
Fundamentaldreiecks sind. Denn jeder Punkt mit den Koordinaten:

v Av1 + pvg + vus " Aul + pug + vug S_)\51+u52+V83
Ap+v Ap+v A p+v

)

wobei A, u, v beliebige positive Werte haben, befriedigt die Gleichungen
(121) und (127), da man nur My =\, Mo = pu, M3 =v zu setzen braucht.
Diese Ebene s” hat mit den drei Bliattern der abwickelbaren Fliche s’ die drei
geradlinigen Strecken gemeinsam, welche die Punkte (vi,up,s1), (vg,us,s2)
und (vs, us, s3) verbinden. In der Tat: Wird in den letzten Ausdriicken etwa
v =0 angenommen, so liefern die Gleichungen (121) M3 =0, und die dritte
Losung fallt mit der zweiten zusammen, da dann:

My =M Mo = M: V] =0 U] = u
(137) { 1 12 2 21 1 12 1 12

V9 = V21 T, =1Ti2 etc.
wird. Setzt man auflerdem noch =0, so ergibt sich auch My =0, v = v,
u; = u, was ein Zusammenfallen aller drei Flichen s”, s’ und s bedeutet.
Zur Untersuchung des Wertes von s” — s’ bilden wir nun wieder die

Variation §(s” —s’), die durch év und du bestimmt wird. Hierfiir ergibt sich
zunéchst aus (127):

(138) M 65" = s10My + s9 S Mo + s30Ms3,
wobei nach (121) die Bedingungen gelten:

OMy + oMo + 6 M3z =0,
vy OM7 + vo 6 Mo + v3 M3 = M v,
up OMy 4+ ug SMo + ug M3 = M du.

Die Zuriickfithrung des Ausdrucks (138) auf die unabhéngigen Variationen
dv und du geschieht am bequemsten dadurch, dafl man die letzte Gleichung
mit Ti’ die vorletzte mit % multipliziert, und sie dann zu (138) addiert.

1
Dann ergibt die Beriicksichtigung von (120):

"_ du + p1 v

o
s T
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Dies mit (130) verbunden ergibt fiir die gesuchte Variation:

1 1 P1 D12
W s () (22
(139) ( ) Tn Ty T Tio

wenn die Fliche s’ durch das Blatt (12) vertreten ist. Aus dieser Gleichung
geht hervor, dafl die Ebene s” das betreffende Blatt der Fliche s’ in der
den beiden Flichen gemeinsamen Geraden beriihrt. Denn fiir irgend einen
Punkt dieser Geraden ist nach (137) T} = Tia, p1 = p12, so dal 6(s” — &)
verschwindet. Die Ebene s” ist also gemeinsame Tangentialebene zu allen
drei Blittern der Fliche s’, und die Beriihrungskurven sind die drei Geraden,
welche das ebene Dreieck s” begrenzen. Fiir einen der Beriihrungspunkte
haben wir nun aus (139) durch abermalige Variation, da 71 und p; absolute
Konstanten sind:

525" — ) = 0T1g s o (m 0Tia 51?12) 50,

T12 T12 T
oder:
(140) 1252 — ) = |ou— (122~ ) ) o] 5700
dTig

Nun folgt aus (129) durch Elimination von §Mjs und §Moy:
Mi9 dvi9 + Moy dvgy — M dv B Mi9 duig + Moy dugy — M du

V12 — V21 U2 — u21
oder mit Riicksicht auf (135) und (134):

dp12
M |6u— (1 212 -
[M < LTy, p1> &)}

_ 5Ty [Mm duy gy du21 <T dp12 _p1> <M12 dviy o dvzlﬂ ‘

dTho 2L 4Ty, Lam, dTis 2L aTy,
. . .. . duy2 dua
Dieser Ausdruck in (140) substituiert und zugleich —=, analog ——,
dT72 dT'a

nach (136) durch seinen Wert ersetzt, ergibt schlieflich:

(- (), (42))
oo (- (), (52))]
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Diese Grofle ist wesentlich positiv, da sowohl Mjs und My als auch
. 0 .. . .
¢y stets positiv, dagegen 9P stets negativ ist. Ein Grenzfall tritt dann
v

ein, wenn man 07j2 = 0 nimmt, d. h. wenn man in der Richtung der
Beriihrungslinie der Flichen s” und s’ fortgeht, wie es von vornherein klar
ist. Daraus folgt also, daf§ das Ebenenstiick s” sich in allen seinen Punkten
iiber die Fliche s’ erhebt, oder dafl s” — s’ niemals negativ wird, und
damit ist bewiesen, dafl die dritte Losung der Gleichgewichtsbedingungen
innerhalb ihres Giiltigkeitsbereiches, also innerhalb des Fundamentaldreiecks
der Substanz: (123) das stabile Gleichgewicht darstellt.

§ 196. Wir sind nun imstande, die oben in §165 betreffs des
stabilen Gleichgewichts gestellte Frage allgemein zu beantworten. Ist die
Gesamtmasse M, das Gesamtvolumen V und die Gesamtenergie U des
Systems gegeben, so wird der entsprechende stabile Gleichgewichtszustand

bestimmt durch die Lage des Punktes, dem die Koordinaten v = i und

u = % angehoren, in der Zeichnungsebene der Fig. 4.

Féllt ndmlich erstens dieser Punkt in eins der Gebiete (1), (2), (3),
so verhélt sich das System ganz homogen, im gasférmigen, fliissigen oder
festen Aggregatzustand. Fillt der Punkt zweitens in eins der Gebiete (12),
(23), (31), so zerfillt das System in zwei verschiedene Aggregatformen, wie
sie durch die Indizes des betreffenden Gebietes angegeben werden. Hierdurch
ist aber auch sowohl die gemeinsame Temperatur, als auch die Werte der
beiden heterogenen Massenteile vollsténdig bestimmt. Denn nach (123) liegt
der Punkt (v,u) auf der geradlinigen Verbindungsstrecke zweier zugeordneter
(§191) Punkte der Kurve, welche das betreffende Gebiet begrenzt; man
ziehe also durch den gegebenen Punkt (v,u) diejenige Gerade, welche aus
den beiden Asten jener Kurve zwei zugeordnete Punkte ausschneidet. Diese
beiden Punkte geben dann die Beschaffenheit der beiden Aggregatformen
an, in die sich das System spaltet; sie haben natiirlich gleiche Temperatur
und gleichen Druck. Die Groflen der Massenteile selber ergeben sich ebenfalls
aus (123): ihr Quotient ist gleich dem Verhéltnis, in welchem der Punkt (v, u)
die Verbindungsstrecke der beiden zugeordneten Punkte teilt.

Wenn der gegebene Punkt drittens in das Gebiet des Fundamen-
taldreiecks (123) hineinfillt, wird das stabile Gleichgewicht durch eine
Spaltung des Systems in alle drei Aggregatzustinde bezeichnet, bei der
Fundamentaltemperatur und unter dem Fundamentaldruck. Es bleibt dann
nur noch iibrig, die Massen der einzelnen heterogenen Teile des Systems
zu bestimmen, und dies geschieht durch die Gleichungen (121a), aus denen
hervorgeht, dafl die Massenteile sich verhalten wie die Fldchen der drei
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Dreiecke, welche der Punkt (v,u) mit je einer Seite des Fundamentaldreiecks
bildet.

So kann man in jedem einzelnen Falle die Bestimmungsstiicke des
stabilen Gleichgewichts finden, vorausgesetzt, dafi das Fundamentaldreieck
und die Verdampfungs-, Schmelz- und Sublimationskurve fiir die betreffende
Substanz ein fiir allemal gezeichnet sind. Zur besseren Ubersicht der
Verhéltnisse konnte man der Figur noch diejenigen Kurven beifiigen, welche
Stellen gleicher Temperatur oder gleichen Drucks miteinander verbinden. In
den Gebieten (12), (23), (81) fallen die isothermen mit den isobaren Linien
zusammen in die geradlinigen Verbindungsstrecken je zweier zugeordneter
Punkte der Begrenzungskurven, das Gebiet (12%) stellt selber eine singulére
Isotherme und Isobare vor. Dann erhélt man z. B. fiir Wasser das Resultat,
dafl Eis im stabilen Gleichgewicht unter keinerlei Umsténden eine hohere
Temperatur als die Fundamentaltemperatur (0,0075° C.) annehmen kann,
also auch nicht, wenn der Druck noch so sehr erniedrigt werden sollte,
wéahrend fliissiges Wasser bei geeignetem Druck auf beliebig hohe und tiefe
Temperatur gebracht werden kann, ohne zu verdampfen oder zu gefrieren.

Sodann &8t sich auch die Frage direkt beantworten, welche Zusténde
ein Korper durchmacht, wenn man ihn einer Anzahl von bestimmten
aufleren Verinderungen der Reihe nach unterwirft. So z. B. erfahrt man das
Verhalten eines Korpers mit der Masse M, der bei konstantem Volumen V

abgekiihlt oder erwadrmt wird, durch die Betrachtung der Geraden v = %,

welche der Ordinatenachse parallel lduft. Die Gebiete ndmlich, welche diese
Gerade durchschneidet, geben an, welche Zustdnde der Koérper in diesem
Falle durchmacht, also z. B. ob er im Laufe des Prozesses schmilzt, oder
ob er verdampft, oder ob er direkt sublimiert, usw.!

Drittes Kapitel. System von beliebig vielen unabhangigen
Bestandteilen (Komponenten).

§ 197. Im folgenden untersuchen wir ganz allgemein das thermodyna-
mische Gleichgewicht eines aus verschiedenen rdumlich aneinandergrenzenden
Teilen bestehenden Systems, welches, im Gegensatz zu dem im vorigen
Kapitel behandelten, aus beliebig vielen unabhéngigen Bestandteilen (§198)
zusammengesetzt sein kann. Jeden der verschiedenartigen, rdumlich aneinan-
dergrenzenden Teile des Systems setzen wir als physikalisch homogen (§67)

"Wegen der tatsichlichen Verhiltnisse fiir Wasser vgl. G. TAMMANN, Gottinger
Nachrichten 1913, S. 99.
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voraus, und nennen ihn nach GIBBS eine ,Phase” des Systems.! So bildet
eine Wassermenge, welche sich teils im gasférmigen, teils im fliissigen, teils im
festen Aggregatzustand befindet, ein System von drei Phasen. Von vornherein
ist sowohl die Anzahl der Phasen als auch ihr Aggregatzustand ganz beliebig.
Doch 1483t sich sogleich erkennen, daf§ ein im Gleichgewicht befindliches
System zwar beliebig viele feste und fliissige, aber nur eine einzige gasférmige
Phase besitzen kann; denn zwei verschiedene frei aneinandergrenzende Gase
befinden sich niemals miteinander im thermodynamischen Gleichgewicht.

§ 198. Aufler der Zahl der Phasen ist fiir das System charakteristisch
die Zahl seiner ,unabhéngigen Bestandteile“, oft auch ,Komponenten®
genannt; von ihr hédngen die wesentlichsten Eigenschaften des Gleichgewichts
ab. Die Zahl der unabhéngigen Bestandteile eines Systems definieren wir
in folgender Weise: Man bilde zunéchst die Zahl sdmtlicher im System
vorhandener chemisch einfachen Stoffe (Elemente) und scheide dann aus dieser
Reihe diejenigen Stoffe als abhéngige Bestandteile aus, deren Menge durch
die der iibrigen Stoffe in jeder Phase von vornherein bereits mitbestimmt
ist; die Zahl der iibrig bleibenden Stoffe ist die Zahl der unabhéngigen
Bestandteile des Systems.? Welche von den Bestandteilen des Systems man
als unabhéngige, und welche man als abhéngige Bestandteile ansehen will,
ist im iibrigen gleichgiiltig, da es hier nur auf die Anzahl, nicht auf die
Art der unabhéngigen Bestandteile ankommt.

Mit der chemischen Konstitution der einzelnen Stoffe in den verschiedenen
Phasen des Systems, insbesondere mit der Zahl der verschiedenen Molekiilarten,
hat die Frage nach der Anzahl der unabhingigen Bestandteile gar nichts
zu tun. Eine Wassermenge in beliebigen Aggregatzustidnden bildet z. B.
immer einen einzigen unabhéngigen Bestandteil, mogen noch so viele und
verschiedenartige Assoziationen und Dissoziationen der H,O-Molekiile, sei
es in Knallgas oder in Ionen, vorkommen, insofern ndmlich die Masse des
Sauerstoffs durch die des Wasserstoffs, oder umgekehrt, in jeder Phase
von vornherein bereits mitbestimmt ist. Ob allerdings letzteres wirklich
zutrifft, mufl, genau genommen, erst durch eine besondere Untersuchung
festgestellt werden. Sobald man z. B. den Umstand beriicksichtigt, daf
Wasserdampf bei jeder Temperatur zum Teil in Knallgas dissoziiert ist

"Uber die Anwendung des Begriffs der ,Phase“ auf die beiden enantiomorphen
Formen optisch-aktiver Substanzen vgl. die ausfiihrliche Untersuchung von A. BYK,
Zeitschr. f. phys. Chemie 45, 465, 1903.

2Diese Definition der ,,unabhingigen Bestandteile* eines Systems reicht fiir alle Fille
aus, in denen es sich um einen wahren Gleichgewichtszustand handelt, d. h. um einen
solchen, welcher fiir alle denkbaren Verdnderungen des Systems der Gleichung (76)
genugt.
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und dafl der Sauerstoff des Knallgases von fliissigem Wasser stérker
absorbiert wird als der Wasserstoff, erhélt man, trotzdem nur vollstédndige
H,0-Molekiile zum Aufbau des Systems verwendet worden sind, verschiedene
Gewichtsverhéltnisse der beiden Elemente H und O in beiden Phasen des
Systems Wasser — Wasserdampf, und damit nicht einen, sondern zwei
unabhéingige Bestandteile im System. Dasselbe gilt natiirlich, wenn von
vornherein H oder O im Uberschufi vorhanden ist.

Eine wifrige Losung von Schwefelsdure bildet ein System von drei
chemisch einfachen Stoffen: S, H, O, aber nur von zwei unabhéngigen
Bestandteilen, da die Masse des O durch die von S und von H in jeder
Phase (z. B. fliissige Losung, Dampf, Eis) von vornherein mitbestimmt ist,
wahrend S und H sich nicht in jeder Phase von vornherein gegenseitig
bestimmen. Ob nun in der Losung sich das Molekiil H,SO, irgendwie
dissoziiert oder ob sich Molekiilkomplexe oder Hydrate bilden oder nicht,
andert an der Zahl der unabhéngigen Bestandteile des Systems nichts.

8§ 199. Bezeichnen wir die Zahl der unabhéngigen Bestandteile eines
Systems mit «, so ergibt sich aus der fiir diese Zahl aufgestellten Definition,
daBl der Zustand einer bestimmten Phase des Systems im thermodynamischen
Gleichgewicht bestimmt ist durch die Massen der « in ihr enthaltenen
unabhéingigen Bestandteile, und auflerdem durch die Temperatur 7' und
den Druck p. Dabei nehmen wir der Gleichférmigkeit halber an, dafl ein
jeder der a unabhéngigen Bestandteile in jede Phase des Systems mit einer
gewissen Menge eingeht, welche in speziellen Fillen auch verschwindend
klein sein kann. Die Wahl der Temperatur und des Druckes als unabhéngige
Variable bedingt in der Form der folgenden Gleichungen eine gewisse
Abweichung von denen des vorigen Kapitels, wo neben der Temperatur
das spezifische Volumen als unabhéngige Variable diente. Doch ist hier die
Einfiihrung des Drucks bequemer, weil derselbe im Gleichgewichtszustande
allen frei aneinandergrenzenden Phasen des Systems gemeinsam ist und
deshalb auch in der Regel leichter gemessen werden kann.

§ 200. Wir denken uns nun die Gesamtmassen der a unabhingigen
Bestandteile des ganzen Systems: Mj, Ms,... M, als gegeben und fragen
nach dem thermodynamischen Gleichgewicht. Von den verschiedenen friiher
fiir ein beliebiges System aufgestellten Formen der Gleichgewichtsbedingung
benutzen wir hier am besten diejenige, welche in der Gleichung (79)
ausgesprochen ist:

(141) 5O =0,

giiltig fiir jede beliebige mit den gegebenen Bedingungen vertragliche
Zustandsdnderung, bei der die Temperatur 7" und der Druck p ungeédndert
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bleiben. Dabei ist die Funktion ® durch die Entropie S, die Energie U und
das Volumen V des Systems nach (75) in folgender Weise bestimmt:

U+ pV

?=5-

§ 201. Nun sei g die Anzahl der Phasen des Systems; dann besteht
die Funktion S, ebenso U, V und infolgedessen auch &, aus einer Summe
von [ Gliedern, deren jedes sich auf eine einzelne Phase, also auf einen
physikalisch homogenen Korper bezieht:

(142) d=0"+90"4... 4+,

wenn wir, wie immer im folgenden, die verschiedenen Phasen durch
beigesetzte Striche voneinander unterscheiden. Dabei ist fiir die erste Phase:

U/ + pvl

I o
(143) =9 =

S, U', V/ und @' sind vollstandig bestimmt durch 7', p und die Massen M7,
M), ... M, der in der Phase enthaltenen unabhéngigen Bestandteile. Uber
die Art der Abhéngigkeit von den einzelnen Massen 14t sich von vornherein
nur so viel sagen, da}, wenn alle Massen in einem bestimmten Verhéltnis
verdndert, z. B. verdoppelt werden, auch jede der obigen Funktionen sich
in demselben Verhiltnis verédndert. Denn bei der genannten Veridnderung
bleibt die innere Beschaffenheit der Phase konstant, nur ihre Gesamtmasse
andert sich, und zwar gerade in dem angenommenen bestimmten Verhéltnis,
und eben dieser Gesamtmasse proportional wéchst die Entropie, die Energie
und das Volumen, und daher auch die Funktion ®. Mit anderen Worten:
@’ ist eine homogene Funktion ersten Grades der Massen M, Mj,... M),
die natiirlich nicht linedr zu sein braucht. (Ein Beispiel einer nichtlineéren

homogenen Funktion ersten Grades ist: ® = \/ M2+ MP+...+ MZ2)

Um dies analytisch auszudriicken, lassen wir alle Massen sich in dem
Verhéltnis 1+ ¢ vergroflern, wobei e eine sehr kleine Zahl ist. Dann sind
alle Anderungen sehr klein, und man erhélt fiir die entsprechende Anderung
von @'

0P’ 0P’
oM] AM; + M}
P’ 0P’
= ——¢ecM{+
o <M o

AP = AM; + .

€M2 =+ .
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Aber nach der Voraussetzung ist:

Ad =0’
Folglich:
0P’ 0o’ 0P’
/ !/ !/
(144) o' = aM’MlJFaM’M?JF"'JFaTQMa‘

Diese EULERsche Gleichung 148t sich durch Differentiation noch in verschiedene
andere Formen bringen. Die in ihr vorkommenden Differentialkoeffizienten
09" o9’
oM DML
Phase, nicht von ihrer Gesamtmasse ab, da sich bei einer gleichméfigen
Vergroerung aller Massen in ihnen Zahler und Nenner in gleichem Verhéltnis
dndern.

Was fiir die erste Phase gilt, 1483t sich ohne weiteres auf jede andere
Phase iibertragen.

§ 202. Mit Benutzung von (142) lautet nun die Gleichgewichtsbedingung;:

héngen offenbar nur von der inneren Beschaffenheit der

(145) 50’ 460" + ... +00% =0
oder, da Temperatur und Druck nicht variiert werden:

04" 04" o¢'

!/
oA FOM] + oo i FOMS 4.+ o 27 OMa
¢// ¢// (ZS”
1/ i
(146) * oM sMy aMg SMY + ... + aMg oM
+ . .
09" N 6 8 08
oM aMQ oM

Whiéren die Variationen der Massen ganz beliebig, so wiirde diese Gleichung
nur dann erfiillt, wenn sémtliche Koeffizienten der Variationen einzeln gleich
Null wéren. Nun aber besteht zwischen diesen nach §200 die Bedingung,
dafB:

My =M+ M +...+ M/
gt " B

My =M, +M!+ .. +Mf
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also bei irgend einer moglichen Verdnderung des Systems:

0=6M]| +6M{ +...+5MP
_ ' 1 B
(145) 0= 6Mb+ MY + ...+ 6M)
0=6M, +5M!+.. . +M:
Daraus folgt als notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden
des Ausdrucks (146):

(oo 090

oM = oMY T T oagf

oo oe" 997

(149) oMy — oMy T g
v o 090

oML~ oML~ omf

Dies sind fiir jeden unabhédngigen Bestandteil g —1 Gleichungen, die im
Gleichgewichtszustand erfiillt sein miissen; also fiir alle o unabhéngigen
Bestandteile «(8 —1) Bedingungen. Jede dieser Gleichungen bezieht sich
auf den Ubertritt eines unabhingigen Bestandteils aus einer Phase in eine
andere, sie spricht aus, daf das Gleichgewicht in bezug auf diesen Ubertritt
gesichert ist, daB also in der Natur gerade dieser Ubertritt nicht stattfindet.
Wie es sein muf}, héangt diese Bedingung nur von der inneren Beschaffenheit
der Phasen, nicht von ihrer Gesamtmasse ab.

Da man die auf einen bestimmten Bestandteil beziiglichen, in einer
einzelnen Reihe befindlichen Gleichungen beliebig umstellen kann, so folgt
daraus der Satz: Befindet sich eine Phase in bezug auf einen bestimmten
Bestandteil mit zwei anderen Phasen im Gleichgewicht, so befinden sich in
bezug auf diesen Bestandteil auch die beiden anderen Phasen unter sich
im Gleichgewicht (sie ,koexistieren®). Nehmen wir dazu den schon oben
(§197) hervorgehobenen Satz, daf jedes System im Gleichgewicht héchstens
eine einzige gasformige Phase besitzt, so ergibt sich daraus ganz allgemein,
dafl zwei koexistierende Phasen, z. B. zwei Fliissigkeiten, die zwei getrennte
Schichten bilden, den némlichen Dampf aussenden. Denn da die eine Phase
nach der Voraussetzung mit der anderen Phase und selbstversténdlich auch
mit ihrem eigenen Dampf koexistiert, und zwar in bezug auf jeden ihrer
Bestandteile, so koexistiert auch die andere Phase mit dem n&mlichen
Dampf. Man kann daher die Koexistenz von festen und fliissigen Phasen
dadurch priifen, daffi man ihre Dampfe vergleicht.
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§ 203. Es ist nun leicht zu sehen, wie sich im allgemeinen der
Gleichgewichtszustand des Systems aus den von vornherein gegebenen
duBeren Bedingungen (147) und den Gleichgewichtsbedingungen (149)
bestimmt. Die Zahl der ersten betrigt «, die der zweiten a8 —1), also
zusammen «f Gleichungen. Andrerseits héngt der Zustand der S Phasen
von af + 2 Variabeln ab, némlich auer von den a8 Massen Mj,... Maﬂ
noch von der Temperatur 7" und dem Druck p. Es bleiben daher, wenn alle
Bedingungen erfiillt sind, noch zwei Variable unbestimmt. Im allgemeinen
wird man also sowohl die Temperatur als auch den Druck ganz beliebig
wéhlen konnen; es gibt aber, wie sogleich gezeigt werden wird, spezielle
Faille, in denen Temperatur und Druck nicht mehr willkiirlich sind, so dafl
dann zwei andere Variable, etwa Gesamtvolumen und Gesamtenergie des
Systems, unbestimmt bleiben. Verfiigt man willkiirlich {iber ihre Werte, so
ist dann der Gleichgewichtszustand des Systems in allen Stiicken bestimmt.

§ 204. Scheiden wir nun die a3+ 2 Variabeln, von denen der Zustand
des Systems abhéngt, in solche, welche nur die innere Beschaffenheit
der Phasen betreffen (innere Variable) und in solche, welche nur die
Gesamtmassen der Phasen bestimmen (dufiere Variable). Die Anzahl
der ersteren ist (o —1)8+ 2, ndmlich in jeder der [ Phasen die a—1
Verhéltnisse der « in ihr enthaltenen unabhéngigen Bestandteile zueinander,
und auBerdem Temperatur und Druck; die Anzahl der letzteren ist g3,
ndmlich die Gesamtmassen aller Phasen. Zusammen:

(a—1)B+2+8=af+2.

Nun enthalten die o(3—1) Gleichungen (149) nach dem dort Gesagten
nur innere Variable, also bleiben nach Befriedigung dieser Gleichungen von
der Gesamtzahl der inneren Variabeln noch

(a=1)5+2] — [a(f— 1] =a—A+2

als unbestimmt zuriick. Diese Zahl kann nicht negativ sein; denn sonst
wiirden die inneren Variabeln des Systems nicht ausreichen, um die
Gleichungen (149) alle zu befriedigen; es mufl also sein:

Bl a+2,

d. h. die Zahl der Phasen kann die Zahl der unabhéngigen Bestandteile
hochstens um zwei iibertreffen, oder: ein System von « unabhéingigen
Bestandteilen kann hochstens o + 2 Phasen bilden. Im Grenzfall = a + 2
reicht die Anzahl der inneren Variabeln gerade aus, um die inneren
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Gleichgewichtsbedingungen (149) zu erfiillen, ihre Werte sind dann im
Gleichgewichtszustand vollkommen bestimmt, ganz unabhéngig von den
gegebenen dufleren Bedingungen. Mit jeder Phase weniger wichst dann die
Zahl der noch unbestimmten inneren Variabeln um Eins.

Dieser, zuerst von GIBBS ausgesprochene, gewohnlich als ,,Phasenregel“
bezeichnete Satz hat besonders durch die Untersuchungen von BAKHUIS
Ro0zEBOOM! eine weitgehende experimentelle Bestiitigung erhalten.

8§ 205. Betrachten wir zunéchst den Grenzfall:

0=a+2.

Dann sind sédmtliche innere Variable vollstéindig bestimmt, sie bilden einen
»(a+2)fachen Punkt®. Durch Abadnderung der &uleren Bedingungen, wie z. B.
durch Wéarmezufuhr, Kompression, weiteren Zusatz von Substanzmengen,
werden nur die Gesamtmassen der Phasen, nicht aber ihre innere Beschaffenheit,
einschliellich Temperatur und Druck, alteriert. Dies gilt so lange, bis etwa
eine der Phasen die Masse Null annimmt und somit ganz aus dem System
verschwindet.

Fir « =1 hat man hier § =3, d.h. ein einziger Bestandteil kann
sich hochstens in drei Phasen spalten und bildet dann einen dreifachen
Punkt. FEin Beispiel fiir diesen Fall liefert eine Substanz, die sich in
drei Aggregatzustdnden nebeneinander befindet, wie im vorigen Kapitel
ausfiihrlich untersucht wurde. Fiir Wasser ist z. B., wie § 187 gezeigt wurde, im
dreifachen Punkt die Temperatur 0,0075° C., der Druck 4, 58™™ Quecksilber.
Die drei Phasen brauchen aber nicht verschiedenen Aggregatzustinden
anzugehoren, so z. B. gibt es Substanzen, wie Schwefel, die im festen Zustand
verschiedene Modifikationen bilden kénnen. Dann stellt jede Modifikation
eine besondere Phase dar, und es gilt der Satz, daf}, wenn zwei Modifikationen
einer Substanz mit einer dritten Phase derselben Substanz, etwa mit ihrem
Dampfe, koexistieren sollen, dies nur bei einer ganz bestimmten Temperatur
und bei einem ganz bestimmten Druck geschehen kann.

Fiir o« =2 erhdlt man einen vierfachen Punkt. So liefern die beiden
unabhéngigen Bestandteile SO, (schweflige Séure) und H,O die vier
koexistierenden Phasen: SO, -7H,0 fest, SO, in H,O gelost fliissig, SO,
fliissig, SO, gasformig, Temperatur 12,1°C., Druck 1773™" Quecksilber.
Die Frage, ob SO, in wéfriger Losung ein Hydrat bildet, beriihrt nach der
Auseinandersetzung im § 198 die Bedeutung der Phasenregel in keiner Weise.
Ein anderes Beispiel fiir zwei unabhéngige Bestandteile in einem vierfachen

Vgl. das Werk ,,Die heterogenen Gleichgewichte vom Standpunkte der Phasenlehre®
von BAKHUIS ROOZEBOOM, Braunschweig, VIEWEG & SOHN, 1904.
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Punkt wird gebildet von einer wafirigen Kochsalzlosung in Beriithrung mit
festem Salz, Eis und Wasserdampf.

Ferner liefern a = 3 unabhéngige Bestandteile, wie Na,O,, MgSO, und
H,0, einen fiinffachen Punkt, némlich das Doppelsalz Na,Mg(SOy,), -4 H,O
(Astrakanit), die beiden einfachen Salze kristallisiert, wifirige Losung und
Wasserdampf, Temperatur 21,5° C., Druck etwa 10™™ Quecksilber.

§ 206. Nehmen wir weiter den Fall:

B=a+1,

d. h. die a unabhéngigen Bestandteile bilden a + 1 Phasen. Dann ist die
innere Beschaffenheit aller Phasen durch eine einzige Variable vollkommen
bestimmt, etwa durch die Temperatur oder durch den Druck. Dieser Fall wird
gewohnlich als der des ,vollstdndig heterogenen® Gleichgewichts bezeichnet.

Fiir a =1 ergibt sich hier g = 2: ein einziger unabhéngiger Bestandteil
in zwei Phasen, z. B. als Fliissigkeit und Dampf. Sowohl der Druck als
auch die Dichtigkeit der Fliissigkeit und des Dampfes hdngen allein von der
Temperatur ab, wie schon im vorigen Kapitel gezeigt wurde. Hierher gehort
auch die mit chemischer Zersetzung verbundene Verdampfung, insofern das
System nur einen einzigen unabhéngigen Bestandteil enthélt, wie z. B. die
Verdampfung von festem NH,Cl (Salmiak). Solange nicht Salzsdure- oder
Ammoniakdampf im Uberschuf zugegen sind, entspricht jeder Temperatur T
eine ganz bestimmte Dissoziationsspannung p.

Fir a« =2 wird g =3, wie z. B., wenn eine Salzlosung zugleich mit
ihrem Dampf und mit dem festen Salz in Beriithrung ist, oder wenn zwei
nicht in allen Verhéltnissen mischbare Fliissigkeiten (Ather und Wasser) sich
zusammen unter ihrem gemeinsamen Dampf befinden. Dampfdruck, Dichte
und Konzentration in jeder Phase sind dann Funktionen der Temperatur
allein.

§ 207. AuBler der Temperatur wird auch der Druck haufig als
diejenige Variable angenommen, durch welche beim vollstdndig heterogenen
Gleichgewicht die innere Beschaffenheit aller Phasen bestimmt ist, namentlich
bei solchen Systemen, welche keine gasférmige Phase besitzen, den sogenannten
,kondensierten“ Systemen. Denn bei diesen Systemen ist der Einflufl des
Druckes auf den Zustand aller Phasen unter gewohnlichen Umsténden so
gering, dal man dann ohne merklichen Fehler den Druck als gegeben und
etwa gleich dem einer Atmosphére annehmen kann. Daher liefert hierfiir
die Phasenregel den Satz: Ein kondensiertes System von « unabhéngigen
Bestandteilen kann hochstens o+ 1 Phasen bilden und ist dann in seiner
inneren Beschaffenheit, einschliellich der Temperatur, vollkommen bestimmt.
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Ein Beispiel fiir o« =1, =2 ist der Schmelzpunkt einer Substanz, ein
anderes Beispiel ist der sogenannte Umwandlungspunkt, falls eine Substanz
in zwei allotropen Modifikationen existieren kann. Fiir a =2, 8 =3 dient
als Beispiel der Punkt, wo sich aus einer Salzlosung das Kryohydrat (Eis
neben festem Salz) ausscheidet, oder auch, wie fiir Arsenbromiir und Wasser,
der Punkt, wo aus zwei sich beriihrenden fliissigen Schichten ein fester
Bestandteil sich niederzuschlagen beginnt, fiir « =3, 8 =4 der Punkt, wo
eine Losung zweier Salze, die fihig sind ein Doppelsalz zu bilden, sowohl
mit den einfachen Salzen als auch mit dem Doppelsalz in Beriihrung ist,
usw.
§ 208. Wenn ferner:

p=a,

so bilden « unabhingige Bestandteile a Phasen. Dann ist die innere
Beschaffenheit aller Phasen noch von zwei Variabeln abhingig, z. B. von
Temperatur und Druck. Ein Beispiel fiir a =1 liefert jede Substanz in
homogenem Zustand, eins fiir « = 2 eine fliissige Losung eines Salzes
in Beriihrung mit ihrem Dampf. Durch Temperatur und Druck ist die
Konzentration sowohl in der Losung als auch im Dampf bestimmt.
Héufig werden nicht Temperatur und Druck, sondern statt dessen die
Konzentration der fliissigen Losung, entweder zusammen mit der Temperatur,
oder zusammen mit dem Druck, als die beiden unabhéngigen Variabeln
genommen. Im ersteren Falle sagt man, dafl eine Losung von beliebig
gewahlter Konzentration bei beliebig gewéhlter Temperatur einen Dampf
von bestimmter Zusammensetzung und von bestimmter Spannung aussendet;
im zweiten Falle sagt man, dafl eine Losung von beliebig gewéhlter
Konzentration bei beliebig gewéhltem Druck einen bestimmten Siedepunkt
besitzt, bei dem ein Dampf von bestimmter Zusammensetzung abdestilliert.

Ganz entsprechende Gesetzméfligkeiten ergeben sich, wenn die zweite
Phase nicht dampfformig, sondern fest (Salz, Eis) oder fliissig ist, wie
bei zwei Fliissigkeiten, die sich nicht in allen Verhé&ltnissen mischen.
Immer héngt die innere Beschaffenheit der beiden Phasen, also im letzten
Beispiel auch die Konzentrationen in den beiden iibereinander geschichteten
Losungen, von zwei Variabeln ab, etwa Druck und Temperatur. Wenn in
einem speziellen Fall diese Konzentrationen einander gleich werden, erhélt
man eine Erscheinung, die ganz analog ist dem Ph&nomen des kritischen
Punktes bei einer homogenen Substanz (kritische Losungstemperatur zweier
Fliissigkeiten).

8 209. Betrachten wir endlich noch kurz den Fall:

8=a-—1.
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Hier ist die Zahl der Phasen um Eins geringer als die der unabhéngigen
Bestandteile, und die innere Beschaffenheit aller Phasen héngt also aufer
von Temperatur und Druck auch von einer dritten willkiirlich zu wéhlenden
Variabeln ab. So ist z. B. a =3, g =2 fiir eine wifrige Losung zweier
isomorpher Substanzen (Kaliumchlorat und Thalliumchlorat) in Beriihrung
mit einem Mischkristall, welcher als physikalisch homogener Korper eine einzige
Phase darstellt. Bei Atmosphérendruck und einer bestimmten Temperatur
wird je nach der Zusammensetzung des Mischkristalls die Konzentration
der Losung eine verschiedene sein, so dafl man von einer ,gesittigten®
Losung der beiden Substanzen von bestimmter Zusammensetzung gar nicht
sprechen kann. Erst wenn aufler dem Mischkristall sich noch eine zweite
feste Phase, etwa ein zweiter anders beschaffener Mischkristall, aus der
Losung niederschldgt, wird die innere Beschaffenheit des Systems durch
Temperatur und Druck allein bestimmt. Die experimentelle Untersuchung der
Gleichgewichtszusténde solcher Systeme kann auch umgekehrt dazu dienen,
um an der Hand der Phasenregel zu entscheiden, ob ein aus einer wafirigen
Losung zweier Stoffe erhaltener fester Niederschlag der beiden Stoffe eine
einzige Phase, also z. B. einen Mischkristall von verdnderlicher Konzentration
bildet, oder ob die beiden Stoffe in zwei rdumlich aneinandergrenzenden
Phasen anzunehmen sind. Denn offenbar trifft die zweite oder die erste
Annahme zu, je nachdem die Konzentration der angrenzenden wéfirigen
Losung bei bestimmter Temperatur und bestimmtem Druck eine ganz
bestimmte ist oder nicht.

§ 210. Wenn die Ausdriicke der Funktionen ®', ®”, ... fiir jede einzelne
Phase bekannt sind, so kann man aus den Gleichungen (149) unmittelbar
alle Einzelheiten eines Gleichgewichtszustandes des Systems entnehmen.
Jenes ist aber im allgemeinen durchaus nicht der Fall; wenigstens a3t
sich iiber die Abhéngigkeit jener Funktionen von den Massen der in
den einzelnen Phasen enthaltenen Bestandteile im allgemeinen nur das
aussagen, was schon oben (§201) hervorgehoben wurde, da sie ndmlich
homogen und vom ersten Grade sind. Was dagegen ihre Abhéngigkeit von
Temperatur und Druck betrifft, so ist diese insofern bekannt, als sich, wie
wir in §152a, Gleichung (79b), gesehen haben, die Differentialquotienten
der charakteristischen Funktion ® nach p und T auf mefBlbare Grofen
zuriickfithren lassen, und dieser Umstand gestattet weitgehende Schliisse zu
ziehen in bezug auf die Abhéngigkeit des Gleichgewichts von Druck und
Temperatur (§211).

Wenn es sich darum handelt, die charakteristische Funktion & mit
Hilfe physikalischer Messungen als Funktion aller unabhéngigen Variabeln
direkt darzustellen, so geht man am zweckméfigsten aus von dem in
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Gleichung (75) gegebenen Zusammenhang von ® mit der Entropie S und
der GiBBsschen Wirmefunktion W = U +pV (§100):

w

(150) o=5-— ik
In dieser Gleichung kann man sowohl W als auch S durch Warmemessungen
bestimmen. Denn wenn C), die Wirmekapazitdt bei konstantem Druck

bezeichnet, so ist nach (26):
ow
P
Andrerseits ist nach (84a):
oS
(150b) Cp—T <a:r> |
P
Folglich kann man statt (150) schreiben:

C 1
(150c) @:/TpdT—T/cpdT.

Die beiden Integrationen sind bei konstantem Druck p auszufiihren.
Die Auffindung der charakteristischen Funktion @ wund somit aller
thermodynamischen Eigenschaften des betrachteten Systems ist hierdurch
zuriickgefiithrt auf die Messung der Warmekapazitét C, des Systems fiir alle
Werte von T und p. Doch miissen noch die bei der Integration auftretenden
additiven Konstanten beachtet werden. Dieselben kénnen noch von p und
auflerdem von der chemischen Zusammensetzung des Systems abhéingen.
Die Abhéngigkeit von p ergibt sich nach der ersten Gleichung (79b) durch
eine Messung des Volumens V, die von der chemischen Zusammensetzung
kann im allgemeinen nur aus der Messung solcher Vorginge erschlossen
werden, die mit chemischen Zustandsdnderungen verbunden sind.

Schliefflich bleibt in dem Ausdruck von @ noch ein additives Glied von
der Form a—i—% ganz willkiirlich wahlbar. (Vgl. oben §152b.)

§ 211. Die durch die Gleichungen (79b) ausgedriickte Abhéingigkeit
der charakteristischen Funktion ® von 7" und p wollen wir nun benutzen,
um ein allgemeines Gesetz aufzustellen fiir den Einflu} der Temperatur und
des Druckes auf das thermodynamische Gleichgewicht.

Zu diesem Zweck wollen wir im folgenden unterscheiden zwischen zwei
verschiedenartigen unendlich kleinen Zustandsdnderungen. Das Zeichen 4
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soll sich, ganz wie bisher, auf irgend eine virtuelle, mit den gegebenen
duBeren Bedingungen vertrdgliche, und daher den Gleichungen (148)
entsprechende Anderung der Massen M!{, M}, M/, ... MP beziehen, wobei
auBerdem Temperatur und Druck konstant bleiben, d.h. 7 =0 und
dp = 0. Den Gleichgewichtsbedingungen (149) braucht der so variierte
Zustand nicht zu geniigen. Dagegen soll sich das Zeichen d auf eine
wirklich vorgenommene Verdnderung, ndmlich auf einen dem urspriinglichen
unendlich nahe gelegenen zweiten Gleichgewichtszustand beziehen, bei dem
auch alle dufleren Bedingungen, einschliefSlich Temperatur und Druck, in
von vornherein willkiirlicher Weise gedndert sein kodnnen.

Es handelt sich nun darum, auch fiir den zweiten Zustand die
Bedingungen des Gleichgewichts festzustellen und sie mit den fiir den
urspriinglichen Zustand giiltigen zu vergleichen. Zunéchst haben wir fiir
den letzteren als Bedingung des Gleichgewichts, wie oben:

0® =0.

Sodann fiir den zweiten Zustand:

5(® + dd) =0,
daraus:
(151) 5dd = 0.
Nun ist:
0P o' L
d=—dT7 + — M! M)
de =~ d + d +ZaM{d 1+8M,d 5+

wobei das Zeichen )  die Summierung {iber alle 5 Phasen des Systems
bedeuten soll, wihrend die Summierung {iber die @ unabhéngigen Bestandteile
einer einzelnen Phase besonders ausgeschrieben ist. Oder nach (79b):

UspV .V o0 0®
i = dT - L d dM! dM}
T2 T p+Z(9M’ 1+8M2 2%

Folglich geht die Gleichgewichtsbedingung (151) iiber in:

U + poV 5V B 0%/ 0/

(152) T AT — o dp +Y dM] s aM,+szaaM,+...:o.
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Es fallen némlich alle von der Variation der Differentiale dT', dp, dMj,
dMy, ... herrithrenden Glieder weg: die ersten beiden, weil 67 = 0 und
op =0, alle iibrigen, weil in der Gesamtsumme:

0P’ 0P’
oty odM] + - N SdMb +
8(1)// 8 //
+ 8M// 5dM{/ 8MH 5dM§/
+ . . .o
B ]
8@ﬁ6dMﬁ 0% deMﬁJr...
M, OM)

jede Vertikalkolumne fiir sich verschwindet. Denn z. B. fiir die erste Kolumne
ist nach (149):
o’ 99" oo

oMy oM gnp
und auflerdem ist nach (148):

SAM + 6dMY + ... + 6dM)
— d(dM] +dM{ + ... +dMP) =

Nun bedeutet weiter U +pdV nach dem ersten Hauptsatz der Warmetheorie
die bei der virtuellen Zustandséinderung § dem System von auflen zugefiihrte
Wirme @, also 148t sich die Gleichung (152) auch schreiben:

Q 5V B 0/ 0/

(153) 3 dT — - dp +Y " dM{ 6 8M,erMQa +...=0.

oM,

Hierin ist das Gesetz der Abhéngigkeit des Gleichgewichts von Temperatur,
Druck und von den Massen der unabhéngigen Bestandteile des Systems
ausgesprochen. Man ersieht daraus zunéchst, dafl der Einflufl der Temperatur
auf das Gleichgewicht wesentlich abhéngt von der Warmeténung, welche bei
einer virtuellen isotherm-isobaren Zustandsénderung eintritt. Ist diese gleich
Null, so fallt das Glied mit dT fort, und eine Anderung der Temperatur fithrt
gar keine Storung des Gleichgewichts herbei; wechselt @ das Vorzeichen,
so wechselt auch der EinfluB der Temperatur auf das Gleichgewicht sein
Vorzeichen. Ganz Ahnliches gilt in bezug auf den Einflu des Druckes,
welcher seinerseits wesentlich durch die Volumen&nderung §V bedingt ist,
die durch eine virtuelle isotherm-isobare Zustandsédnderung hervorgerufen
wird.
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§ 212. Die Gleichung (153) soll nun auf einige spezielle Fille angewendet
werden, zunédchst auf solche des vollstindig heterogenen Gleichgewichts,
welche nach §206 charakterisiert werden durch die Beziehung:

0=a+1.

Die innere Beschaffenheit aller Phasen, einschliefllich des Druckes, ist hier
durch die Temperatur allein bestimmt; daher bringt z. B. eine isotherme
unendlich langsame Kompression des Systems nur in den Gesamtmassen der
Phasen, nicht aber in deren Zusammensetzung, und auch nicht im Druck,
eine Anderung hervor. Eine derartige Anderung nun, die also in diesem
speziellen Falle zu einem neuen Gleichgewichtszustand fiihrt, wollen wir als
virtuelle Zustandsédnderung 6 wahlen. Dann bleibt aufler der Temperatur
und dem Druck auch die innere Beschaffenheit aller Phasen unvariiert, und
oe’ 99’
87]\/[{’ 87]\/[5’
diese Groflen nur von der inneren Beschaffenheit der Phasen abhéngen.
Dadurch geht die Gleichung (153) iiber in:

d __Q

dar T -6V’

d. h. die durch eine virtuelle Zustandsdnderung, bei der die innere
Beschaffenheit aller Phasen ungedndert bleibt, bedingte Warmeténung,
dividiert durch die entsprechende Volumenénderung des Systems und durch
die absolute Temperatur, ergibt die Anderung des Gleichgewichtsdrucks mit
der Temperatur. Ist Wéarmezufuhr von aulen mit VolumenvergréfSerung des
Systems verbunden, wie bei der Verdampfung, so steigt der Gleichgewichtsdruck
mit der Temperatur, im entgegengesetzten Fall, wie beim Schmelzen des
Eises, sinkt er mit steigender Temperatur.

§ 213. Fiir einen einzigen unabhéngigen Bestandteil: a =1, also 5 = 2,
fithrt die letzte Gleichung unmittelbar zu den im vorigen Kapitel ausfiihrlich
behandelten Gesetzen der Verdampfungs-, Schmelz- und Sublimationswérme.
Bildet z. B. die Fliissigkeit die erste Phase, der Dampf die zweite, und
bezeichnet r die Verdampfungswérme der Masseneinheit, so ist:

Q=résM"
SV = (" =" oM”,

die Variationen der Funktionen werden alle gleich Null, da

(154)

worin v/ und ov” die spezifischen Volumina von Fliissigkeit und Dampf,
dM" die bei einer virtuellen isotherm-isobaren Zustandsinderung gebildete
Menge Dampf bedeutet. Mithin aus (154):

o dp , 4 /
r—Tﬁ(U V')
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identisch mit der Gleichung (111).

Selbstverstéandlich sind hier auch Félle chemischer Umsetzungen mit
einbegriffen, insofern das System einen einzigen unabhéngigen Bestandteil
in zwei Phasen enthilt, wie z. B. die zuerst von HORSTMANN daraufhin
untersuchte Verdampfung von Salmiak, wobei Zersetzung in Salzsdure-
und Ammoniakdampf stattfindet (§206), oder die Verdampfung von
karbaminsaurem Ammoniak, wobei Zersetzung in Ammoniak und Kohlenséure
eintritt. Dann bedeutet in der letzten Gleichung r die Dissoziationswéarme,
p die allein von der Temperatur abhéngige Dissoziationsspannung.

§ 214. Wir wollen das vollstindig heterogene Gleichgewicht auch noch
fiir zwei unabhéngige Bestandteile betrachten:

a=2 8=3,

z. B. Wasser (Index 1) und ein Salz (Index 2) in drei Phasen, von denen
die erste eine fliissige Losung (Masse des Wassers M7, des Salzes MJ), die
zweite Wasserdampf (Masse M{'), die dritte festes Salz (Masse MJ’) sein
moge. Dann ist fiir eine virtuelle Zustandsdnderung:

SML46M! =0  und M)+ SMY —o.
Nach der Phasenregel ist sowohl die Konzentration der Losung:
M/
e,
M

als auch der Dampfdruck p Funktion der Temperatur 7 allein, und
nach Gleichung (154) ist die wihrend einer unendlich kleinen virtuellen
Zustandsanderung, bei der T, p und ¢ ungeédndert bleiben, von auflen
zugefithrte Wérme:

_ . dp
(155) QfT.ﬁ.(;V,

Wir lassen nun die virtuelle Zustandsdnderung darin bestehen, dafl eine
unendlich kleine Wassermenge:

My = —5M;

aus der Losung verdampft. Dann fallt gleichzeitig, da auler T und p auch
die Konzentration ¢ unvariiert bleibt, die Salzmenge:

My = —6 My = —cdM] = MY
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aus der Losung aus, und die Variationen aller Massen sind auf §MY
zuriickgefiihrt.
Das Gesamtvolumen des Systems:

V = UI(M{ +M£) +U//M{/ +’I)/NM£”,

/! "

worin ¢’, v" und " die spezifischen Volumina der drei Phasen bedeuten,
wird bei der Variation vergréfiert um:

SV =o' (6M] + oMb +v" MY + " s M)’
(156) SV = [(v" + ™) — (1 + e)']oMy.

Nennen wir nun r die Wirmemenge, welche dem System von auflen
zuzufithren ist, damit bei konstanter Temperatur, Druck und Konzentration
die Masseneinheit Wasser aus der Losung verdampft und gleichzeitig die
entsprechende Menge Salz ausscheidet, so ist in (155) zu setzen:

Q= réM{/

und wir erhalten: J

r= Td—;( "1 — (1 +c)).
Eine in manchen Féllen gut brauchbare Annéherungsformel erhalt man,
wenn man die spezifischen Volumina der Losung o' und des festen Salzes v
gegen das des Dampfes v” vernachlissigt und auferdem fiir letzteren den

idealen Gaszustand voraussetzt. Dann ist nach (14):

o=
m p
(R Gaskonstante, m Molekulargewicht des Dampfes)

und es wird:

R o dlogp
(157) r= ET o

§ 215. r ist zugleich auch umgekehrt die Warmemenge, welche nach
auBen abgegeben wird, wenn sich die Masseneinheit Wasserdampf mit der
dazu erforderlichen Menge festem Salz bei konstanter Temperatur und
konstantem Druck zu geséttigter Losung vereinigt.

Statt die Vereinigung direkt vorzunehmen, kann man auch die
Masseneinheit Wasserdampf zunéchst isoliert zu reinem Wasser kondensieren,
und dann das feste Salz im fliissigen Wasser auflosen. Nach dem ersten
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Hauptsatz der Warmetheorie ist, wenn in beiden Fillen der Anfangszustand
und der Endzustand des Systems derselbe ist, auch die Summe der vom
System im ganzen abgegebenen Wéirme und Arbeit in beiden Féllen die
gleiche, und aus dieser Beziehung la8it sich die Losungswéirme des festen
Salzes im fliissigen Wasser berechnen wie folgt.

Im ersten Falle (direkte Vereinigung von Wasserdampf und festem Salz)
haben wir fiir die bei der Kondensation nach auflen abgegebene Warme:

r, fir die nach auflen abgegebene Arbeit: also fiir die Summe

—-Pp
M|’
beider, nach (157) und (156), mit den schon benutzten Ann#herungen:

R T2 dlogp .

(158) - T

Berechnen wir jene Summe nun auch fiir den zweiten Fall. Zuné&chst
ist zu bemerken, dafl der Wasserdampf {iber der Losung im allgemeinen
nicht denselben Druck besitzen wird wie iiber reinem Wasser bei derselben
Temperatur, sondern einen anderen, und zwar keinesfalls einen grofleren,
sondern einen kleineren, weil sonst der Dampf iiber der Losung iibersattigt
wére. Bezeichnen wir also den Druck des bei der Temperatur T geséttigten
Wasserdampfes iiber reinem Wasser mit pg, so ist p < pp.

Wir bringen nun zunéchst die Masseneinheit Wasserdampf vom Drucke p
und dem Volumen v” durch isotherme Kompression auf den Druck py mit
dem spezifischen Volumen vf, und somit in den Zustand der Sittigung.
Dabei wird positive Wérme und negative Arbeit nach aulen abgegeben.
Die Summe beider Betriage, welche zugleich die Abnahme der Energie
des Dampfes angibt, ist gleich Null, wenn wir wieder annehmen, daf
der Dampf sich wie ein ideales Gas verhilt, daf§ also seine Energie bei
konstant gehaltener Temperatur ungeédndert bleibt. Hierauf kondensieren
wir den Wasserdampf vom Volumen v bei konstanter Temperatur 7' und
konstantem Druck pg zu reinem Wasser. Die Summe der hierbei nach aufien
abgegebenen Wirme und Arbeit ergibt sich mit Hilfe der Gleichung (112)
AR

R 9 dlog po _ 1
(159) - T T POV -

Um weiter das fliissige Wasser vom Drucke py wieder auf den Druck p zu
bringen, sind keine merklichen dufleren Wirkungen erforderlich.

Endlich 16sen wir in der so erhaltenen Masseneinheit von fliissigem
Wasser bei konstanter Temperatur 7' und konstantem Druck p so viel Salz
auf, als zur Sattigung der Losung dient, und erhalten dabei als Summe der
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nach aufen abgegebenen Warme und Arbeit einfach die Losungswérme:
(160) A,

da der Betrag der &ufleren Arbeit ganz zu vernachléssigen ist. Die Summe der
Ausdriicke (159) und (160) ist nach dem ersten Hauptsatz der Warmetheorie
gleich dem Ausdruck (158). Wir haben daher:

R o dlogpg " R o dlogp "
2 2o - T _
m dT povy + A m dT pv

oder, wenn das BOYLEsche Gesetz: pyvjj] = pv” benutzt wird:

R_o d D

(161) A= %T d—Tlog o~
Diese zuerst von KIRCHHOFF aufgestellte Formel ergibt also die Warmetonung
(abgegebene Wirme) bei der Auflosung von so viel Salz in 1 g reinem
Wasser, als zur Sattigung der entstehenden Losung erforderlich ist.

Um X in Kalorien auszudriicken, hat man die Gaskonstante R noch
mit dem mechanischen Wirmeédquivalent zu dividieren, also nach (34) an
Stelle von R 1,985 zu setzen. Dies ergibt mit m = 18:

A=0,11 T2dC;log;0O cal.

Hierbei ist noch besonders zu beachten, dafl p, der Dampfdruck iiber der
mit Salz geséttigten Losung, insofern Funktion der Temperatur allein ist, als
auch die Konzentration ¢ der geséttigten Losung sich mit der Temperatur
in bestimmter Weise éndert.

Die im Laufe der Rechnung vorgenommenen Vernachlédssigungen lassen
sich im Bedarfsfalle ohne Schwierigkeit an den einzelnen Stellen verbessern.

§ 216. Wir gehen nun zur Behandlung des wichtigen Falles iiber, daf}
zwei unabhéngige Bestandteile (1) und (2) sich in zwei Phasen befinden:

o =2 6=2

und entwickeln zunéchst die Gleichgewichtsbedingungen unter der allgemeinsten
Voraussetzung, dafl beide Bestandteile in beiden Phasen mit merklichen
Mengen enthalten sind, némlich in der ersten Phase mit den Massen
M] und M}, in der zweiten Phase mit den Massen M{ und MY.

Die inneren Variabeln des Systems sind aufler der Temperatur und
dem Druck die Konzentrationen des zweiten Bestandteils in beiden Phasen:

M//
(162) d==—2 und ' =2,
M MY
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und nach der Phasenregel sind von den vier Variabeln T, p, ¢,

willkiirlich, die andern dadurch bestimmt.

Z

' zwel

Bei irgend einer mit den dufleren Bedingungen vorgenommenen Anderung
ergibt sich nach (153) folgendes Gesetz fiir die Verschiebung des Gleichgewichts:

sV 0%’ 0%’
:I%dT— dp+dM153M,+dM25aM,
(163) I .
L 0%
+ dM{’(SaM{, +dMY S5y = O

Hierin ist fiir die erste Phase:

o0 9% oRtod ,

(164) oM| — aMpP 7 OMi+ oM] oM} oMy
58@’ _ e M+ FoRkid 1L

oMy OM| oM} 1 oMp

Zwischen den Abgeleiteten von @' nach M] und M} bestehen
einfache Beziehungen. Da ndmlich nach (144):

, 0%/ 9!

' = M| —— + M;
tont M2 oy

so folgt durch partielle Differentiation nach Mj und nach Mj:
%! FoRtid
-+ M}
oM A M, OM;,
0%’ 0%’
M + M,
Loml oMy 8M’ 2 oMb

0= Mj

0_

Setzen wir also zur Abkiirzung:

029’
/ _ !
(165) Migarang =

gewisse

eine Grofle, die nur von der inneren Beschaffenheit der ersten Phase, also
von T, p und ¢, nicht aber von den Massen M| und M} einzeln abhéngt,

so ergibt sich:

I

M| oM} — M]
%o ML,
oM M
o’y
OME? M}



System von beliebig vielen unabhdingigen Bestandteilen 185

Ganz dieselben Gleichungen gelten, bei Einfiihrung der entsprechenden
Grofe:

N __ i 82@//
fiir die zweite Phase.

§ 217. Von den beiden GroBen ¢’ und ¢” laBt sich von vornherein
nur {iber das Vorzeichen etwas aussagen. Denn nach §147 ist im stabilen
Gleichgewicht ® ein Maximum, sofern man nur Vorgénge bei konstanter
Temperatur und konstantem Druck in Betracht zieht, d. h.

(167) 5%® < 0.
Nun ist
d =3+ 9"
also: Y Y
5% = SM, SM{ + aa i SMb + ;’E,, sMy! gj;,, SMY

und durch abermalige Variation, wenn §® =0

0%’ %o 0%’
SMP +2———— M| 6M}) + —— 6 ML
oM M7 OM; oM

82 (I)// 9 82 q)// 82 (D//

SMY* 42— MY S MY +
oM oMy oMY MY?

52P =

+ 6M”2-

Fiihrt man hierin nach (165) die Groflen ¢ und ¢” ein, so ergibt sich:

sM! 5MY SMI' sMUN?
2 1 2 1 2
6¢:_j4é¢/(M’_M’> - My H(M”_M”) ’
1 2 2

und diese Beziehung zeigt, dafi die Ungleichung (167) stets und nur dann
erfiillt wird, wenn ¢’ und ¢” beide positiv sind.

§ 218. Im ganzen sind in dem betrachteten System zwei Arten von
virtuellen isotherm-isobaren Zustandsdnderungen mdoglich, indem entweder
der erste oder der zweite Bestandteil aus der ersten in die zweite Phase
iibergeht. Fiir die erste Anderung haben wir:

(168) SM| = —sMmy SMj = M3 = 0.
fiir die zweite:

SM{ =M =0 SMy = —sMY
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Wir wollen die dem System zugefiihrte Wéarme @ und die Volumenénderung §V/
des Systems in dem ersten und in dem zweiten Falle durch die Indizes
1 und 2 unterscheiden; dann reduziert sich fiir den ersten Fall das fiir
eine Verschiebung des Gleichgewichts giiltige Gesetz durch Kombination
von (163), (164), (168), (166) und (162) auf folgende Form:

5
Q1 2dT — 1—‘/ dp — MY (¢’ dc’ — " dc") = 0.

Fiithren wir noch zur Abkurzung die bestimmten endlichen Groflen ein:

Q1 nv

1 - v
( 69) m 6M{/7 U1 5M{/a

d.h. das Verhéltnis der von auflen zugefiihrten Wé&rme bzw. der
Volumenénderung des Systems zu der aus der ersten in die zweite Phase
iibergehenden Masse des ersten Bestandteils, so ergibt sich:

(170) %dT— %dp—cp’dc’—i—ga”dc” =0

Auf ganz demselben Wege findet man fiir den Ubergang des zweiten
Bestandteils aus der ersten in die zweite Phase, in entsprechender Bezeichnung:

/!
(171) dT——d +¢——¢”dc —0.

Durch diese beiden Gle1chungen sind bei irgend einer Verschiebung des
Gleichgewichts die vier Differentiale dT, dp, dc/, dc¢” entsprechend der
Phasenregel aneinander gekniipft.

§ 219. Um eine Anwendung dieser Gesetze zu geben, betrachten wir
ein System, welches besteht aus dem Gemisch zweier Komponenten (z. B.
Wasser und Alkohol) in einer fliissigen, der ersten, und einer dampfférmigen,
der zweiten Phase. Dann sind nach der Phasenregel von den vier Variabeln
T, p, ¢, ¢ zwei bestimmt durch die beiden iibrigen.

LaBt man also bei konstantem Druck (dp =0) das fliissige Gemisch
durch gehorige Warmezufithrung unendlich langsam verdampfen, so sind
bei jeder Temperatur die Konzentrationen in beiden Phasen vollstdndig
bestimmt, und zwar &ndern sich bei fortschreitender Wéarmezufuhr und
der damit verbundenen Temperaturerhthung (d7 > 0) die Konzentrationen
c und ¢ in folgender Weise:

dd ri+d'rg dT
o T d 'T2¢/
dc” i+ dry dT
" ’ T2¢//'

(172)

C

(173)

C
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/ Z

Hieraus ergibt sich zunéchst, dafl die Konzentrationen ¢ und ¢’ sich
stets in demselben Sinne dndern. Denn nicht nur ¢’ und ¢” (vgl. §217),
sondern auch r; und ry, die Verdampfungswiarmen der beiden Komponenten,
sind wesentlich positiv.

Wir wollen nun weiter annehmen, dafl ¢/ > ¢/, was keine Beschrinkung der
Allgemeinheit bedeutet, da man stets die Ziffer 1 auf diejenige Komponente
(z. B. Wasser) beziehen kann, die in der eingestrichenen Phase (Fliissigkeit)
mit hoherem Prozentgehalt vertreten ist als in der zweigestrichenen Phase
(Dampf), und die Ziffer 2 auf diejenige Komponente (z.B. Alkohol),
die in der zweigestrichenen Phase mit hoéherem Prozentgehalt vertreten
ist als in der eingestrichenen, und die wir die ,fliichtigere“ Komponente
nennen wollen. Dann lehren die letzten Gleichungen, dafl bei eintretender
Temperaturerh6hung die Konzentration der fliichtigeren Komponente in
beiden Phasen gleichzeitig abnimmt, also dafl z. B. bei fortschreitender
Destillation einer Mischung von Wasser und Alkohol sowohl das Destillat als
auch der Riickstand mit steigender Temperatur immer alkoholdrmer wird.
Dieses Resultat kommt natiirlich dadurch zustande, daf§ das Verhéltnis der in
irgend einem Augenblicke verdampfenden Alkoholmenge zu der gleichzeitig
verdampfenden Wassermenge grofier ist als ¢/, aber kleiner ist als ¢”. Durch
ersteren Umstand wird bedingt, dafl die Flu581gke1t alkoholarmer wird
(dd < 0), durch den zweiten Umstand, dal der Dampf alkoholdarmer wird
(dd’ < 0).

Bei gehoriger Fortsetzung dieses isobaren Verdampfungsprozesses kénnen
zwei Félle eintreten, je nachdem die Konzentration ¢/, welche ja zwischen
0 und ¢’ liegt, schlieBlich mit dem Werte Null oder mit ¢ zusammenfallt.
Im ersten Fall, fir ¢ = 0, ist schlieBlich die fliichtigere Komponente
ganz in die zweite Phase iibergegangen, und man erhélt in der ersten
Phase die weniger fliichtige Komponente mit jedem beliebigen Grade von
Reinheit. Das trifft z. B. zu bei Wasser und Athylalkohol Im zweiten Fall
aber wird bei einer bestimmten Temperatur ¢ = ¢’. Dann édndert sich,
wie man aus den letzten beiden Gleichungen erkennt, der Siedepunkt T
nicht mehr mit der Konzentration, d. h. die weitere Verdampfung erfolgt
ohne Temperaturerhohung, und das Gemisch siedet konstant, Destillat und
Riickstand weisen dauernd dieselbe prozentische Zusammensetzung auf, z. B.
fiir Wasser und Ameisensdure bei etwa 80% Séuregehalt (etwas verschieden
je nach der GroBe des angewandten Druckes).

Fiir dieses spezielle Mischungsverhéltnis ist also die Siedetemperatur T

ein Maximum: —— = 0. Eine jede Losung von Ameisensiure in Wasser

C
ndhert sich daher bei steigender Siedetemperatur, d. h. bei fortgesetzter
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Destillation diesem bestimmten Mischungsverhéltnis immer mehr an, sei
es, dal man urspriinglich von groflerem oder von kleinerem Sauregehalt ¢
der Fliissigkeit ausgeht. Da die Konzentrationen in beiden Phasen sich in
demselben Sinne dndern, so zeigen dieselben stets beide iibereinstimmend
entweder grofleren oder kleineren Siauregehalt als 80%. Im ersten Fall nimmt
bei fortschreitender Verdampfung der Sduregehalt in beiden Phasen ab, im
zweiten zu. Folglich ist nach (172) und (173) im ersten Fall die S#ure
der fliichtigere Bestandteil (¢’ > ¢/), d.h. der Dampf sdurereicher als die
Fliissigkeit. Im zweiten Fall (Sduregehalt kleiner als 80%) ist das Wasser
der fliichtigere Bestandteil (¢ > ¢”), d.h. die Fliissigkeit séurereicher als
der Dampf; bei Steigerung der Temperatur werden dann beide Phasen
saurereicher, bis wieder der Sauregehalt 80% erreicht ist.

. . dT . . .
Die Gleichung — =0 wird auch erfiillt, wenn die Siedetemperatur in

bezug auf die Konzentration ein Minimum aufweist, wie z. B. bei einer
Mischung von Wasser und Propylalkohol. Dann ist nach Gleichung (172)
ebenfalls ¢ = ¢”, d. h. das Gemisch siedet ebenfalls konstant. Aber dieses
Mischungsverhéltnis ist insofern labil, als bei der geringsten Anderung der
Konzentrationen, nach der einen oder nach der anderen Seite, die fortgesetzte
Destillation eine Steigerung des Konzentrationsunterschiedes der beiden
Phasen herbeifiihrt. Denn da mit der Destillation eine Temperaturerhéhung
verbunden ist, so entfernt sich die Siedetemperatur von ihrem Minimalwert,
und dementsprechend die Konzentrationen von der Zusammensetzung des
konstant siedenden Gemisches.

§ 219a. Nimmt man dagegen die Verdampfung des betrachteten
Fliissigkeitsgemisches bei konstanter Temperatur (d7 =0) vor, durch
allméhliche Vergroflerung des Volumens, so &ndern sich mit abnehmendem
Druck (dp < 0) die Konzentrationen nach (170) und (171) in folgender
Weise:

d” v +"vy  dp
o — .Ttp“
dd" v+ vy dp

C// C” _ C/ TQO” '

C

/ 7

Auch hier &dndern sich also die beiden Konzentrationen ¢ und ¢
gleichzeitig in demselben Sinne, da aufler ¢ und ¢” auch v; und wvo,
die Volumenénderungen bei der Verdampfung der beiden Komponenten,
wesentlich positiv sind. Wenn wieder wie nach unserer im vorigen Paragraphen
eingefiihrten Festsetzung ¢ > ¢/, so wird bei fortschreitender Verdampfung
und der damit verbundenen Druckabnahme sowohl die Fliissigkeit als auch
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der Dampf stets drmer an dem fliichtigeren Bestandteil, bis schlieflich
entweder dieser Bestandteil ganz aus der fliissigen Phase verschwindet (¢ = 0),
oder diejenige Zusammensetzung der Mischung erreicht wird (¢ = ),
bei der die fortgesetzte Verdampfung keine Druckénderung und keine
Konzentrationsdnderung mehr hervorbringt. Diese Verhiltnisse entsprechen
also ganz denen bei der Verdampfung unter konstantem Druck.

§ 219b. Die Gleichungen (172) und (173) gelten natiirlich auch, wenn
die zweite Phase fliissig oder fest ist, z. B. fiir den Gefrierpunkt einer
Metalllegierung (Wismut und Blei). Daraus ergibt sich u.a., daB die
Erstarrungstemperatur einer fliissigen Legierung steigt, wenn die fliissige
Legierung (eingestrichene Phase) mit demjenigen Bestandteil (2) angereichert
wird, der vorwiegend ausfriert. Denn da nach der Annahme ¢’ > ¢/, und

dT
da r; und ro beide negativ, so ist —— > 0. Nach demselben Satze steigt

auch die Gefriertemperatur einer Waﬁrlgen Salzlosung, aus der reines Eis
ausfriert, wenn die Lésung mit Wasser verdiinnt wird. Im Grenzfall, wenn die

. . . . .. dr
Erstarrungstemperatur sich mit der Konzentration nicht &ndert (d’ = 0>,
C

ist ¢/ =¢, d. h. die Legierung friert ohne Konzentrationsinderung aus
(Eutektische Legierung).

§ 220. Bei den weiteren Anwendungen wollen wir uns auf den speziellen
Fall beschrinken, dal der zweite Bestandteil nur in der ersten Phase
vorhanden ist:

(174) ¢’ =0, und daher auch dc¢’ =0.

Den ersten Bestandteil, welcher in der ersten Phase mit dem zweiten
gemischt, in der zweiten Phase rein enthalten ist, wollen wir hier als das
,Losungsmittel“, den zweiten als den ,gelosten Stoff* bezeichnen. (Vgl.
dagegen unten §249.) Dann fillt die Gleichung (171) ganz fort, und von (170)
bleibt iibrig:

r v
(175) ﬁdT—po—godc—O,

wenn wir der Einfachheit halber bei r{ und v; den Index 1, und bei
¢’ und ¢ den Strich fortlassen.

Nehmen wir zunéchst eine Losung eines nichtfliichtigen Salzes in Beriihrung
mit dem Dampf des Losungsmittels. Wir wollen die Gleichung (175) nach
drei Richtungen betrachten, je nachdem wir die Konzentration ¢ der Losung,
die Temperatur T oder den Druck p konstant halten, und die Abhéngigkeit
der beiden iibrigen Gréflen voneinander betrachten.
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§ 221. Konstante Konzentration. dc = 0.
Die Abhéngigkeit des Dampfdrucks von der Temperatur ist nach (175):

Op r
(176) (W) -
Hierbei kann man r kurz bezeichnen als die Verdampfungswérme der Losung.
Fafit man sie nicht, wie in (169) gefordert wird, als Verhiltnis zweier
unendlich kleiner Gréflen auf, sondern bezieht sie auf die Masseneinheit des
Losungsmittels, so mufl man sich die Menge der Losung so grof§ denken, daf3
ihre Konzentration durch den Austritt der Masseneinheit des Losungsmittels
nicht merklich gedndert wird. v kann man gewohnlich einfach gleich dem
Volumen der Masseneinheit des Dampfes setzen. Nimmt man auflerdem fiir
diesen das BOYLE-GAY-LuUSSACsche Gesetz als giiltig an, so ergibt sich:

RT

mp

(177) v

und aus der letzten Gleichung:

R _o (Ologp
r—mT < or ).

r ist zugleich auch umgekehrt die Warmemenge, welche nach auflen abgegeben
wird, wenn sich die Masseneinheit des dampfformigen Losungsmittels bei
konstantem T und p mit einer groflien Quantitdt der Losung von der
Konzentration ¢ vereinigt.

Statt die Vereinigung direkt vorzunehmen, kann man auch die
Masseneinheit Dampf zunéchst isoliert zum fliissigen reinen Losungsmittel
kondensieren und dann damit die Losung verdiinnen. Nach dem ersten
Hauptsatz der Warmetheorie ist, wenn in beiden Fillen der Anfangszustand
und der Endzustand des Systems derselbe ist, auch die Summe der vom
System im ganzen abgegebenen Wirme und Arbeit in beiden Féllen die
gleiche, und aus dieser Uberlegung laBt sich die , Verdiinnungswirme® der
Losung in folgender Weise ableiten.

Im ersten Fall haben wir fiir die Summe der nach auflen abgegebenen

Warme und Arbeit:
R, o (0logp
—pu=—T _—
repu=_ <8T ) pv

Im zweiten Falle haben wir, wenn wir genau ebenso verfahren, wie in §215
beschrieben wurde, als Summe der bei der Kondensation und der darauf
folgenden Verdiinnung nach auflen abgegebenen Wérme und Arbeit:
R 5 dlogpg
m T dr

— povo + A,
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wobei pg der Druck, vy das spezifische Volumen des bei der Temperatur T
iiber reinem Losungsmittel befindlichen Dampfes, A die Verdiinnungswérme
der Losung bezeichnet, d.h. die Wérmetonung (frei werdende Wérme)
beim Zusatz der Masseneinheit des fliissigen Losungsmittels zu einer grofien
Quantitdt der Losung von der Konzentration ¢. Da nun nach dem ersten
Hauptsatz der Wirmetheorie die letzten beiden Ausdriicke gleich sind, so
erhalten wir, mit Riicksicht auf das BOYLEsche Gesetz:

_ R (0P
(178) A—mT <8Tlogp0>c,

die KiRcHHOFFsche Formel fiir die Verdiinnungswérme.

Die im Laufe der Rechnung eingefiihrten Vernachléassigungen, die darauf
beruhen, dafl der Dampf als ideales Gas und sein spezifisches Volumen grof3
gegen das der Fliissigkeit angenommen ist, lassen sich notigenfalls leicht
erganzen.

Die Ahnlichkeit des Ausdrucks fiir die Verdiinnungswirme A mit
dem oben aufgestellten Ausdruck (161) fiir die Sattigungswéirme X der
Masseneinheit des Losungsmittels mit dem festen Salz ist nur eine &uflerliche,
weil es sich hier um eine Losung von ganz beliebiger Konzentration
handelt und demgemé&f auch die Differentiation nach der Temperatur bei
konstantem ¢ auszufiihren ist, wihrend dort die Konzentration der mit Salz
gesittigten Losung zu nehmen ist, welche sich bei der Differentiation mit
der Temperatur in bestimmter Weise miténdert.

§ 222. Da bei kleinen Werten von ¢ (verdiinnte Losung) die
Verdiinnungswarme A klein ist (§97), so wird nach (178) fiir eine verdiinnte
Losung von bestimmter Konzentration das Verhéltnis des Dampfdrucks p
zu dem Dampfdruck iiber reinem Losungsmittel pg merklich unabhéngig
von der Temperatur (Gesetz von BABO).

§ 223. Konstante Temperatur. d7 = 0.

Die Abhéngigkeit des Dampfdrucks p von der Konzentration c¢ der
Losung ist nach (175):

[

und, wenn man das spezifische Volumen der Fliissigkeit gegen das des Dampfes
vernachlédssigt und letzteren als ideales Gas mit dem Molekulargewicht m

betrachtet, nach (177):
9y _ _mpe
dc T R ’
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oder:

Odlogp _m

Da ¢ nach §217 notwendig positiv, so nimmt mit steigender Konzentration
der Losung der Dampfdruck immer ab. Dieser Satz liefert u. a. ein Mittel
zur Entscheidung der Frage, ob eine bestimmte Fliissigkeit wirklich eine
Losung oder etwa nur eine Emulsion des einen Bestandteils in dem andern
bildet. Im letzteren Falle hat die Anzahl der in der Fliissigkeit suspendierten
Teile gar keinen Einflu auf den Dampfdruck.

Néheres lafit sich im allgemeinen, solange die Groflie ¢ nicht genauer
bekannt ist, {iber die Abhéngigkeit der Dampfspannung von der Konzentration
nicht sagen.

§ 224. Fiir ¢ =0 (reines Losungsmittel) sei wieder p = py. Dann ist
fiir einen kleinen Wert von ¢ p nur wenig von pg verschieden, und man
kann setzen:

9 _p—po _P—Po

e ¢—0 c

Folglich nach (179):

(180) po—p= (ﬂ;w.

Setzt man wieder fiir v nach (177) das spezifische Volumen des als ideales
Gas angenommenen Dampfes, so ergibt sich:

P R’

d. h. die relative Dampfspannungserniedrigung ist proportional der Konzen-
tration der Losung (Gesetz von WULLNER). Weiteres siehe §270.

§ 225. Konstanter Druck. dp = 0.

Die Abhéngigkeit der Temperatur (Siedetemperatur) von der Konzen-
tration ist nach (175):

oT T
(182) <a) S
(& p r
Da ¢ positiv, so wird die Siedetemperatur bei steigender Konzentration

erhoht. Durch Vergleich mit der Formel (179) fir die Abnahme des
Dampfdrucks ergibt sich fiir eine beliebige Losung:

ory (op\ _ _Tv
acp' 8CT7 r’
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d. h. bei einer unendlich kleinen Vergréflerung der Konzentration verhélt
sich die Zunahme der Siedetemperatur (bei konstantem Druck) zu der
Abnahme des Dampfdrucks (bei konstanter Temperatur) wie das Produkt
der absoluten Temperatur und des spezifischen Dampfvolumens zu der
Verdampfungswérme der Losung.

Bedenkt man, dafl dieses Verhéltnis der der Gleichung (6) ganz analogen

Identitédt geniigt:
orN (o) __ (9T
Oc p' oc)rp ap ),

so kommt man unmittelbar zur Gleichung (176) zuriick.
§ 226. Fiir c=0 sei T =Ty (Siedepunkt des reinen Losungsmittels),
dann wird fiir kleine Werte von ¢ T nahezu = Tj;, und man kann setzen:

ar T-Ty T-—Tp

dc c—0 c
wodurch die Gleichung (182) iibergeht in:
2
(183) T-Ty= Cz;‘p,

d. h. die Siedepunktserhéhung ist proportional der Konzentration der Losung.
Weiteres siehe §269.

§ 227. Betrachten wir weiter den Fall, dafy die zweite Phase das reine
Losungsmittel nicht im dampfférmigen, sondern im festen Aggregatzustand
enthélt, wie das z.B. beim Gefrieren einer wéafirigen Salzlosung oder
beim Ausfillen von Salz aus gesittigter Losung eintritt. (Im letzteren
Falle miissen wir nach den Festsetzungen in §220 als ersten Bestandteil
das Salz, als zweiten Bestandteil das Wasser rechnen, und das Salz als
Losungsmittel, das Wasser als gelosten Stoff bezeichnen.) Dann ist wieder
die Gleichung (175) anwendbar, und ldBt sich auch hier wieder nach
drei Richtungen behandeln, je nachdem man untersucht, in welcher Weise
sich der Gefrierpunkt bzw. Séttigungspunkt einer Losung von bestimmter
Konzentration mit dem Druck dndert (de = 0), oder wie der Druck zu &ndern
ist, damit eine Losung von gednderter Konzentration bei der némlichen
Temperatur gefriert bzw. geséttigt ist (d7 =0) oder endlich, wie sich der
Gefrierpunkt bzw. Sattigungspunkt einer Losung unter bestimmtem &dufleren
Druck mit der Konzentration dndert (dp = 0). Fiir den letzten als den
wichtigsten Fall erhalten wir aus (175), wenn wir zugleich zum Unterschied
gegen die Siedetemperatur die Gefriertemperatur bzw. Sattigungstemperatur
als Funktion der Konzentration mit 7" bezeichnen:

! 2
(184) (‘9T ) _ I

— ] =5,
8cp r
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wobei 7/ hier die Warme bedeutet, welche von auflen aufgenommen wird,
wenn aus einer groflen Quantitdt Losung von der Konzentration ¢ die
Masseneinheit des Losungsmittels (Eis, Salz) ausfillt. Diese Wérmemenge
ist in der Regel negativ, ihr Betrag bezeichnet die , Gefrierwdrme*“ der
Losung bzw. die ,Féllungswirme“ des Salzes. Die Gefrierwidrme r’' einer
Salzlosung ist immer negativ; daher sinkt der Gefrierpunkt 77 der Losung
stets mit wachsendem Salzgehalt c. Andrerseits: wenn die Fallungswérme »/
eines Salzes aus einer Losung negativ ist, so sinkt der Séttigungspunkt 77
der Losung mit wachsendem Wassergehalt ¢ der Losung, d. h. er steigt mit
wachsendem Salzgehalt. Im entgegengesetzten Fall sinkt der Sattigungspunkt
mit wachsendem Salzgehalt. Will man bei einer mit Salz geséttigten Losung
nicht den Wassergehalt, sondern den Salzgehalt der Losung mit ¢ bezeichnen,
so hat man nach der von ¢ in (162) und nach der von ¢ in (165)

" . . 1
aufgestellten Definition in der letzten Formel statt ¢ zu schreiben: - und
statt ¢ zu schreiben: ¢y, wodurch dieselbe iibergeht in:

oT’ T2
(185) <ac>p S

cr

Hier haben nun ¢ und ¢ dieselbe Bedeutung wie in der auf den Gefrierpunkt
einer Salzlosung beziiglichen Formel (184).

§ 228. Fir ¢ =0 sei T = T} (Gefriertemperatur des reinen
Losungsmittels). Dann wird fiir kleine Werte von ¢ 7" nahezu = Tjj, und
man kann setzen:

or T -Ty T -T}
dc -0 ¢
so daB die Gleichung (184) {ibergeht in:

cT? %)

/ )

(186) T - T =

T

d. h. die Gefrierpunktsdnderung ist proportional der Konzentration. Weiteres
siehe §269.

§ 229. Dadie hier iiberall vorkommende positive Gréfe ¢ fiir eine Losung
von bestimmtem ¢, T und p einen ganz bestimmten Wert hat, insbesondere
unabhéngig ist von der Beschaffenheit der zweiten Phase, so sind durch die letzten
Formeln die Gesetze der Dampfdruckerniedrigung, Siedepunktserhohung,
Gefrierpunktserniedrigung und Sattigungspunktsverinderung auf allgemeine
Weise miteinander verkniipft, und man braucht nur eine einzige dieser
Erscheinungen fiir eine Losung messend zu verfolgen, um mit Hilfe des
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daraus berechneten Wertes von ¢ die iibrigen fiir die ndmliche Losung
ableiten zu konnen.

Wir wollen nun noch einen weiteren Fall betrachten, in welchem die
namliche Grofle ¢ wiederum eine charakteristische Bedeutung besitzt, ndmlich
den Gleichgewichtszustand, der eintritt, wenn neben der fliissigen Losung
sich das reine Losungsmittel weder im dampfférmigen, noch im festen,
sondern ebenfalls im fliissigen Zustand befindet, aber nicht frei angrenzend,
weil sonst kein Gleichgewicht moglich sein wiirde, sondern von der Losung
getrennt durch eine Wand, welche nur fiir das Losungsmittel, nicht aber fiir
den gelosten Stoff durchlédssig ist. Derartige ,,semipermeable Wénde sind
zwar fiir keine einzige Losung mit absoluter Vollkommenheit herzustellen,
ja sie sind sogar durch die spéter zu entwickelnde Theorie (§259) prinzipiell
ausgeschlossen, da der geloste Stoff unter allen Umstédnden mit endlicher,
wenn auch in gewissen Féllen duflerst geringer Geschwindigkeit durch die
Substanz der Wand hindurchdiffundieren wird. Aber es kommt hier auch
nur allein darauf an, da man, ohne ein Gesetz der Thermodynamik
zu verletzen, die Diffusionsgeschwindigkeit des geldsten Stoffes durch die
Wand gegen diejenige des Losungsmittels beliebig klein annehmen darf,
und diese Annahme wird dadurch gerechtfertigt, daf§ sich in der Natur
die Eigenschaft der Semipermeabilitdt fiir manche Substanzen in praktisch
iiberaus grofler Annédherung verwirklicht findet. Der Fehler, den man dadurch
begeht, dafl man die Diffusionsgeschwindigkeit des gelosten Stoffes durch die
Wand direkt gleich Null setzt, sinkt daher hier ebenso unter alle melbaren
Grenzen herab, wie etwa der ganz dhnliche Fehler, der in der von uns oben
gemachten Voraussetzung liegt, dafl ein Salz absolut nicht aus der Losung
verdampft oder ausfriert; denn auch diese Annahme ist streng genommen
unzuléssig (§259).

Die Bedingung, dafl zwei Phasen, die voneinander durch eine semipermeable
Wand getrennt sind, sich im Gleichgewicht befinden, ergibt sich leicht aus
der allgemeinen thermodynamischen Gleichgewichtsbedingung. Sie lautet,
ebenso wie in Gleichung (145):

(187) 50 — 50" =0,

giiltig fiir jede virtuelle Zustandsdnderung, bei der die Temperatur und der
Druck in jeder Phase ungeédndert bleibt. Der einzige Unterschied gegen den
Fall freier Berithrungsflichen ist der, dafl hier, bei der Anwesenheit einer
trennenden Wand zwischen beiden Phasen, der Druck in der zweiten Phase:
p" ein anderer sein kann als der in der ersten: p’, wobei unter ,Druck®
schlechthin, wie immer, der gewohnliche hydrostatische, manometrisch

wirksame Druck zu verstehen ist.
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Der Nachweis fiir die Giiltigkeit obiger Gleichgewichtsbedingung findet
sich unmittelbar, wenn man von der allgemeinen Gleichung (76) ausgeht
und dort anstatt der Gleichung (78) fiir die &uflere Arbeit den Wert:

A — _p/ (SV/ _ p// 5v//

einsetzt. Die weiteren Folgerungen aus (187) schliefen sich ganz den oben fiir
eine freie Beriihrungsfliche abgeleiteten an. Zunéchst haben wir, entsprechend
der Gleichung (163), fiir irgend eine Verschiebung des Gleichgewichts:

0P’ o’

dM} 6 =
ot T2 T

Q 6V’ , V"
7247 — = dp

|
o

d”+dM16

und weiter, unter Beriicksichtigung des Umstandes, dafl der Bestandteil 2
nur in der ersten Phase vorkommt, anstatt der Gleichung (175) die folgende:

1/

/
r I _
(188) 72 dr T dp T dp” — pdc = 0.

Hier ist, wie in §221, r die , Austrittswarme“ des Losungsmittels aus der
Losung, d.h. die Wéarmemenge, welche von auflen zuzufiihren ist, wenn
bei konstanter Temperatur T und bei konstanten Drucken p’ und p” die
Masseneinheit des Losungsmittels aus einer groflen Quantitdt der Losung
durch die semipermeable Wand in das reine Losungsmittel tibergeht. Ferner
ist v die bei demselben Vorgang eintretende Volumeninderung der Losung
(negativ), v” diejenige des angrenzenden Losungsmittels (positiv). In der
Gleichgewichtsbedingung (188) sind also von den vier Variabeln T, p/, p”; ¢
drei willkiirlich und erst die vierte dadurch bestimmt.

Nehmen wir zunédchst den Druck p” im reinen Losungsmittel als gegeben
und unverdnderlich an, etwa als den Druck einer Atmosphére, so haben wir
dp” = 0. Setzen wir ferner dT' = 0 und dc von Null verschieden, d. h. betrachten
wir Losungen verschiedener Konzentration bei der ndmlichen Temperatur
und bei dem néamlichen Druck im angrenzenden reinen Losungsmittel, so

ergibt sich aus (188):
o _ _Te
oc)p W7

Da nun ¢ >0 und v <0, so wichst mit steigender Konzentration ¢ der
Druck p’ im Innern der Lésung.
Man bezeichnet die Differenz der Drucke in beiden Phasen:

p/_p//:P
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als den ,osmotischen Druck“ der Losung. Da nun p” oben als konstant
angenommen ist, 148t sich schreiben:

(189) (”) __Te
Oc ) v
Daher wachst der osmotische Druck mit steigender Konzentration. Da
aber die Differenz p’ —p” fiir ¢ = 0 notwendig verschwindet, so ist der
osmotische Druck immer positiv.
Fiir kleine Werte von ¢ ist:

or_P-o_P
de  ¢c—0 ¢

und —v’ nahezu gleich dem spezifischen Volumen der Losung. Daraus folgt
nach (189):
(190) o CTT‘P

wenn man mit v das spezifische Volumen der Losung bezeichnet. Weiteres
siehe §272.

Somit sind auch die Gesetze des osmotischen Druckes auf die nédmliche
Grofle ¢ zuriickgefiihrt, welche die Gesetze der Dampfspannungserniedrigung,
Siedepunktserhohung usw. bedingt, oder, wie man auch sagen kann: die
letztgenannten Gesetze sind alle zuriickgefiihrt auf die Gesetze des osmotischen
Druckes, sie ergeben sich durch Elimination von ¢ aus der Gleichung (189)
und einer der vorhergehenden Gleichungen. Es ist besonders bemerkenswert,
daf} der so hergestellte Zusammenhang vollstdndig unabhéngig ist von allen
molekulartheoretischen Annahmen und Vorstellungen, wiewohl gerade die
letzteren in der historischen Entwicklung der Theorie eine sehr wichtige
Rolle gespielt haben.

§ 230. Wir haben fiir verschiedene den Bedingungen des §220
entsprechende Systeme die Gesetze des Gleichgewichts auf eine einzige fiir
das thermodynamische Verhalten einer Losung charakteristische Grofie ¢
zuriickgefiihrt. Es bietet keine Schwierigkeit, die entsprechenden Sitze auch
fiir den Fall abzuleiten, dafl die geloste Substanz auch in der zweiten Phase
enthalten ist. Man hat dann von den beiden Gleichungen (170) und (171)
auszugehen, und findet die einzelnen Beziehungen durch die beiden Gréfien
¢’ und ¢” bedingt. Zu einer direkteren Kenntnis dieser Groflen ¢ kann man
aber erst dadurch gelangen, dafl der Begriff des Molekiils, den wir bisher
nur auf den gasformigen Aggregatzustand angewendet haben, auch auf den
fliilssigen Zustand erstreckt wird. In den folgenden beiden Kapiteln wird
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dieser Schritt ausgefiihrt, wobei sich zugleich zeigt, daf§i die Richtung, in
der er zu erfolgen hat, durch die vorliegenden Sétze der Thermodynamik
in jeder Hinsicht eindeutig vorgeschrieben ist.

§ 231. Wie fiir zwei unabhéngige Bestandteile in zwei Phasen aus der
allgemeinen Beziehung (153) die Gleichgewichtsbedingungen (170) und (171)
abgeleitet wurden, so 148t sich ganz auf dem entsprechenden Wege auch
fiir den allgemeinen Fall die ndmliche Ableitung ausfiihren.

Hier soll zum Schlufl nur kurz das Resultat angefithrt werden, welches
sich auf diese Weise fiir ein System von a unabhingigen Bestandteilen in
B Phasen ergibt.

Bezeichnet man die Konzentrationen der einzelnen unabhéngigen
Bestandteile in den einzelnen Phasen, bezogen auf einen bestimmten, mit
1 bezeichneten Bestandteil, entsprechend den Gleichungen (162), mit:

!/ !/
M2:C/ M3_C M4:C/
M{ 2 ]\41 3’ M{ 4

" "

M2 " M M4

=c =cl =c
11 29 // 3’ 11 4>
Ml Ml Ml

so lautet die Bedingung dafiir, dafl bei irgend einer mit dem Zustand des
Systems vorgenommenen unendlich kleinen Verdnderung: dT, dp, ch, dch,
dcj,...dcy, des, . das Gleichgewicht gesichert bleibt gegen den Ubertritt
des Bestandtells 1 aus der eingestrichenen Phase in die zweigestrichene
Phase:

ﬁdT— 1dp+(g0/2'dc/2’—gp’2dc’2) + (¢l dcf — phdcs) +...=0.

Dabei ist analog (165):

%o %’
/ — M/ / — M/
72 = oMl 73 = MoMloMy
52(13” (92(13”
2 = M gy mangg =M g mant

und r1 und wv; bedeuten die Wirmezufuhr bez. die Volumenédnderung
des Systems bei dem isotherm-isobaren Ubertritt der Masseneinheit des
Bestandteils 1 aus einer groflen Quantitidt der eingestrichenen Phase in eine
grofle Quantitit der zweigestrichenen Phase (vgl. §221).

So 1iBt sich fiir jeden moglichen Ubertritt irgend eines Bestandteils
aus irgend einer Phase in irgend eine andere Phase die entsprechende
Gleichgewichtsbedingung aufstellen.
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Viertes Kapitel. Gasformiges System.

§ 232. Die Beziehungen, welche wir bisher fiir die verschiedenen
Eigenschaften thermodynamischer Gleichgewichtszustéinde aus der allgemeinen
Gleichgewichtsbedingung (79) hergeleitet haben, beruhen im Grunde auf
der Abhéngigkeit der fiir das Gleichgewicht bei gegebener Temperatur
und gegebenem Druck charakteristischen Funktion ® von Temperatur und
Druck, wie sie in den Gleichungen (79b) ausgedriickt ist. Eine vollstandige
Beantwortung aller auf das Gleichgewicht beziiglichen Fragen ist aber erst
dann moglich, wenn @ auch in seiner Abhéngigkeit von den Massen der
in den einzelnen Phasen des Systems vorhandenen Bestandteile angegeben
werden kann, und hierzu dient die Einfithrung des Molekulargewichts. Wir
haben schon frither, bei der Besprechung der FEigenschaften idealer Gase,
sowohl das Molekulargewicht eines chemisch homogenen Gases, als auch die
Molekiilzahl einer Gasmischung aus dem AVOGADROschen Satze definiert,
und wenden uns daher hier zunéchst der Untersuchung eines Systems zu,
welches eine einzige gasférmige Phase vorstellt.

Die Aufgabe ist vollstandig gelost, wenn es gelingt, die Funktion &
in ihrer Abhéngigkeit von den unabhéngigen Variabeln, némlich der
Temperatur T, dem Druck p und den Zahlen njy, nsg, ng,... aller in der
Mischung vorhandenen verschiedenartigen Molekiile anzugeben.

Da nach (75) allgemein:

U+pV

T
so lauft die Aufgabe darauf hinaus, die Entropie S, die Energie U und
das Volumen V einer Gasmischung als Funktion der obigen unabhéngigen
Variabeln auszudriicken. Dies 148t sich nun ganz allgemein bewerkstelligen,
wenn wir die Voraussetzung einfithren, daf§ fiir die Mischung die Gesetze
idealer Gase gelten — eine Beschrankung, die in vielen Féllen keinen
erheblichen Fehler bedingen wird. Will man sich von ihr frei machen, so
mufl man durch besondere Messungen die Werte der Groéflen S, U und V
ermitteln. Hier wollen wir aber die Annahme idealer Gase festhalten.

§ 233. Was zunédchst das Volumen V der Mischung betrifft, so ist

dieses durch das BOYLE-GAY-LUSSAC-DALTONsche Gesetz bestimmt. Denn
nach Gleichung (16) ist

b=5-

RT RT
(191) V:7(n1+n2+...):72n1.
Die Energie U einer Gasmischung ferner ergibt sich aus den Energien der

einzelnen getrennten Gase mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Warmetheorie.
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Denn nach diesem bleibt die Energie eines Systems unverdndert, wenn
keinerlei duflere Wirkungen auf dasselbe ausgeiibt werden, einerlei welche
inneren Verdnderungen dabei eintreten. L&t man nun eine beliebige
Anzahl von Gasen, die auf eine gemeinsame Temperatur 7" und auf einen
gemeinsamen Druck p gebracht sind, bei konstant gehaltener Temperatur
und konstantem Druck ineinander diffundieren, so lehrt die Erfahrung,
dafl dann weder das Volumen des Systems sich &dndert, noch Warme von
auBen aufgenommen wird. Folglich ist dabei das mechanische Aquivalent
der &dufleren Wirkungen gleich Null, und die Energie des Systems behilt
ihren Anfangswert bis zur vollstdndigen Beendigung des Diffusionsprozesses
unverdndert bei. Daher ist die Energie einer Mischung idealer Gase gleich
der Summe der Energien der einzelnen Gase, bei der ndmlichen Temperatur
und dem némlichen Druck genommen. Die Energie U; eines einzelnen idealen
Gases mit der Molekiilzahl n; ist aber nur abhéngig von der Temperatur,
néamlich nach (35):

(192) Up =n1(Cyp, T + b1),

wobei Cy, die Molekularwérme des Gases bei konstantem Volumen, b; eine
Konstante bedeutet. Folglich ist die Gesamtenergie der Mischung:

(193) U=> n(CyT +by).

8 234. Es handelt sich nun noch um die Bestimmung der Entropie S
einer Gasmischung als Funktion von T, p und den Molekiilzahlen nq, no,...
Soweit S von T und p abhéngt, 148t es sich aus U und V berechnen mittels

der Gleichung (60):
dU 4+ pdV

T )
wobei die Differentiale sich nur auf Anderungen von T und p, nicht aber

auf solche der Molekiilzahlen beziehen.
Nun ist nach (193):

s =

= Z nicy, dI’

und nach (191):

dV:RZn1d<Z>.

Folglich durch Substitution:

dT RdT Rd
ds = an (C'UI ? T - pp>



Gasformiges System 201

oder, da nach (33):

Cq)l + R == Cpl

dr  d
ds = "m (cpl - Rﬁ)

und durch Integration nach 7 und p:
(194) S=> ni(Cp logT — Rlogp + k1) = C.

Hier ist aufler den Integrationskonstanten ki, kg, ks,..., die von der Natur
der einzelnen Gase und von den gewéhlten Mafeinheiten fiir 7 und p
abhéngen, noch eine besondere Integrationskonstante C' hinzuzufiigen, weil
die Konstanten kq, ko,... nur eine linedre Abhéngigkeit der Entropie S von
den Molekiilzahlen ny, no,... ergeben, wihrend die Integrationskonstante
noch in komplizierterer Weise von der Zusammensetzung der Mischung,
d. h. von den Verhiltnissen der Molekiilzahlen n abhingen kann und wird.
Gerade die Untersuchung dieser Abhéngigkeit bildet den wichtigsten Teil
unserer jetzigen Aufgabe.

Die Bestimmung von C' kann nicht einfach auf dem Wege einer Definition
erfolgen, sondern nur durch die Anwendung des zweiten Hauptsatzes der
Wiérmetheorie auf irgend einen bekannten reversibeln Prozefl, der eine
Anderung in der Zusammensetzung der Mischung herbeifiihrt. Denn bei einem
reversibeln Prozefl dndert sich nach dem zweiten Hauptsatz die Entropie
des Systems in ganz bestimmter Weise, und durch die Beriicksichtigung
der gleichzeitig eintretenden Anderungen der Molekiilzahlen 1iBt sich
die Abhéngigkeit der Entropie von der Zusammensetzung der Mischung
ermitteln. Wir werden den Prozefl derart wéhlen, dafl wihrend desselben
keinerlei Einwirkungen von auflen, weder Arbeitsleistung noch Warmezufuhr,
stattfinden; dann bleibt die Entropie des Systems wéahrend des ganzen
Prozesses konstant. Den oben zur Bestimmung der Energie U der Gasmischung
benutzten Diffusionsvorgang kénnen wir aber hier nicht verwerten; denn
derselbe ist, wie sich schon vermuten la8t und im §238 zeigen wird,
irreversibel, und gestattet daher von vornherein nur die eine Folgerung,
dal die Entropie des Systems durch ihn vergroflert wird. Dagegen bietet
sich dar als ein reversibler Prozef3, durch welchen die Zusammensetzung der
Mischung geéndert wird, die Behandlung der Gasmischung mittels einer
semipermeabeln Wand, wie sie schon oben §229 eingefiithrt und begriindet
wurde.

§ 235. Damit ein mit einer semipermeabeln Wand ausgefiihrter Prozef3
fiir den genannten Zweck nutzbar wird, mufl man zuerst wissen, welcher
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Art das thermodynamische Gleichgewicht ist, das auf beiden Seiten einer
Wand besteht fiir eine Gasart, welche die Wand durchdringen kann; fiir jede
andere Gasart besteht natiirlich keine besondere Gleichgewichtsbedingung,
da sich hierfiir die Wand wie eine gewohnliche verhélt.

Hier liefert nun die Erfahrung den einfachen Satz, dafl jede Gasart,
fiir welche eine Wand permeabel ist, sich dann auf beiden Seiten im
Gleichgewicht befindet, wenn ihr Partialdruck (§18) auf beiden Seiten gleich
ist, ganz unabhéngig von den iibrigen auf beiden Seiten anwesenden Gasarten.
Dieser Satz ist weder selbstverstdndlich noch notwendig bedingt durch das
Vorhergehende, er leuchtet aber durch seine Einfachheit unmittelbar ein
und hat sich auch in den allerdings wenig zahlreichen Féllen, die eine
direkte Priifung gestatten, iiberall bestétigt.

Eine solche Priifung, die zu einer augenfilligen Folgerung fiihrt, 148t
sich z. B. folgendermaflen anstellen. Glithendes Platinblech ist permeabel
fiir Wasserstoff, dagegen impermeabel fiir atmosphérische Luft. Fiillt man
also ein Gefafl, dessen Wandung an einer Stelle aus Platinblech besteht, mit
reinem Wasserstoff, etwa unter Atmosphédrendruck, und schlieft es dann
vollkommen ab, so mufl, wenn das Platinblech ins Glithen gebracht wird,
der innen befindliche Wasserstoff in die duflere Luft, also entgegen dem
Atmosphéarendruck, hinausdiffundieren, und zwar offenbar so lange, bis er
vollstdndig aus dem Gefafl entwichen ist. Da nun andrerseits die Luft nicht
hineindringen kann, so wird schlieflich das Gefi génzlich evakuiert sein.!

§ 236. Wir wollen nun die besprochene Eigenschaft der semipermeablen
Wiénde benutzen, um auf reversibelm Wege, in moglichst einfacher Weise,
die Bestandteile eines Gasgemisches voneinander zu trennen. Betrachten

!Diese Folgerung habe ich im Winter 1882/83 im physikalischen Institut der Universitit
Miinchen experimentell gepriift und, soweit es die unvermeidlichen Abweichungen von
den idealen Voraussetzungen erwarten lieflen, bestéitigt gefunden. Da iiber diesen Versuch
bisher nichts verdffentlicht wurde, so mag eine kurze Beschreibung hier Platz finden.
Ein gerades Glasrohr von etwa 5™™ lichtem Durchmesser, in der Mitte zu einem kleinen
Ballon ausgebaucht, war am einen Ende mit einem Glashahn versehen; an das andere
Ende war als Verlingerung mit Siegellack angekittet ein 10°™ langes Platinréhrchen,
einerseits offen, andrerseits geschlossen. Mit der Quecksilberluftpumpe wurde die ganze
Rohre durch den Hahn evakuiert und mit Wasserstoff unter gewohnlichem Druck
gefiillt, hierauf der Hahn geschlossen und nun unter das geschlossene Ende des
horizontal gelegten Platinrchrchens ein Bunsenbrenner gestellt, wodurch die das Rohr
abschlieBende Platinkuppe ins Glithen kam. Um das Siegellack nicht durch Erwirmung
zum FErweichen zu bringen, wurde die Lackstelle bestindig von dem Strahl der
Wasserleitung umspiilt. Nach etwa 4 Stunden wurde der Apparat abgenommen, auf
Zimmertemperatur gebracht, und der Hahn unter Quecksilber gedffnet. Das Quecksilber
stieg rapid in die Hohe und fiillte die Rohre fast génzlich aus, — ein Beweis, daf} sie
bis zu einem gewissen Grade evakuiert war.
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wir daher folgenden Fall.

__________________________ B/

A/

In einem Hohlzylinder seien im ganzen 4 Stempel vorhanden, zwei
davon: A und A’, fest, die beiden andern: B und B’, beweglich, doch so,
dafl der Abstand BB’ konstant gleich dem Abstand AA’ gehalten wird,
wie in der Fig. 5 durch die beiden Klammern angedeutet ist. A’, der
Boden, und B, der Deckel des ganzen Geféifles, seien beide fiir alle Stoffe
undurchdringlich, dagegen A und B’ semipermeabel, und zwar A permeabel
nur fiir ein gewisses Gas (1), B’ permeabel nur fiir ein anderes Gas (2).
Oberhalb B sei und bleibe der Raum evakuiert.

Anfinglich befinde sich der Stempel B bei A, also B’ bei A/, und in
dem Zwischenraum eine Mischung der Gase (1) und (2). Nun werde der
Stempel B und mit ihm auch B’ unendlich langsam gehoben. Das Gas (1)
stromt in den zwischen B und A sich offnenden Raum, das Gas (2) in
den zwischen B’ und A’ sich 6ffnenden Raum. Wenn B’ bei A angekommen
ist, sind die beiden Gase génzlich voneinander getrennt.

Berechnen wir zunéchst die widhrend des Prozesses geleistete &uflere
Arbeit. Auf den einen beweglichen Stempel B wirkt, da der obere Raum
evakuiert ist, nur der Druck des Gases (1), und zwar nach oben, auf
den anderen beweglichen Stempel B’ wirkt nur der Partialdruck des ersten
Gases in der Mischung, nach unten. Nach dem vorigen Paragraphen ist
aber der erstere Druck dem letzteren im Gleichgewicht gerade gleich, und
da andrerseits die beiden Stempel B und B’ gleiche Wege zuriicklegen, so
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ist die gesamte auf die Stempel ausgeiibte Arbeit gleich Null. Wenn nun,
wie wir weiter annehmen wollen, auch keine Warme von auflen zugeleitet
wird, so bleibt nach dem Energieprinzip die Energie des Systems konstant,
und da die Energie sowohl der einzelnen Gase als auch der Mischung
nach (193) nur von der Temperatur abhéngt, so bleibt auch die Temperatur
des Systems allenthalben konstant.

Der unendlich langsam ausgefithrte Prozefl ist reversibel; also ist,
beim Fehlen jeglicher duflerer Einwirkung, die Entropie im Anfangszustand
gleich derjenigen im Endzustand, d. h. die Entropie der Mischung ist gleich
der Summe der Entropien der beiden FEinzelgase, wenn ein jedes bei der
nadmlichen Temperatur das ganze Volumen der Mischung allein einnimmt.
Dieser Satz lafit sich leicht verallgemeinern auf eine Mischung beliebig
vieler Gasarten: ,,Die Entropie einer Gasmischung ist gleich der Summe der
Entropien der Einzelgase, wenn ein jedes bei der némlichen Temperatur
das ganze Volumen der Mischung allein einnimmt.“ Er wurde zuerst von
GIBBS aufgestellt.

§ 237. Fiir die Entropie eines einzelnen chemisch homogenen idealen
Gases von der Masse M und dem Molekulargewicht m hatten wir frither
in (52) gefunden:

C R
M (”logT—i— — logv —l—konst.) ,
m m

wenn wir wieder mit C, die Molekularwidrme bezeichnen. Nach den
Gasgesetzen (14) ist v das Volumen der Masseneinheit:

_RT

v )
mp

und daher die Entropie, fiir die Molekiilzahl n =

T
n|CylogT + Rlog — + k
(195) < vk &

=n (CplogT — Rlogp + k) ,

wobei das Glied mit logﬁ in die Konstante k einbegriffen ist. Somit liefert
m
der GiBBSsche Satz fiir die Entropie der ganzen Mischung:

S=> n1(Cp logT — Rlogpy + k1);

p1 ist dabei der Druck der ersten Gasart, wenn sie allein das ganze Volumen
der Mischung einnimmt, d. h. der Partialdruck der ersten Gasart in der
Mischung.
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Da nun nach (8) die Summe aller Partialdrucke: p; +p2 + ... den
Gesamtdruck p der Mischung darstellt, und da ferner nach §40 die
Verhéltnisse der Partialdrucke mit den Verhéltnissen der Molekiilzahlen
iibereinstimmen:

PLipP2i...=MN1:N2 ...,
so 1st
-
Pl—n1+n2+”. b
n9
po=——————""D

ny+mno+...

oder, wenn wir der Einfachheit halber von jetzt ab die Konzentrationen
der einzelnen Molekiilarten in der Mischung einfiihren:

(196) o= —a = —2
ny+mng+... ny+mng+...

p1=cap, b2 =c2p, ...

Daher ergibt sich schliellich die Entropie der Mischung in der gesuchten
Form als Funktion von T, p und den Molekiilzahlen n in folgender Weise:

(197) S = Z n1(Cp, log T — Rlog(c1p) + k).

Durch Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem in (194) fiir die Entropie der
Mischung gefundenen Wert ergibt sich die Gréfle der damals unbestimmt
gebliebenen Integrationskonstanten:

(198) C= —Ran logc;.

§ 238. Nachdem einmal der Wert der Entropie einer Gasmischung
festgestellt ist, 1aBt sich auch die oben §234 beriihrte Frage beantworten,
ob und in welchem Betrage die Entropie eines Systems von Gasen durch
Diffusion vergroflert wird. Nehmen wir den einfachsten Fall, dal zwei Gase,
mit den Molekiilzahlen nq und no, auf gleiche Temperatur 7" und gleichen
Druck p gebracht, ineinander diffundieren, indem die Temperatur und der
Druck konstant gehalten wird. Vor Beginn des Prozesses ist dann die
Entropie des Systems gleich der Summe der Entropien der getrennten Gase,
also nach (195)

n1(Cpy logT — Rlogp + k1) + na(Cp, log T — Rlogp + k2).
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Nach Beendigung des Diffusionsvorganges ist die Entropie der Mischung
nach (197)

n1(Cpy logT — Rlog(c1p) + k1) + n2(Cpy logT — Rlog(cap) + k2).
Also die Anderung der Entropie des Systems:
—n1Rlogcy — ngRlogco.

Das ist mit Riicksicht auf (196) eine wesentlich positive Grofle, woraus
folgt, dafl die Diffusion immer irreversibel ist.

Zugleich ersehen wir, dal die durch Diffusion bedingte Vermehrung
der Entropie nur von den Molekiilzahlen ny und ng der diffundierenden
Gase, nicht aber von ihrer Natur, z. B. ihrem Molekulargewicht, abhéngt.
Es macht also in bezug auf die Entropievermehrung durch Diffusion
gar keinen Unterschied, ob die Gase sich chemisch mehr oder weniger
yahnlich® sind. Nimmt man nun beide Gase identisch, so wird offenbar die
Entropievermehrung Null, weil man dann iiberhaupt keine Zustandsénderung
erhilt. Daraus folgt, dal der chemische Unterschied zweier Gase, und
iiberhaupt zweier Substanzen, nicht durch eine stetig verdnderliche Grofle
dargestellt werden kann, sondern dafl man hier nur von sprungweisen
Beziehungen: entweder von Gleichheit oder von Ungleichheit, reden kann. In
diesem Umstand liegt ein prinzipieller Gegensatz zwischen chemischen und
physikalischen Eigenschaften begriindet, da die letzteren immer als stetig
verdnderlich anzusehen sind. (Vgl. die Anmerkung zu §35.)

§ 239. Mittels der gefundenen Werte der Entropie S (197), der
Energie U (193) und des Volumens V (191) der Gasmischung ergibt sich
die gesuchte Funktion ® aus (75) zu:

b
D = an <Cp1 logT — Rlog(c1p) + k1 — Cypy — ?1 - R)

oder, wenn man zur Abkiirzung die Konstante:
(198&) 1{71 - Cvl —R= kl - Cpl =aj,

und die nur von 7 und p, nicht aber von den Molekiilzahlen abhéngige
Grofe:

b
(199) Cp, logT—%—Rlogp—i—al =
setzt:

(199a) ®=> ni(p1 — Rlogey).
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§ 240. Nun konnen wir zur Aufstellung der Gleichgewichtsbedingung
schreiten. Wenn in der Gasmischung eine chemische Anderung méglich ist,
derart dafl die Molekiilzahlen ni, no,... sich gleichzeitig um dny, dno,...
éndern, so besteht nach (79) gegen diese Anderung Gleichgewicht, wenn
fiir 67T =0 und op =10

00 =0
oder:
(200) Z(Cﬂl — Rlogcy) dny + ané(gol — Rlogep) = 0.
Da die Groflen @1, @9,... nur von T und p abhéngen, so ist dp; = dps ... = 0.
Ferner haben wir:
nidlogecy +nodloges + ... = ﬂ(501 + @562 + ...
c1 o

und nach (196):

=(ny+n2+...)(0c; +0ca+...) =0,
da cir+co+...=1.

Daher bleibt von der Gleichgewichtsbedingung {ibrig:

Z(%pl — Rlogcy)dng = 0.

Da es in dieser Gleichung nicht auf die absoluten Werte der unendlich
kleinen Variationen dni, sondern nur auf deren Verhéltnisse ankommt, so
setzen wir:

(201) ony:dng:...=vi:vy:...

und verstehen unter vy, vo,... die bei der gedachten chemischen Verdnderung
sich gleichzeitig umsetzenden Molekiilzahlen: einfache ganze, positive
oder negative Zahlen, je nachdem die betreffende Molekiilart bei der
Verdnderung sich bildet oder verbraucht wird. Dann erhalten wir als
Gleichgewichtsbedingung:

> (1 — Rloger)vi =0,
oder:
_ it epat ..
R
Die rechte Gleichungsseite log K héingt nach (199) nur von Temperatur und
Druck ab; also ergibt die Gleichung eine bestimmte Beziehung zwischen

vilogey +vologes + ... =log K.
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den Konzentrationen der verschiedenen Molekiilarten, falls p und 7' gegeben
sind.

§ 241. Wir wollen nun noch die Werte der Groflen ¢, o... hier
einfithren. Setzt man zur Abkiirzung die Konstanten:

(201a) vi+rtrvy+...=v
(201b) vial +Vé(12 + ... ~log A,
(202) I/1b1+l/ébg+... _ B,
(203) 11Cp, Jrzfch2 T c,

so ergibt der Wert von ¢; usw. aus (199) als Gleichgewichtsbedingung:
B
viloger +wnloges + ... =log A+ ClogT — T vlogp = log K,
oder:
(203a) le? = Ae~ T TC p V=K.

§ 242. Diese Gleichung wiirde sich noch vereinfachen, wenn man
den Erfahrungssatz (§50) einfithrt, dafl die Atomwérme eines chemischen
Elements in seinen verschiedenen Verbindungen den nimlichen Wert hat.
Denn nach Gleichung (203) bedeutet das Produkt RC die Anderung, welche
die Summe der Molekularwédrmen aller Molekiile oder die Warmekapazitét
des ganzen Systems bei konstantem Druck: n;Cp, + noCp, + ... durch die
angenommene chemische Reaktion erfihrt. Wenn nun fiir jedes Molekiil
die Molekularwarme bei konstantem Volumen gleich ist der Summe der
Atomwérmen bei konstantem Volumen, so wére nach dem obigen Satz
die Warmekapazitdt des ganzen Systems bei konstantem Volumen, als
Summe aller Atomwarmen, unverénderlich, mithin 11Cy, + 12Cy, + ... =0,
und folglich C =v; +v9+v3+... =v. Indessen scheint im allgemeinen diese
Annahme doch nicht mit solcher Anndherung erfiillt zu sein, dafl ihre
Einfithrung hier gerechtfertigt wére.

§ 243. Der EinfluBl des Druckes p auf den Gleichgewichtszustand héngt
nach (203a) lediglich ab von der Zahl v = vy + vy + ..., welche angibt,
in welchem Grade die Gesamtzahl der Molekiile, also auch das Volumen
der Mischung, durch die betrachtete chemische Anderung vergréfiert wird.
Bleibt das Volumen ungeéndert, wie in dem unten behandelten Beispiel
der Dissoziation von Jodwasserstoffgas, so ist der Gleichgewichtszustand
unabhéngig vom Druck.
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Der Einflu8 der Temperatur wird von den Konstanten B und C bedingt,
welche beide in engem Zusammenhang stehen mit der durch den chemischen
Vorgang bedingten Wérmetonung. Denn nach dem ersten Hauptsatz der
Warmetheorie ist die Wiarmemenge, welche bei einer unendlich kleinen
Zustandsénderung dem System von auflen zuzufiithren ist:

Q =0U+péV

und nach (193) und (191), da T und p ungeéndert bleiben:

Q=Y (CyT+b1+RT)dny = (Cp, T +by)dny.

Beziehen wir die Warmetonung, anstatt auf die unendlich kleinen Zahlen on,
nach (201) auf die einfachen ganzen Zahlen v, so ergibt sich fiir die von
auflen zuzufithrende endliche Wérmemenge:

r=> (Cp T +b1)n
und nach (202) und (203):
r=R(B+CT),
in Kalorien nach (34):
r=1,985-(B+CT) cal

Die Warmetonung eines chemischen Umwandlungsprozesses in einem System,
das vor und nach der Umwandlung vollstindig gasformig ist, héngt also
gar nicht vom Druck ab und &ndert sich linedr mit der Temperatur.

§ 244. Bevor wir zu einigen Anwendungen iibergehen, stellen wir zur
besseren Ubersicht die Hauptgleichungen noch einmal zusammen.

Sei in einem gasférmigen System:

np miy, ny may, n3 mga, ...

(n die Molekiilzahlen, m die Molekulargewichte) irgend eine chemische

Anderung moglich, bei welcher die gleichzeitigen Molekiilzahlinderungen
betragen:

onjy:0ng:0ng:...=vi:vp:U3:...
(v einfache ganze, positive oder negative Zahlen),

wobei Mtuvyturvs+...=v,
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so besteht Gleichgewicht gerade beziiglich dieser Anderung, wenn die
Konzentrationen:
ny n9

Cco =
ny+mng+ng... ny+mng+ng...’

Cl =
der Bedingung geniigen:
(204) dlretes? . = Ae~T TCp~".

Die beim Eintritt der durch die Werte der v bezeichneten Anderung bei
konstanter Temperatur und konstantem Druck von auflen aufzunehmende
Wairme ist:

(205) r=1,985(B + CT) cal,

wéhrend die gleichzeitig eintretende Volumen&nderung betragt:

T
206 v=Rv—.
(206) ;

8§ 245. Dissoziation von Jodwasserstoff. Da Jodwasserstoffgas sich
bis zu gewissem Grade in Wasserstoff und Joddampf spaltet, so wird das
System dargestellt durch drei Arten von Molekiilen:

n1 HJ, no H,, ng Jo.
Die Konzentrationen sind:
ny n9y ns

q=—— cg=—-"— 3= ——"——.
n1+mng +ng n1 +ng +ng ni+mng +nsg

Die chemische Anderung besteht darin, daB zwei Molekille HJ in ein
Molekiil H, und ein Molekiil J, iibergehen; also:

v, = —2, vo =1, vy =1, v=uv1+uvo+rv3=0.
Dann ist nach (204) im Gleichgewichtszustand:
cf%%c:l)) — Ae~7 TC
oder:

B
(207) R A
1 M
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Da die im ganzen System vorhandene Anzahl der Wasserstoffatome (nj 4 2ns)
und ebenso die der Jodatome (n; + 2n3) als bekannt vorausgesetzt werden
mufl, so geniigt diese eine Gleichung, um bei gegebener Temperatur alle
drei Groflen nq, ng und ng zu bestimmen. Der Druck hat hier gar keinen
Einflufl auf das Gleichgewicht, was namentlich durch die neueren Messungen
von M. BODENSTEIN bestétigt worden ist.

Zur Berechnung der Konstanten A, B und C koénnen die Messungen
des Dissoziationsgrades bei drei verschiedenen Temperaturen dienen. Dann
ist der Gleichgewichtszustand in irgend einer Mischung von Jodwasserstoff,
Wasserstoff und Joddampf, auch wenn Wasserstoff und Jod mnicht in
dquivalenten Mengen zugegen sind, fiir jede Temperatur nach (207)
numerisch bestimmt. Nach (205) ist dann auch die Dissoziationswérme
bei der Zersetzung von zwei Molekiilen Jodwasserstoff in je ein Molekiil
Wasserstoff und Joddampf fiir jede Temperatur unmittelbar anzugeben.

§ 246. Dissoziation von Joddampf. Bei hoheren Temperaturen
zersetzt sich Joddampf merklich, und man erhélt hierfiir folgendes aus zwei
Molekiilarten bestehendes System:

ny Jy, ng J.
Die Konzentrationen sind:
ni n
1 = 5 o = .
ni + ng ni + n9

Die chemische Umwandlung besteht in der Spaltung eines Molekiils J, in
zwei Molekiile J, also:

v = —1, vy = 2, v=uv1+uvn=1,

und im Gleichgewichtszustand ist nach (204)
(208) e tcd =

§ 247. Stufenweise Dissoziation. Da nach der Gleichung (208) auch
fiir tiefere Temperaturen die Konzentration der einatomigen Jodmolekiile
niemals Null wird, sondern stets einen endlichen, wenn auch kleinen Wert
behélt, so mufl man, genauer genommen, die Zersetzbarkeit des Joddampfes
auch schon in dem §245 behandelten Falle, bei der Dissoziation des
Jodwasserstoffgases, beriicksichtigen. Praktisch wird dies zwar keinen Einfluf3
haben, doch sei hier wegen des prinzipiellen Interesses die theoretisch
strengere Losung der Aufgabe auch noch durchgefiihrt.
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Das System besteht dann aus vier Molekiilarten:
ny HJ, ng Hy, n3 Jy, ng J.

Die Konzentrationen sind:

ni n2
Ccl = cQ =
ny+ng +ng+ng’ ni+ng +ng+nyg’
n3 4
C3 = Cq4 =

_n1+n2+n3+n4’ n1—|—n2+n3—|—n4'

Hier sind nun zwei Arten von chemischen Umwandlungen méoglich, ndmlich:

Gleichgewicht gegen jede der beiden Umwandlungen ist vorhanden, wenn
nach (204):

) coc non _B
1. 011/10520?024 = 2—23 = % — Ae~ T TC
c n
1 1
!
v b vh Vb ng -
2. ciley’eg’et = = = =Ae T —
cs  n3(ny+ng+mn3+ny) D

Da die Gesamtzahl der im System vorhandenen Wasserstoffatome (nj + 2n9)
und ebenso die der Jodatome (n;+2n3+ny4) als bekannt vorausgesetzt wird,
so hat man im ganzen vier Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der
vier Grolen ni, no, ng, ng.

§ 248. Aus der allgemeinen Gleichgewichtsformel (204) ersieht man, dafl
bei endlicher Temperatur und endlichem Druck keine der Konzentrationen ¢
jemals gleich Null sein kann, oder mit anderen Worten, dafl die Dissoziation
niemals eine vollstdndige ist, aber auch niemals ganz verschwinden kann;
es finden sich in dem System stets Molekiile von allen moglichen Arten
in endlicher, wenn auch vielleicht sehr geringer Anzahl vor. So mufl z. B.
im Wasserdampf bei jeder Temperatur auch etwas Knallgas, wenn auch
nur spurweise, vorhanden sein (vgl. unten §259). Bei vielen Erscheinungen
spielt natiirlich dieser Umstand keine Rolle.

Fiinftes Kapitel. Verdiinnte Lésungen.

§ 249. Zur Bestimmung der fiir das thermodynamische Gleichgewicht
charakteristischen Funktion ® in ihrer Abhéngigkeit von der Temperatur T,
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dem Druck p und den Zahlen n aller verschiedenen Molekiilarten in einem
System, welches beliebig viele unabhéngige Bestandteile in beliebig vielen
Phasen enthélt, kann man genau denselben Weg einschlagen, der uns bei
der Untersuchung einer einzigen gasférmigen Phase im vorigen Kapitel zum
Ziele gefiihrt hat. Zunéchst wird durch geeignete Messungen das Volumen V
und die Energie U einer einzelnen Phase bestimmt, daraus dann gemé&fl der
Definition (60) die Entropie S dieser Phase berechnet, und somit alle Gréfien
gewonnen, aus denen nach (75) ® zusammengesetzt ist. Durch einfache
Addition iiber alle Phasen erhélt man dann schliefilich die charakteristische
Funktion ® des ganzen Systems.

Angesichts der mangelnden Vollstindigkeit der bisherigen Messungen
1Bt sich aber gegenwértig diese Rechnung, aufler fiir eine gasférmige Phase,
nur durchfithren fiir eine verdiinnte Losung, d.h. fiir eine Phase, in
welcher die Anzahl einer bestimmten Art von Molekiilen weitaus iiberwiegt
iiber die Anzahl aller iibrigen in der Phase vorhandenen Molekiilarten. Die
so ausgezeichnete Molekiilart nennen wir von jetzt an das Lésungsmittel
(vgl. §220), die iibrigen Molekiilarten die geldsten Stoffe. Bezeichnet
also ng die Molekiilzahl des Losungsmittels, ni,no,n3... die Molekiilzahlen
der gelosten Stoffe, so ist die Losung dann als verdiinnt anzusehen, wenn
ng grof} ist gegen die Summe der Zahlen ni,ng,n3... Der Aggregatzustand
der Losung ist vollkommen gleichgiiltig, sie kann fest, fliissig oder gasformig
sein.

§ 250. Berechnen wir nun, geméfl dem geschilderten Plane, zunéchst
die Energie U und das Volumen V einer verdiinnten Losung. Die wichtige
Vereinfachung, welche die soeben angefiihrte Definition einer verdiinnten
Losung zur Folge hat, beruht auf dem mathematischen Satze, dafl eine
mit ihren Differentialquotienten endliche und stetige Funktion mehrerer
Variabeln, welche sehr kleine Werte haben, notwendig eine lineédre Funktion
dieser Variabeln ist. Dadurch wird die Art der Abhéngigkeit der Groéflen
U und V von ng,ni,ns,... von vornherein angebbar. Physikalisch gesprochen
heifit dies, dafl die Eigenschaften einer verdiinnten Losung, aufler von den
Wirkungen der Molekiile des Losungsmittels aufeinander, notwendig nur von
den Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen des Losungsmittels und den
Molekiilen der gelosten Stoffe, nicht aber von den Wirkungen der gelésten
Stoffe aufeinander abhédngen koénnen; denn diese letzteren sind klein von
hoherer Ordnung.

§ 251. In der Tat: Betrachten wir zun&chst die Energie U der
Losung und bilden den Quotienten von U und ng, der Molekiilzahl des
Losungsmittels. Da U nach dem allgemeinen in § 201 aufgestellten Satze eine
homogene Funktion ersten Grades der Molekiilzahlen darstellt, so bleibt
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der Quotient — ungedndert, wenn sidmtliche Molekiilzahlen ngy,nq,ng... in
n

0
gleichem Verhéltnis verdndert werden, d. h. dieser Quotient ist eine Funktion
der Verhéltnisse ﬂ,@,... Nun sind aber alle diese Verhéltnisse kleine
no’ ng
Zahlen, folglich ist die Funktion, die wir als differentiierbar voraussetzen,

eine linedre, und daher von der Form:

U n n
(208&) f:uo—f-ulfl-f-uzl—l-...,
ngo ngo ngo
wobei die Groflen wg,uj,u9,... nicht von den Molekiilzahlen, sondern nur

von der Temperatur 7T, dem Druck p und der Beschaffenheit der in der
Losung vorhandenen Molekiilarten abhéngen, und zwar wg nur von der
Beschaffenheit des Losungsmittels (denn fiir ny = 0 =ng = ... reduziert sich
die Energie auf ngug), ferner u; nur von der Beschaffenheit der ersten gelosten
Molekiilart und der des Losungsmittels, uo nur von der Beschaffenheit der
zweiten gelosten Molekiilart und der des Losungsmittels usw. ug entspricht
also den Wechselwirkungen der Molekiile des Losungsmittels aufeinander, w;
denjenigen zwischen dem Losungsmittel und den gelosten Molekiilen erster
Art, uo denjenigen zwischen dem Losungsmittel und den gelosten Molekiilen
zweiter Art, usw. Hiermit ist zugleich ein Einwurf widerlegt, welcher
der neueren Theorie verdiinnter Losungen zu wiederholten Malen gemacht
worden ist, dafl sie némlich die verdiinnten Lo&sungen einfach wie Gase
behandle und keine Riicksicht nehme auf den EinfluB des Losungsmittels.

§ 252. Wenn die Verdiinnung nicht hinreichend ist, um diese einfachste
Form der Funktion U zu rechtfertigen, so kann man genauere Beziehungen
erhalten, wenn man die Reihenkoeffizienten wq,uo,... nicht als unabhéngig
von den Molekiilzahlen, sondern selber als Funktionen der Verhéltnisse
%,%,... betrachtet. Dann erhédlt man gewisse neue Konstante, welche
dgn \R/echselwirkungen der gelosten Molekiilarten untereinander entsprechen.
Dies diirfte in der Tat ein gangbarer Weg sein, um zu einer rationellen
thermodynamischen Theorie von Losungen beliebiger Konzentration zu
gelangen.! Auf ihm findet man auch eine Erklirung fiir das abnorme
Verhalten der Losungen starker Elektrolyte. (Vgl. unten §273.)

§ 253. Einstweilen wollen wir jedoch hier bei der einfachsten Form
stehen bleiben und schreiben:

U = ngug + nijuy + ngug + . ..
(209) Ganz ebenso:
V = ngug + n1v1 + novo + ...

Vgl. H. JAHN, Zeitschr. f. phys. Chemie 41, p. 257, 1902.
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Inwieweit diese Gleichungen den Tatsachen entsprechen, l&t sich aus
den Folgerungen entscheiden, zu denen sie fithren. Eine derselben soll
hier ausfiihrlicher besprochen werden. Verdiinnt man die Losung noch
weiter, indem man ihr ein Molekiil des Losungsmittels von demselben
Aggregatzustand wie die Losung zusetzt, und hélt dabei den Druck p und
die Temperatur T konstant, so 18t sich mittels der letzten Gleichungen
die eintretende Volumendnderung und Wéarmeténung berechnen.

Ein Molekiil des reinen Lo&sungsmittels, immer bei der nédmlichen
Temperatur und dem nédmlichen Druck genommen, besitzt das Volumen v
und die Energie ug. Nach vollzogener Verdiinnung ist nun das Volumen der
Losung geworden:

V! = (ng + vy + nqvy +ngvg + ...
und die Energie ist geworden:
U = (n() + 1)u0 + nqul +noug + ...

Die durch die Verdiinnung bewirkte Volumendilatation erhélt man, wenn
man die Summe des urspriinglichen Volumens V der Losung und des
Volumens vy eines Molekiils reinen Losungsmittels subtrahiert von dem
schlieflichen Volumen V’. Also:

V' — (V + Uo),

d. h. die Volumendilatation ist gleich Null. Die von auflen zugefithrte Warme
ergibt sich nach dem ersten Hauptsatze (47) gleich:

U = (U +ug) +p(V' — (V + 1))

und verschwindet ebenfalls.

Bei diesen Schliissen ist vorausgesetzt, dafl bei der Verdiinnung die
Molekiilzahlen der gelosten Stoffe mqi,no,... ungeédndert bleiben, d. h. daf
durch den Verdiinnungsproze keine chemischen Anderungen der gelosten
Stoffe (z. B. Anderungen des Dissoziationsgrades) bewirkt werden. In einem
solchen Falle wiirden in den Gleichungen fiir U’ und V' die Molekiilzahlen
der gelosten Stoffe andere Werte haben als in denen fiir U und V, und
daher bei der Subtraktion nicht fortfallen. Daher 148t sich folgender Satz
aussprechen: Eine verdiinnte Losung besitzt die Eigenschaft, dafl eine weitere
Verdiinnung, die ohne chemische Anderung der gelosten Stoffe verliuft,
weder merkliche Volumenédnderung noch merkliche Warmeténung hervorruft,
oder mit anderen Worten: Jede Volumendnderung oder Warmeténung, die
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eine verdiinnte Losung bei weiterer Verdiinnung zeigt, mufl einer chemischen
Umwandlung unter den Molekiilen der gelosten Stoffe zugeschrieben werden.
(Vgl. §97.)

§ 254. Gehen wir nun weiter zur Berechnung der Entropie S einer
verdiinnten Losung. Nach (60) ist fiir konstante Molekiilzahlen ng,ny, no, ...

_dU +pdV

as T

und nach (209):

dug + pdv duj + pdv dus + pdv
00p0+ 1p1+ 2p2+

s =
" T " T "2

Da nun die v und v nur von 7" und p, nicht aber von den n abh&ngen,
so miissen die Koeffizienten von mng,ni,n9,... auch einzeln vollstiandige
Differentiale sein, d. h. es mufl gewisse nur von 7" und p abhéngige Groflen s
geben, derart daf

( dug + pduvg
dsg = —————
ds1 — duy + pduvy
(210) 51
sy — dug + pduvg
S2=—m
Dann ist:
(211) S =mngsg+ni1s1 +nesa+ ...+ C,

wobei die Integrationskonstante C' nicht von T und p, wohl aber von den
Molekiilzahlen abhidngen kann.

Wenn man daher den Wert von C fiir irgend eine spezielle Temperatur
und einen speziellen Druck in seiner Abhéngigkeit von den Molekiilzahlen
ng,ni,ns ... kennt, so ist dieser Wert zugleich auch der allgemeine Ausdruck
von C fiir beliebige Temperaturen und Drucke.

Nun wollen wir fiir den speziellen Fall, dal die Temperatur grof3
und der Druck klein ist, C' als Funktion der n berechnen. Bei gehoriger
Steigerung der Temperatur und gehoriger Erniedrigung des Druckes wird
die Losung, welchem Aggregatzustand sie urspriinglich auch angehoren
mag, jedenfalls vollstdndig in den gasféormigen Zustand {ibergehen. Dabei
werden in Wirklichkeit zugleich chemische und Aggregatzustandsdnderungen
eintreten, d.h. die Molekiilzahlen n werden sich verdndern, es wird
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teilweise Verdampfung eintreten usw.; denn in der Natur sind nur solche
Zustédnde realisierbar, welche stabilen Gleichgewichtszustéinden hinreichend
nahe liegen. Wir wollen aber den Vorgang derartig voraussetzen, dafl alle
Molekiilzahlen ungedndert bleiben, und dal das ganze System stets
nur eine einzige Phase bildet, weil nur dann auch die Gréfle C' ihren Wert
behélt. Diese Voraussetzung ist deshalb gestattet, weil die Molekiilzahlen n
zusammen mit T und p die unabhédngigen Variabeln des Systems
bilden. Ein solcher Prozefl ist nur in idealem Sinne ausfithrbar, da er
durch labile Zustdnde hindurchfiihrt; allein es steht seiner Benutzung hier
nichts im Wege, weil der obige Ausdruck von S nicht allein fiir stabile
Gleichgewichtszusténde, sondern fiir alle Zustinde Giiltigkeit besitzt, welche
durch ganz beliebige Werte der unabhéngigen Variabeln T, p, ng, ni,
no ... charakterisiert sind. Der stabile Gleichgewichtszustand geht ja aus
diesen Zustédnden erst durch eine weitere, unten aufzustellende Bedingung
als spezieller Fall hervor.

Da bei geniigend erhohter Temperatur und erniedrigtem Druck jedes
gasformige System eine so geringe Dichte annimmt, dal man es als Mischung
idealer Gase betrachten kann (§21 und §43), so haben wir hierfiir nach (194),
unter Beriicksichtigung des Umstandes, dal hier die erste Molekiilart mit
dem Index 0 bezeichnet ist:

(212) { S =np(CpylogT — Rlogp + ko)+

n1(Cp, logT — Rlogp + k1) + ...+ C,

wobei C, unabhéngig von T und p, den in (198) angegebenen Wert hat.
Durch Vergleichung mit (211) erkennt man, da§ der Ausdruck von S durch
bloe Temperatur- und Druckdnderungen nur dann aus (211) in (212)
iibergehen kann, wenn die Grofle C in beiden Ausdriicken dieselbe ist, d. h.
wenn nach (198)

C = —R(nglogcy+ nyloger +...).

Dabei sind die Konzentrationen:

nQ ni
= c] =
nog+ny+mng+... nog+mny+no+...0

0]

Somit wird aus (211) die Entropie einer verdiinnten Losung bei beliebiger
Temperatur und beliebigem Druck:

(213) S =ng(sg — Rlogey) + ni(sy — Rlogey) + ...

Setzen wir noch zur Abkiirzung die nur von T und p, nicht aber von den
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Molekiilzahlen n abhéngigen Gréfen:

( up + pug
S0 — T =
s ul + puq
1 —_——_— =
(214) T
_u2 +pu
= =

¥1

so wird schlielich aus (75), (213) und (209)
(215) ® = ng(pp — Rlogey) +ni(p1 — Rloger) + na(pa2 — Rloges) + ...

und damit sind die thermodynamischen Eigenschaften einer verdiinnten
Losung bestimmt. Die charakteristische Funktion ® hat eine ganz &dhnliche
Form wie die einer Gasmischung in (199a). Der einzige Unterschied ist der,
daBl hier die Groflen ¢ sdmtlich von der Natur des Losungsmittels abhéngig
sind.

§ 255. Wir konnen nun sogleich iibergehen zur Aufstellung der
Gleichgewichtsbedingung fiir ein aus verschiedenen Phasen bestehendes
System. Was zunéchst die Bezeichnung betrifft, so wollen wir, wie bisher,
die verschiedenen Molekiilarten innerhalb einer Phase durch Zahlenindizes,
die verschiedenen Phasen aber, wie im dritten Kapitel, durch beigefiigte
Striche unterscheiden, wobei der Einfachheit halber die erste Phase ganz
ohne Striche bleiben soll. Dann wird das ganze System dargestellt durch
das Symbol:

(216)

1 ", 1

Y Y S A
nomo, nimi, nama,...| ngmy, nNyMy, NoMmsy. ..
I
| ngmg, nimy,...|...

Die Molekiilzahlen sind mit n, die Molekulargewichte mit m bezeichnet, und
die einzelnen Phasen sind durch vertikale Striche voneinander getrennt. In
den allgemeinen Formeln deuten wir die Summierung iiber die verschiedenen
Molekiilarten in einer und derselben Phase durch Anschreiben der einzelnen
Summenglieder an, die Summierung {iber verschiedene Phasen dagegen
durch das Zeichen ).

Um nun die abgeleiteten Formeln anwenden zu konnen, wollen wir
voraussetzen, dafl jede Phase entweder eine Mischung idealer Gase, oder
eine verdiinnte Losung darstellt. Letzteres trifft auch dann zu, wenn die
Phase iiberhaupt nur eine einzige Molekiilart enthélt, wie z. B. ein chemisch
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homogener fester Niederschlag aus einer fliissigen Losung. Denn eine einzige
Molekiilart stellt den speziellen Fall einer verdiinnten Losung dar, in welcher
die Konzentrationen aller gelosten Stoffe gleich Null sind.

§ 256. Gesetzt nun, es sei in dem System (216) eine isotherm-isobare
Anderung maoglich, derart, daf8 die Molekiilzahlen ng,nj,ns, ... LNy, MYy,
sich gleichzeitig um 6ng, dny,dng, ..., dnf,on},én,, ... dndern; dann besteht
nach (79) gegen das Eintreten dieser Anderung Gleichgewicht, wenn fiir
konstant gehaltenes T und p

0P =0

oder nach (215):
Z(SOO — Rlogcg) dng + (¢1 — Rlogey) dny + (g2 — Rlogeg) dng + ...
—i—Zno d(¢po — Rlogcg) +n16(p1 — Rlogey) +ngd(po — Rlogeg) +...=0
(Die Summationen Z iiber alle Phasen des Systems erstreckt.)

Die zweite Reihe verschwindet identisch aus denselben Griinden, die oben,
im Anschluff an die Gleichung (200), entwickelt wurden. Fithren wir ferner
wieder die einfachen ganzzahligen Verhéltnisse ein:

(217)

6ng:0ny i 6ng ... 0ngy:onk i onh ...
=y ivy . 1/0 1/1 I/2 s

so lautet die Gleichgewichtsbedingung:

D (o — Rlogco)vg + (1 — Rloger)vy + (p2 — Rlogeg)vg + ... =0

oder:
Zl/ologco +rviloge +ologeg + ... = lZVOSOO + i1+ ...
R
(218) =log K.
K héangt, ebenso wie die Groflen ¢q, ¢1, @2, ..., nicht von den Molekiilzahlen n
ab.

§ 257. Die Abhéngigkeit der Grofle K von T und p ergibt sich aus
ihrer Definition:

Olog K 0 0

g *ZO 7+ a?+”2 82’2+”'
8logK _ 8@0 01 o2

8]? = E 12 + 1 ap + 19 ap —+ ...
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Nun ist nach (214) fiir irgend eine unendlich kleine Anderung von 7' und p:

B dug +pdvg +vodp  ug + pyg

dypg = dsg T 72 dT,
folglich nach (210):
ug + pug vo dp
d(po = T dT — T y
und daraus:
dpo _ uo + puo 90 _ w0
oT T2 Op T
Ebenso:
Jp1  up +poy dp1  v1
or — 12 op 1T OV

Daher ergibt sich:

Olog K 1

o — RIZ g (vpug + viug +...) + p(rvovg + viv +...)
dlog K 1

8]) :_ﬁg vovg + v + ...

Bezeichnen wir nun mit v die Volumenvergroflerung des Systems, mit r
die von auflen zugefithrte Wérme, wenn bei konstanter Temperatur und
konstantem Druck die Anderung (217) vor sich geht, so ist nach dem Werte
von V in (209):

U:ZVOUO+V11)1+V21)2+...

und nach dem ersten Hauptsatz der Warmetheorie:

r= Z(Vouo + vjuy +...) + p(rovg + vivy + .. ).

Folglich:
dlog K r
(219) or  RT?
Olog K v
22 -
(220) dp RT

Der Einflufl der Temperatur auf die Gréfle K und mithin auf die Bedingung
des Gleichgewichts gegen eine bestimmte chemische Reaktion wird also durch
die bei dieser Reaktion eintretende Warmeténung, der Einflul des Druckes
durch die entsprechende Volumenidnderung des Systems geregelt. Geht die
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Reaktion ganz ohne Warmetonung vor sich, so hat die Temperatur gar
keinen Einflufl auf das Gleichgewicht; verursacht sie keine Volumenénderung
des Systems, so hat der Druck keinen EinfluB auf das Gleichgewicht
(vgl. §211 am SchluB).

Die Elimination von K aus den letzten beiden Gleichungen ergibt eine
allgemeine Beziehung zwischen der Warmeténung » und der Volumenénderung v:

or ov
87]) —’U—TaiT,

iibereinstimmend mit der allgemeinen Gleichung (79g).

Die fritheren Gleichungen (205) und (206) sind spezielle Fille der
beiden Gleichungen (219) und (220), wie man sogleich erkennt, wenn fiir
log K der in (203a) gegebene spezielle Wert:

B
log K =log A — T—i—C’logT—ylogp

gesetzt wird.

§ 258. Mittels der Gleichung (218) lassen sich fiir ein chemisch
verdnderliches System so viel Gleichgewichtsbedingungen aufstellen, als
Arten von Verdnderungen moglich sind, wobei natiirlich jedesmal die
GroBle K einen anderen Wert hat. Dies entspricht ganz den Forderungen
der allgemein giiltigen GiBBSschen Phasenregel (§204). Dabei mufi man
die Zahl der im System vorhandenen Molekiilarten wohl unterscheiden
von der Zahl der unabhéngigen Bestandteile des Systems (§198). Nur die
letztere ist fiir die Bestimmung der Anzahl und Art der moglichen Phasen
entscheidend, wéhrend die Zahl der Molekiilarten bei der Anwendung der
Phasenregel gar keine Rolle spielt. Denn durch Beriicksichtigung einer neuen
Molekiilart wird zwar die Zahl der Variabeln vermehrt, dafiir wéchst aber
auch die Zahl der im System moglichen chemischen Umwandlungen und
damit auch die der Gleichgewichtsbedingungen in demselben Betrage, so
daBl die Anzahl der unabhéngigen Variabeln davon ganz unberiihrt bleibt.

§ 259. Die Gleichung (218) lehrt ferner, dal beim Gleichgewicht, vom
allgemeinen Standpunkte aus betrachtet, alle im ganzen System iiberhaupt
moglichen Molekiilarten in jeder einzelnen Phase in endlicher Zahl vertreten
sind, daf} z. B. in einem aus einer wéflirigen Losung ausgefallenen festen
Niederschlag immer auch Wassermolekiile vorkommen, ja dafl sogar bei
der Beriihrung fester Korper, sobald man nur hinreichend lange wartet,
eine teilweise Auflosung des einen in dem andern eintritt. Denn die fiir
das Gleichgewicht mafBigebende GroBe K besitzt nach ihrer Definition (218)
fiir jede {iberhaupt mogliche chemische Verdnderung einen bestimmten



Anwendungen auf spezielle Gleichgewichtszustinde 222

endlichen Wert, und es kann daher nach der Gleichung (218) keine der
Konzentrationen ¢ genau gleich Null werden, solange Temperatur und
Druck endlich bleiben. Diese durch die Thermodynamik bedingte prinzipielle
Auffassung hat sich schon nach verschiedenen Seiten hin fruchtbar gezeigt,
wie z. B. in der Erklarung der Tatsache, daBl weder ein Gas, noch eine
Fliissigkeit, noch auch ein fester Korper jemals vollstdndig von den letzten
Spuren fremder geloster Stoffe befreit werden kann. Aus ihr folgt auch, dafl
es keine im absoluten Sinne semipermeable Wand geben kann. Denn unter
allen Umstdnden wird sich mit der Zeit die Substanz der Wand mit jedem
der in einer angrenzenden Phase befindlichen Stoffe séttigen, und daher
auch jeden Stoff nach der anderen Seite wieder abgeben (vgl. §229).

Andrerseits wird durch die genannte Auffassung die Berechnung der
thermodynamischen Eigenschaften einer Losung betrichtlich kompliziert, da
man, um sicher zu gehen, von vornherein immer alle bei den gegebenen
Bestandteilen iiberhaupt moglichen Arten von Molekiilen als in der Losung
wirklich vorhanden annehmen muf; und erst dann Vernachléssigungen
eintreten lassen darf, wenn man sich durch eine besondere Untersuchung
iiberzeugt hat, dafl einzelne Molekiilarten in ihr nicht in merklichem Mafe
vorkommen. Auf diesen Punkt ist wahrscheinlich in manchen Féllen eine
scheinbar auftretende Nichtiibereinstimmung der Theorie mit der Erfahrung
zuriickzufiihren.

§ 259a. Alle vorhergehenden Sétze beziehen sich natiirlich auf endliche
Werte von Temperatur und Druck. Wenn sich aber die Temperatur 7' dem
absoluten Nullpunkt nédhert, so lehrt ein Blick auf die Gleichung (219),
daB, wofern nur die Warmeténung r der in Betracht kommenden Reaktion
endlich bleibt, die Grofle log K fiir unbegrenzt abnehmende Temperatur
positiv oder negativ unendlich wird, je nach der Richtung der durch die
Vorzeichen der Zahlen v bezeichneten Reaktion, und daraus folgt, dafl
beim absoluten Nullpunkt der Temperatur die Reaktion im einen oder
anderen Sinne bis zur vollstdndigen Beendigung verlduft, so daf§ schliellich
die Konzentrationen der bei der Reaktion sich umbildenden Molekiilarten
direkt gleich Null werden.

Dies Resultat stimmt {iberein mit der allgemeinen Folgerung des § 144,
daBl bei tiefen Temperaturen die Reaktionen in der Richtung positiver
Wiérmetonung vor sich gehen, es prézisiert aber jene Folgerung noch
weiter, da wir es hier mit einer verdiinnten Losung zu tun haben, bei
der man aus dem Verhalten der Gesamtenergie im allgemeinen nicht
unmittelbar auf das der freien Energie schlieen kann. Wir diirfen somit
ganz allgemein den Satz aussprechen: Bei unbegrenzt abnehmender
Temperatur verschwinden aus einer im thermodynamischen
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Gleichgewicht befindlichen Lo6sung alle Molekiilarten, die
einer Umwandlung unter Warmeentwicklung fahig sind.

Es sollen nun einige der wichtigsten speziellen Fiélle ndher besprochen
werden. Die Anordnung ist in erster Linie nach der Zahl der unabhéngigen
Bestandteile des Systems (§198), in zweiter nach der Zahl der Phasen
eingerichtet.

§ 260. Ein unabhingiger Bestandteil in einer Phase. Nach der
Phasenregel héngt der innere Zustand der Phase von zwei Variabeln ab, also
z. B. von der Temperatur 7" und dem Druck p. Dabei kann die Phase beliebig
viele Molekiilarten enthalten. So wird eine Quantitéit fliissiges Wasser aufler
den einfachen H,O-Molekiilen auch Doppel- und mehrfache Molekiile, ferner

Molekiile Hy und O, auch H,0,, ferner geladene Ionen ;I, HO und O usw.
in endlichem Betrage enthalten. Die elektrischen Ladungen der Ionen spielen
in der Thermodynamik keine besondere Rolle, solange nicht die elektrischen
Kréfte mit den thermodynamischen in Kollision geraten, was nur und immer
dann eintritt, wenn die thermodynamische Gleichgewichtsbedingung eine
Verteilung der Ionen in den verschiedenen Phasen des Systems verlangt, bei
welcher vermoge der unverdnderlichen Ladungen der Ionen freie Elektrizitét
im Innern einer Phase auftreten miifite. Einem solchen Zustande widersetzen
sich die elektrischen Kréafte mit grofler Stdarke, und es tritt eine Abweichung
von dem rein thermodynamischen Gleichgewicht ein, welche andrerseits
durch entstehende Potentialdifferenzen zwischen den betreffenden Phasen
kompensiert wird. Eine allgemeine Ubersicht iiber diese elektromolekularen
Erscheinungen 148t sich gewinnen, wenn man den Wert der Energie
des Systems durch Hinzufiigung elektrischer Glieder verallgemeinert. Doch
beschrinken wir uns hier auf die Betrachtung unelektrischer Zusténde,
und brauchen daher gar keine Riicksicht zu nehmen auf die elektrischen
Ladungen der Ionen, die wir einfach wie andere Molekiile behandeln.

In dem vorliegenden Falle sind also die Konzentrationen sdmtlicher
Molekiilarten durch 7' und p bestimmt. Eine Berechnung der Konzentrationen

ist bisher nur fiir die Ionen ﬁ und HO gelungen (die Zahl der O -Ionen
ist dagegen zu vernachlissigen) und zwar u.a. durch die Messung der
elektrischen Leitfdhigkeit der Losung, die allein von den Ionen herriihrt. Nach
KoHLRAUSCH und HEYDWEILLER ist der Dissoziationsgrad des Wassers,

+ —
d. h. das Verhéaltnis der Masse des in Ionen H und HO gespaltenen Wassers
zu der Gesamtmasse des Wassers bei 18° C.

14,3-10719.
Diese Zahl stellt zugleich das Verhéltnis der Zahl der dissoziierten Molekiile
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zu der Gesamtzahl der Molekiile vor. Die Thermodynamik gestattet die
Abhéngigkeit der Dissoziation von der Temperatur zu berechnen.

Stellen wir namlich die Bedingung des Gleichgewichtszustandes auf.
Das Symbol des Systems ist nach (216):

+ —
ng HyO, n1 H, ny HO.
Die Gesamtzahl der Molekiile sei n = ng+nj + ng, die Konzentrationen der
einzelnen Molekiilarten demnach:
no ny n9
O =— 1= —7 = —.
n n n

Die in Betracht kommende chemische Umwandlung:

vy vy g =4d6ng:dng: ong

J’_ —
besteht in der Dissoziation eines Molekiils H,O in je ein Molekiil H und HO,
also:

g =—1 v =1 Vo = 1.

Also ist nach (218) im Gleichgewichtszustand:
—logco +loger +logey = log K
oder, da ¢; = ¢, und ¢y nahezu =1
2logc; =log K.

Dies ergibt fiir die Abhéngigkeit der Konzentration ¢; von der Temperatur
nach (219):

dlogey 1 7

(221) 2t =

r, die fiir die Dissoziation eines Molekiils H,O in die Ionen ﬂ und HO
notige Wirmezufuhr, ist nach ARRHENIUS gleich der Wéarmetonung bei
der Neutralisation einer einwertigen starken Base und S&dure in verdiinnter
wéfiriger Losung, also in der §97 eingefithrten Bezeichnungsweise:

+ - + - + =
r=(H, Cl, aq)+ (Na, HO, aq) — (Na, Cl, aq).
Dies ergibt nach neueren Messungen von WORMANN:

r = 27857 — 48 5T cal.
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Daraus folgt nach Gleichung (221):

dey 1 27857 48,5
or  2-1,985 \ T2 T

)

und durch Integration:
3047, 3

logigc1 = — —12,1251ogy( T' + konst.

Diese Abhéngigkeit des Dissoziationsgrades von der Temperatur stimmt gut
iiberein mit den Messungen der galvanischen Leitfahigkeit des reinen Wassers
bei verschiedenen Temperaturen von KOHLRAUSCH und HEYDWEILLER,
NOYES, LUNDEN.

Beim absoluten Nullpunkt der Temperatur verschwindet die Dissoziation
vollig, in Ubereinstimmung mit dem in § 259a abgeleiteten allgemeinen Satz.

§ 261. Ein unabhingiger Bestandteil in zwei Phasen. Das System
besteht aus zwei Phasen, sagen wir einer fliissigen und einer gasférmigen
oder festen. Das Symbol des Systems ist nach (216):

I
nomo | ngmy-

Jede Phase enthélt nur eine einzige Molekiilgattung; doch brauchen die
Molekiile in beiden Phasen nicht die ndmlichen zu sein, namentlich kann
ein fliisssiges Molekiil ein Vielfaches des gasformigen Molekiils sein.

Wenn nun ein fliisssiges Molekiil verdampft oder erstarrt, so ist in
unserer Bezeichnung:

g = *]_ y/ — @
0 ) 0 m{),
/
no n
cozn—ozl, cf):n—gzl
folglich die Gleichgewichtsbedingung (218):
(221a) 0=log K =~ + 2o,

mp
und da K nur von 7" und p abhéngt, so ist durch diese Gleichung eine bestimmte
Beziehung zwischen p und T ausgedriickt: das Gesetz der Abhéngigkeit des
Verdampfungs- bzw. Schmelzdruckes von der Temperatur, und umgekehrt.
Den Inhalt dieses Gesetzes erfahrt man durch die Beriicksichtigung der
Abhéngigkeit der GroBle K von p und T. Differentiiert man némlich die
letzte Gleichung vollstédndig, so ergibt sich:

Olog K Olog K
ar
ar T o

dp=20
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oder nach (219) und (220)

r v
Loar— Zap=o.
T2 7P=0

Nun ist, wenn vy und v{ die Molekularvolumina der beiden Phasen
bezeichnen, die Volumendnderung des Systems bei der betrachteten

Umwandlung:

folglich
mo dp
TZTQ%%‘an

oder, auf die Masseneinheit bezogen:

T_T<%_w».®
mo my  mg) dI’
die bekannte CARNOT-CLAPEYRONsche Formel (111).

Wegen der weiteren Anwendungen vgl. oben das zweite Kapitel.

§ 262. Zwei unabhiingige Bestandteile in einer Phase (Losung
eines Stoffes in einem homogenen Losungsmittel). Nach der Phasenregel ist
aufler dem Druck und der Temperatur noch eine Variable beliebig, z. B. die
in 1 Liter Losung enthaltene Zahl der Molekiile des gelosten Stoffes, wie sie
durch die Analyse gemessen wird. Dann ist die Konzentration jeder einzelnen
Molekiilart bestimmt, mag sie durch Dissoziation, durch Assoziation, durch
Hydratbildung oder durch Hydrolyse der gelosten Molekiile entstehen.
Betrachten wir zunéchst den einfachen Fall eines bindren Elektrolyten, z. B.
Essigsdure in Wasser. Das Symbol des Systems ist nach (216):

Jr
no HyO, n1 H;Cy0y, n2 H, n3 H3C,0,.
Die Gesamtzahl der Molekiile sei:
n =mng+ny +ng +ns (nahe gleich ng).
Die Konzentrationen sind:
no ni n2 n3
co=—), cr=—, cg=—, c3=—.
n n n n

Die einzige praktisch in Betracht kommende Umwandlung

vy v i3 =0ng:ong:ong : dng
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besteht in der Dissoziation eines Molekiils H;C,0, in seine beiden Ionen,
also
vy =0, v = —1, vo =1, vy =1.

Daher ist nach (218) im Gleichgewichtszustand:
—logcy + logco + log cg = log K

oder, da co = c3,

2
(222) 2 _ k.

1

Nun ist als bekannt anzusehen die Summe:
c1+c2 =c¢,

da die Gesamtzahl (n]+ng) der undissoziierten und dissoziierten Sduremolekiile
und auch die Gesamtzahl ng der Wassermolekiile, welche = n gesetzt werden
kann, direkt gemessen wird. Daher lassen sich ¢; und ¢o aus den letzten
beiden Gleichungen berechnen. Es folgt daraus fiir die Konzentrationen
c1 und ¢y der undissoziierten und der dissoziierten Molekiile, im Verhéltnis
zu der Gesamtkonzentration c:

K 4
a_ - m 21+ ),
c ny +ng 2c K
K 4
2" 21y 1.
c ny+mne  2c K
c2

Mit wachsender Verdiinnung, also abnehmendem ¢, wéchst das Verhaltnis —=

in bestimmter Weise bis gegen 1, d. h. bis zur vollstindigen Dissoziatiorcl,
und daraus ergibt sich fiir die elektrische Leitfahigkeit einer Losung von
gegebener Konzentration das zuerst von OSTWALD aufgestellte sogenannte
Verdiinnungsgesetz der bindren Elektrolyte, welches in zahlreichen Féllen
durch die Erfahrung bestétigt worden ist.

Die Abhéngigkeit der Dissoziationskonstante K von der Temperatur
ergibt sich hier in ganz &hnlicher Weise wie in §260 nach Gleichung (219)
durch Beriicksichtigung der bei der Dissoziation auftretenden Wirmetonung.
Umgekehrt 148t sich aus der Verdnderlichkeit der Dissoziation mit der
Temperatur die Dissoziationswéirme berechnen, wie zuerst von ARRHENIUS
gezeigt wurde.!

!Auch die Abhingigkeit der Konstante K vom Drucke p, wie sie durch die
Gleichung (220) gegeben ist, wurde experimentell von FANJUNG gepriift und bestétigt
gefunden.
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Die namentlich bei starken Elektrolyten beobachteten Abweichungen
vom OSTWALDschen Verdiinnungsgesetz lassen sich durch den Umstand
erklaren, dal die elektrische Leitfahigkeit einer Losung nicht immer ein
Ma$B fiir den Dissoziationszustand liefert. Nach J. C. Grosu! sind némlich
in den verdiinnten Losungen starker Elektrolyte, wie KCl und NaCl, die
Salzmolekiile so gut wie vollstdndig in ihre Ionen dissoziiert, aber von
den Tonen trégt dennoch nur ein gewisser Bruchteil zur Elektrizitétsleitung
bei, weil die langsamer bewegten Ionen durch die Anziehungen der ihnen
benachbarten entgegengesetzt geladenen Ionen zuriickgehalten werden. Mit
steigender Verdiinnung der Losung wéichst dieser Bruchteil, wegen der
Abnahme des Einflusses jener Anziehungskrifte, und daraus ergibt sich
eine Zunahme der Leitfahigkeit mit der Verdiinnung, nach einem Gesetz,
dessen Begriindung hier nicht gegeben werden kann, weil es sich bei der
elektrischen Leitung nicht um Gleichgewichtszustédnde handelt. Dasselbe
weicht sowohl vom OSTWALDschen Verdiinnungsgesetz als auch von dem
unten in §273 abgeleiteten Gesetz der Gefrierpunktserniedrigung bzw. des
osmotischen Druckes starker Elektrolyte in wesentlichen Punkten ab.

§ 263. Gewohnlich wird in der Losung eines Stoffes nicht eine einzige,
sondern eine grofie Anzahl von chemischen Reaktionen moglich sein, und
dementsprechend enthélt das vollstindige System eine lange Reihe von
Molekiilarten. Wir wollen hier beispielsweise noch den Fall eines Elektrolyten
behandeln, der sich auf verschiedene Weise in Ionen spalten kann, ndmlich
eine wafrige Losung von Schwefelséure.

Das System ist nach (216):

J’_ — N
Die Gesamtzahl der Molekiile ist:
n=ng+ny+ng+ns+nyg (nahe gleich ng).
Die Konzentrationen sind:
ng n1 ng ns ny4
60:77 61:77 62:77 03:77 04:7'
n n n n n

Hier kommen zwei verschiedenartige Umwandlungen:

vy iV ivg vy =0ng:o0ng:ong:ong:ony

Inanendra Chandra GHOSH, Trans. Chem. Soc. 1918, vol. 113, p. 449.
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in Betracht, ndmlich erstens die Spaltung eines Molekiils H,SO, in die
+ —
Ionen H und HSO,:

vg=10 v =-—1 vg =1 vy =1 vy =0,

—_ + —_
zweitens die Spaltung eines Ions HSO, in die Ionen H und SO,:
vg=10 v1 =0 vg =1 vy =—1 vy = 1.
Daher gelten nach (218) im Gleichgewichtszustand die beiden Bedingungen:

—logecy 4+ logcg + logecs = log K
log cg — log ez + log ¢y = log K’

oder:
C2C3
25 _ K,
Cc1
C2C4 — K
3 '

Hierzu kommt noch die Bedingung, welche ausspricht, dafl in der
Gesamtmenge des gelosten Stoffes die Zahl der SO,-Radikale (n1 4+ ng +n4)
halb so grof§ ist als die der H-Atome (2n1 +mngs+ng); denn sonst enthielte das
System mehr als zwei unabhéngige Bestandteile. Diese Bedingung lautet:

2¢c4 + c3 = co.

Endlich ist als gegeben anzusehen die Gesamtmenge der gelosten Schwefelséure,
also
c1+c3+cqg=c

Die letzten vier Gleichungen ergeben fiir die vier Konzentrationen cj, co,
3, ¢4 bestimmte Werte, wodurch der Gleichgewichtszustand gefunden ist.!

Fiir eine genauere Rechnung miifite man in der Losung jedenfalls noch
andere Molekiilarten berticksichtigen. Jede neue Molekiilart bedingt eine
neue Unbekannte, aber auch eine neue Art der Umwandlung und daher eine
neue Bedingung fiir das Gleichgewicht, so da} der Gleichgewichtszustand
eindeutig bestimmt bleibt.

§ 264. Zwei unabhingige Bestandteile in zwei Phasen. Nach
der Phasenregel ist der Gleichgewichtszustand durch zwei Variable, etwa

Vgl. hierzu die Berechnungen von J. B. GOEBEL, Zeitschr. f. physikal. Chemie,
71, S. 652, 1910.
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Temperatur und Druck, bestimmt. Zur besseren Ubersicht iiber dies weite
Gebiet von Erscheinungen empfiehlt es sich, hier zwei Falle zu unterscheiden,
je nachdem nur eine der beiden Phasen beide Bestandteile in merklichen
Mengen enthélt, oder beide Phasen beide Bestandteile enthalten.

Nehmen wir zunéchst den einfacheren Fall, dafl die eine (erste) Phase
beide Bestandteile, die andere (zweite) Phase dagegen nur einen einzigen
Bestandteil enthélt. Genau genommen ist nach §259 diese Voraussetzung
niemals zutreffend, aber sie geniigt doch in sehr vielen Féllen bis auf
unmeBbar kleine Fehler den beobachtbaren Tatsachen. Die Anwendung
der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung (218) auf diesen Fall fiihrt auf
ganz verschiedene Gesetze, je nachdem der in der zweiten Phase isoliert
vorkommende Bestandteil in der ersten Phase als geloster Stoff oder als
Losungsmittel (§249) auftritt. Wir scheiden daher den Fall noch in zwei
Unterabteilungen.

8§ 265. Der in der zweiten Phase isoliert vorkommende Be-
standteil bildet in der ersten Phase den gelosten Stoff. Ein Beispiel
dafiir ist die Absorption eines Gases, z. B. Kohlenséure, in einer Fliissigkeit
von verhéltnisméafig unmerklich kleiner Dampfspannung, z. B. Wasser bei
einer nicht zu hohen Temperatur.

Das Symbol des aus zwei Phasen bestehenden Systems ist nach (216):

noHy0, n1CO, | n6002.

Wir setzen hierbei voraus, dafl das gasformige Molekiil CO, identisch ist
mit dem gelosten Molekiil CO,. Der allgemeinere Fall wird weiter unten im
§274 behandelt werden. Die Konzentrationen der einzelnen Molekiilarten
des Systems in den beiden Phasen sind:

ny _

/
ch=—F = 1.
0 ”/0

10 ni
= ) 1 = )
ng +ny no + ni

€0

Die in Betracht kommende Umwandlung:
VO:V1:V6:5nO:6n1:5n6

besteht hier in der Verdampfung eines Molekiils Kohlensédure aus der Losung,
also:
vg =10 vy =-—1 1/6:1.

Die Gleichgewichtsbedingung (218):

vglogeog + vy loger + u6 log 06 =log K
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wird daher hier:
(223) —logc; =log K,

d.h. bei bestimmter Temperatur und bestimmtem Druck (wodurch K
bestimmt ist) ist auch die Konzentration c¢; des Gases in der Losung
bestimmt. Die Anderung der Konzentration mit Druck und Temperatur
ergibt sich durch Substitution der letzten Gleichung in die Gleichungen
(219) und (220). Es folgt daraus:

dloger 1w

(224) op  RT
0log cq 1 r

22 -
(225) oT RT?

v ist die bei der isotherm-isobaren Verdampfung eines Molekiils CO4 eintretende
Volumenzunahme des Systems, r die dabei von auflen aufzunehmende
Wérmemenge. Da nun v nahezu das Volumen eines Molekiils gasférmiger
Kohlenséure darstellt, so kann man nach (16) angenéhert setzen:

RT
v=—
p
und die Gleichung (224) ergibt:
Ologe; 1
dp p
Integriert:
log ¢; = log p + konst.
oder:
(226) c1=C-p,

d. h. die Konzentration des gelosten Gases ist proportional dem Druck des freien
Gases iiber der Losung (Gesetz von HENRY). Der Proportionalitidtsfaktor C,
der ein Mafl fiir die Loslichkeit des Gases abgibt, hidngt noch von der
Temperatur ab; in welcher Weise, lehrt die Gleichung (225), die mit (226)

kombiniert ergibt:
dlogC 1 r

T — RTZ
Erfolgt also die Verdampfung des Gases aus der Losung unter Warmezufuhr
von auflen, so ist r positiv, und die Loslichkeit nimmt mit steigender
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Temperatur ab. Umgekehrt 148t sich aus der Verédnderlichkeit von C' mit der
Temperatur die Warmetonung r bei der Absorption berechnen. Es ergibt
sich:
_ RT? oC
=TT
Nach den Versuchen von NACCARI und PAGLIANI ist bei 20° C. (T = 293)
die Loslichkeit von Kohlensdure in Wasser, ausgedriickt in einer Einheit, auf
die es hier nicht ankommt: 0,8928, und ihr Temperaturkoeffizient: —0, 02483,

und daher mit Beriicksichtigung von (34):

1,985 2932 - 0,02483
N 0, 8928

T = 4700 cal.
THOMSON fand fiir die Warmeténung bei der Absorption eines Molekiils
Kohlenséure in Wasser 5880 cal. Der Fehler liegt (nach NERNST) wohl auf
Seite der Messung des Loslichkeitskoeffizienten.

Von dem ganzen Betrage der Warmetonung entféllt nach (48) der Teil:

RT oder 1,985-293 = 590 cal.

auf die duflere Arbeit.

§ 266. Ein weiteres hierher gehoriges Beispiel ist die Sattigung eines
fliissigen Losungsmittels mit einem schwerloslichen Salze, z. B. Bernsteinsaure
in Wasser. Das Symbol dieses Systems ist nach (216):

wenn man von der geringen Dissoziation der Sdure in der Losung absieht.
Die Berechnung des Gleichgewichtszustandes ergibt genau in der ndmlichen
Bezeichnung wie in (223):

—logecy =log K,
also bestimmt durch Temperatur und Druck; ferner nach (219):

dlogcq
or -

(227) r = —RIT?

Mittels dieser Gleichung berechnete zuerst VAN’T HOFF r aus der Loslichkeit
der Bernsteinsdure bei 0° (2,88) und bei 8,5° (4,22). Es ist dann nahezu:

e e
dlogcy  log 4,22 log 2,88
or 8,5

= 0, 04494.
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Daraus folgt fiir T =273 in Kalorien:
r=—1,985 2732 . 0,04494 = —6600 cal,

d. h. beim Ausfillen eines Molekiils fester Substanz aus der Losung werden
6600 cal nach auflen abgegeben. BERTHELOT fand dagegen als Losungswérme
6700 cal.

Betrachtet man r als von der Temperatur unabhingig, was in
manchen Féllen in erster Anndherung gestattet sein wird, so lat sich die
Gleichung (227) nach T integrieren und liefert:

logcp = é + konst.

§ 267. Die Bezichung (227) zwischen der Losungswérme und dem
Temperaturkoeffizienten der Loslichkeit wird ungiiltig, wenn das Salz in der
Losung eine merkliche chemische Umbildung, z. B. Dissoziation, erleidet.
Dann sind in der Losung neben den normalen Molekiilen auch dissoziierte
vorhanden, wie z. B. in folgendem System von Wasser und Silberacetat:

J’_ —
noHyO,  np AgH;C,0,, n2Ag, n3H3C,0,| ng AgH,C,0,.
Hier ist die Gesamtzahl aller Molekiile in der Losung:
n =mng+ny +ng +ns (nahe gleich ny),

dann sind die Konzentrationen der einzelnen Molekiilarten in beiden Phasen:

/
_no _nm _ N2 _n3 1T
co = ) c1 = ) c2 = ) c3 = ) CO_ /_1'
n n n n no

Die moglichen Umwandlungen:
yo:ul:ugzygzy(’):énozénl:(5n2:5n3:5n6,
bestehen erstens in der Ausfillung eines Molekiils Silberacetat aus der

Losung:
vy=0, r=-1, =0, v3=0, V(l)zlu

zweitens in der Dissoziation eines Molekiils Silberacetat:

V():O, Vlz_]-a V2:17 V3:17 VOZO'
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Es gelten also nach (218) die beiden Gleichgewichtsbedingungen:

erstens: —logc; = log K,
zweitens: —logey +log g + log ez = log K/
oder, da co = c3
2
G _ g
c1 '

d. h. bei bestimmter Temperatur und bestimmtem Druck ist erstens die
Konzentration ¢; der undissoziierten Molekiile in der mit dem Salz geséttigten
Losung eine ganz bestimmte, und zweitens bestimmt sich die Konzentration cs
der dissoziierten Molekiile aus der der undissoziierten ¢; nach dem schon
oben unter (222) abgeleiteten Dissoziationsgesetz eines Elektrolyten. Da nun
durch die Messung der Loslichkeit der Wert von ¢j + ¢o, durch die Messung
der elektrischen Leitfdhigkeit der Losung aber der Wert von c¢o gefunden
wird, so lassen sich hieraus die Groflen K und K’ fiir irgend eine beliebige
Temperatur berechnen. Thre Abhéangigkeit von der Temperatur liefert dann
nach (219) ein Maf einerseits fiir die bei der Ausfillung eines undissoziierten
Molekiils aus der Losung, andrerseits fiir die bei der Dissoziation eines gelosten
Molekiils auftretende Warmetonung, und daraus ergibt sich nach VAN'T
HOFF eine Methode, um aus der gemessenen Loslichkeit des festen Salzes
und der gemessenen Leitfahigkeit der geséttigten Losung bei verschiedenen
Temperaturen die wirkliche Losungswérme des Salzes zu berechnen, d. h.
die Warmetonung, die eintritt, wenn ein Mcci)lekulargewicht des festen Salzes
€2
(deq + deg)
wird, so wie es dem tatséchlichen Losungsvorgang entspricht.

§ 268. Der in der zweiten Phase isoliert vorkommende Be-
standteil bildet in der ersten Phase das Losungsmittel. Dieser
Fall findet sich immer dann verwirklicht, wenn sich aus einer Losung
beliebigen Aggregatzustandes das reine Losungsmittel in einem anderen
Aggregatzustand, z. B. durch Gefrieren, Verdampfen, Schmelzen, Sublimieren,
ausscheidet. Der allgemeine Typus eines solchen aus zwei Phasen bestehenden
Systems ist nach (216):

aufgelost und auflerdem der Bruchteil in seine Ionen dissoziiert

/ /
nomo, nimi, ngma, ngms, ... |ngmy,

wobei noch offen gelassen ist, ob das Losungsmittel in den beiden
Aggregatzustédnden gleiches oder verschiedenes Molekulargewicht besitzt. Die
Summe der Molekiilzahlen in der Losung ist:

n=mng+ny+ng+ng+... (nahe gleich ng).
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Die Konzentrationen der einzelnen Molekiilarten sind:

Ny . m N2 /_
co=—, €1=—, C=—, ... Cj=

n n n no

Eine mogliche Umwandlung:

1/0:1/1:1/2:...:1/6:(5710:(5711:5712:...:5n6

ist der Austritt eines Molekiils des Losungsmittels aus der ersten Phase in

die zweite, d. h.

(228) vp=-1, v1=0, vn=0,... 1/6:@

Das Gleichgewicht erfordert also nach (218) die Bedingung:

—log cp + log CO =log K
mg

und mit Beriicksichtigung der obigen Werte von ¢y und ¢

log o log K.
L]

Nun ist no_ g mtnatnst...
1o no

also, da der Bruch rechts sehr klein ist:

ny+ng+ng+...
no

(229)

=log K.
Nach der allgemeinen Definition in (218) ist hier:
log K =
0g )
folglich mit Beriicksichtigung der Werte der v in (228):

ny+no+n3+... 1 (mg ,
230 = —
(250) - |

1 ! !
— (Voo + vip1 + vapa + ...+ 1p9p)s

0l — g | =log K.
iy £0 <Po> og

Nach dieser Gleichung ist der Ausdruck rechts, oder log K, ebenfalls sehr

klein.

Nehmen wir einmal den speziellen Fall, dafl die Zahl der gelosten
Molekiile ny +no + ... ganz verschwindet und mithin statt der Losung das

reine Losungsmittel vorhanden ist. Dann erhalten wir nach (230):

/
moy
7
0

0=logK = — 0,
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also die Gleichung (221a), welche die Bedingung ausspricht, die 7" und p
erfiillen miissen, wenn sich das reine Losungsmittel in zwei Aggregatzustinden
nebeneinander befindet. Dann kann man entweder den Druck (Dampfspannung)
als abhdngig von der Temperatur, oder die Temperatur (Siedepunkt,
Schmelzpunkt) als abhéngig vom Druck betrachten.

Kehren wir nun zur Gleichung (230) zuriick. Nach ihr bewirkt jede
Auflésung fremder Molekiile nq1,n9,n3,... eine entsprechende Abweichung
von der fiir das reine Losungsmittel giiltigen Beziehung zwischen Druck und
Temperatur, und zwar héngt, wie man sieht, diese Abweichung lediglich
von der Gesamtzahl der gelosten Molekiile, nicht aber von ihrer Natur ab.
Man kann dies ausdriicken, indem man entweder p oder T als unabhéngige
Variable benutzt. Im ersten Falle sagt man: Bei einem bestimmten Druck p
ist die Siede- oder Gefriertemperatur 7' der Losung eine andere als die
des reinen Losungsmittels (7p); im zweiten Falle: Bei einer bestimmten
Temperatur T ist der Dampfdruck oder Erstarrungsdruck p der Losung
ein anderer als der des reinen Lo&sungsmittels (pg). Berechnen wir die
Abweichungen in beiden Féllen.

8 269. Ist T die Siede- oder Gefriertemperatur des reinen Losungsmittels
beim Druck p, so ist nach (221a):

(log K)7—1, = 0,
und durch Subtraktion von (230) ergibt sich:

ny+mng+ ...

log K — (log K) =13, = o

Da nun 7 wenig von Ty abweicht, so kann man nach dem TAYLORschen
Satze mit Benutzung von (219) schreiben:

Odlog K
or

r nyt+no+...
(T-Ty) = —(T-Ty) = ————,
( 0) RTg( 0) ngo

und daraus folgt:

n1+n2—|—...‘RT02

(231) T—Ty=
ng T

Dies ist das zuerst von VAN'T HOFF abgeleitete Gesetz der Siedepunktserhhung
bzw. Gefrierpunktserniedrigung; fiir das Gefrieren ist r (die beim Gefrieren
eines fliissigen Molekiils von auflen zugefithrte Warme) negativ. Da ng und r
nur miteinander multipliziert vorkommen, so erfihrt man aus dieser Formel
nichts iiber die Molekiilzahl ng und das Molekulargewicht mq des fliissigen
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Losungsmittels. Wenn r in Kalorien ausgedriickt wird, so hat man nach (34)
fir R 1,985 zu setzen.

So ist fiir die Verdampfung von 1 Liter Wasser unter Atmosphéarendruck
nahezu ngr = 1000 - 539 cal, Ty = 373, und daher die Siedepunktserhéhung
einer verdiinnten wafirigen Losung:

1,985 - 3732
1000 - 539
(232) =051°-(ny+n2+n3+...)

T-Ty= (n1+n2+n3+...)

Ferner ist fiir das Gefrieren von 1 Liter Wasser unter Atmosphérendruck
nahezu nor’ = —1000-80 cal, T}) = 273, und daher die Gefrierpunktserniedrigung
einer verdiinnten wafirigen Losung:

1,985 - 2732
I e
Ty—T 100080 (ny+no+ns+...)
(233) =1,85°(ny +ng+n3+...)

§ 270. Ist pg der Dampfdruck des reinen Losungsmittels bei der
Temperatur 7', so ist nach (221a):

(log K)p=p, =0,
und durch Subtraktion von (230) ergibt sich:

ny+mng+...

log K — (log K)p=p, = o

Da nun p wenig von py abweicht, so kann man statt dessen mit Benutzung
von (220) schreiben:

dlog K v ny+ng+...

ap (p—po) = —ﬁ(p—po) = n—o’

und daraus folgt, wenn v gleichgesetzt wird dem Volumen der bei der
Verdampfung eines fliissigen Molekiils entstehenden gasférmigen Molekiile:
mqg RT
V= —F—
my P

_ /
(234) po—p _ My mtnat...
p mo nQ

Dies ist das zuerst von VAN'T HOFF abgeleitete Gesetz der relativen
Dampfdruckerniedrigung. Da ng und mg nur miteinander multipliziert
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vorkommen, so erfahrt man auch aus dieser Formel nichts iiber das
Molekulargewicht des fliissigen Losungsmittels. Héaufig findet sich diese
Beziehung in der Form ausgesprochen, dafl die relative Dampfdruckerniedrigung
das Verhéltnis der Zahl der gelosten Molekiile (ny +ng+ng+...) zu der Zahl
der Molekiile des Losungsmittels ng, oder, was bei verdiinnten Lésungen auf
dasselbe hinauskommt, aller Molekiile der Losung n angibt. Dieser Satz ist
jedoch, wie hier ersichtlich, nur dann richtig, wenn m{ = m, d. h. wenn man
den Molekiilen des Losungsmittels in der Losung dasselbe Molekulargewicht
zuschreiben darf, wie im Dampfe. Dies wird aber im allgemeinen, z. B. fiir
Wasser, nicht zutreffen, und es ist daher nicht iiberfliissig, zu betonen,
dafl man durch die relative Dampfspannungserniedrigung einer verdiinnten
Losung ebensowenig wie durch ihren Siedepunkt oder Gefrierpunkt irgend
etwas liber das Molekulargewicht des Losungsmittels in der Losung erfahren
kann. Unter allen Umstidnden ergibt sich aus diesen Messungen immer nur
die Gesamtzahl (n; 4+ ng+...) der in der Losung vorhandenen fremden
Molekiile.

§ 271. Es ist von Interesse, die in den letzten Paragraphen abgeleiteten
speziellen Beziehungen mit den frither fiir die n&mlichen physikalischen
Systeme auf Grund allgemeinerer Voraussetzungen, unabhingig von jeder
Molekulartheorie, in § 224, § 226, § 228 aufgestellten entsprechenden Gleichungen
zu kombinieren.

Zu diesem Zweck miissen wir nach unserer jetzigen Bezeichnung fiir
das dortige ¢ nach (162) setzen:

My nymq+mngmo+ ...

(235) c= M, o
Ferner ist zu bedenken, dafl das dortige m, das Molekulargewicht des
dampfformigen Losungsmittels, hier mit m(, und das dortige auf die

Masseneinheit des Losungsmittels bezogene r hier mit " 7u bezeichnen ist.
m

Durch Ausfithrung dieser Substitutionen werden in der Tat die damaligen

Gleichungen (181) und (183) identisch mit den jetzigen (234) und (231),

wenn man jedesmal der dort auftretenden fiir alle diese GesetzméBigkeiten
charakteristischen positiven Grole ¢ den Wert beilegt:

R(ny+mng+...)

(236) = .
nimi +ngmo + ...

§ 272. Auch der Betrag des osmotischen Druckes P ergibt sich natiirlich
aus der fritheren allgemeinen Formel (190), wenn man darin den soeben
in (236) abgeleiteten Wert der charakteristischen Grofle ¢ und fiir ¢ den
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Ausdruck (235) setzt:

RT
nomov

(237) pP=

(ny+mno+n3+...).

Hier bedeutet v, wie frither, das spezifische Volumen der Losung, also das
Produkt ngmgv nahezu das ganze Volumen der Losung: V', und daraus folgt:
(238) P:if(n1+n2+n3+...),

die bekannte VAN’T HoFFsche Beziehung, die nach (16) identisch ist mit
der Zustandsgleichung einer Mischung idealer Gase mit den Molekiilzahlen
ny, My N3y

Jeder der in den letzten Paragraphen abgeleiteten Sdtze enthilt eine
Methode zur Bestimmung der Gesamtzahl (n; +no+...) der in einer
verdiinnten Losung vorhandenen fremden Molekiile. Wenn diese durch eine
derartige Messung gefundene Zahl eine Abweichung zeigt von der aus dem
Prozentgehalt der Losung unter der Annahme normaler Molekiile berechneten
Zahl, so muf} also nach der entwickelten Theorie notwendig eine chemische
Veranderung der gelosten Molekiile durch Dissoziation, Assoziation oder
dgl. eingetreten sein, — eine Folgerung, die grofle Bedeutung erlangt hat
fiir die Beurteilung der chemischen Natur verdiinnter Loésungen.

Der Zusammenhang zwischen der Gefrierpunktserniedrigung und der
Molekiilzahl des gelosten Stoffes ist zuerst von RAOULT experimentell mit voller
Schérfe nachgewiesen worden, thermodynamisch begriindet und erweitert
wurde er von VAN’T HOFF mittels seiner Theorie des osmotischen Druckes.
Die volle Durchfithrung auch fiir Elektrolyte hat ARRHENIUS ermoglicht
durch seine Theorie der elektrolytischen Dissoziation, wahrend unabhéngig
davon auch die Thermodynamik gerade auf dem hier beschriebenen Wege
zu der Forderung chemischer Umwandlungen geloster Stoffe in verdiinnten
Losungen gefiihrt hat.

§ 273. Alle in den letzten Paragraphen besprochenen Schluifolgerungen
griinden sich auf die in den Gleichungen (209) ausgedriickte Voraussetzung,
daBl die FEnergie und das Volumen einer verdiinnten Losung lineére
Funktionen der Molekiilzahlen sind. Daher liegt es nahe, fiir die auffallenden
Abweichungen, welche sich hinsichtlich des Einflusses der Verdiinnung auf
die Gefriertemperatur bzw. den osmotischen Druck der Losungen starker
Elektrolyte gegeniiber dem OSTWALDschen Verdiinnungsgesetz (§262) aus
vielen Messungen ergeben haben, jene Gleichungen verantwortlich zu machen,
und in der Tat gelangt man durch eine schon oben im §252 angedeutete
Verallgemeinerung derselben auf Grund der von J. CH. GHOSH fiir die
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elektrische Leitfahigkeit starker Elektrolyte eingefithrten Vorstellungen zu
einer mit den vorliegenden Messungen gut iibereinstimmenden Abh#ngigkeit
der Gefrierpunktserniedrigung von der Verdiinnung. Das soll im folgenden
fiir das spezielle Beispiel eines bindren Elektrolyten, etwa KCl oder NaCl,
gezeigt werden.

Nach J. CH. GHOSH sind alle gelosten Molekiile vollstdndig in ihre
Ionen dissoziiert. Daher ist das Symbol des Systems nach (216):

/ /
nomg, nimi, namsa | ngmg,

wo ng, ng, mo und mg die Molekiilzahlen und die Molekulargewichte
des Losungsmittels (Wasser) in den beiden aneinandergrenzenden Phasen,
n1 = ng, mp und mo die lonenzahlen und -gewichte in der verdiinnten
Losung bezeichnen.

Die Konzentrationen aller Molekiilzahlen sind bis auf verschwindend
kleine Groflen:

n 2n
60:—0:1—71:1—20
ng + ni + ng nQ
ni ni
C = C = = — =
(238&) 1 2 ng+mni+ny nQ
/
1N
Co—nfl—l
0

Zur Bestimmung des Ausdrucks der charakteristischen Funktion & der
Losung bedienen wir uns der ndmlichen Methode wie in den §§ 250 bis 254,
nur mit dem Unterschied, daf§ wir jetzt, geméfl den Ausfithrungen des § 252,
in dem Ausdruck der Energie der Losung:

U = noug + n1(ur + ug)

den Koeffizienten von n; noch als abhéngig von der Konzentration A

nQ
annehmen. Da mit verschwindendem ¢, oder mit unbegrenzt wachsendem ng

bei konstantem nq, das Korrektionsglied jedenfalls verschwindet, so bedeutet
dasselbe die zur vollstiandigen Trennung der Ionen erforderliche Energie,
oder das elektrische Potential der Ionen aufeinander, wird also annéhernd
umgekehrt proportional sein der mittleren Entfernung zweier benachbarter
entgegengesetzt geladener Ionen voneinander, oder, was im wesentlichen
auf dasselbe hinauskommt, direkt proportional der dritten Wurzel aus der
Konzentration c.
Wir setzen daher statt (209):

(238Db) U =ngug +n1 (ﬂ -0 %) ,
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wo w noch von Temperatur und Druck abhéngt, wihrend wir die positive
GroBle B als konstant betrachten.

Damit sind alle weiteren Schritte zur Bestimmung von ® vorgezeichnet.
Die Betrachtung der mit dem Druck p multiplizierten Glieder kénnen wir
uns ersparen, indem wir p als verschwindend klein voraussetzen. Fiir die
Entropie der Losung ergibt sich dann wie in (211):

S =mngsg+n1s+C,

WO

und
C = —R(nglogcy + nylogcy + nalogca),

endlich fiir die charakteristische Funktion der Losung statt (215):

(238¢) (I):S—%:nowoJrnl <<P+§\%>+C,

WO _
_ _u
p=35—r
Das thermodynamische Gleichgewicht zwischen der fliissigen und der festen
Phase erfordert die Bedingung:

5@ + 60’ =0,
also, wenn man wie in (228) setzt:

ong : ony : dng : 6n0——1 0:0:

mo
und ferner bedenkt, dafl dann:
502——6710, 0C' = —Rlogcq - dnyg
ng
1
—g00+n1-fﬁc*2/3 1+Rlog0()+ 900—0

3T 0 O

oder nach (238a):
1 (mo , 1 B a3

(238d) 7 (m6 ©0 gpo) log K = 2¢ — 3mrC
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Diese Beziehung tritt an die Stelle der fritheren Gleichung (230) und liefert
fiir die Gefrierpunktséinderung an Stelle des einfachen VAN'T HOFFschen
Gesetzes (231) den Ausdruck:

2
(238e) T — Ty = 2c (1—6RﬂT\f) RT

in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der bisherigen Messungen.!

Die Verallgemeinerung der entwickelten Theorie auf teilweise dissoziierte
Elektrolyte liegt auf der Hand und zeigt uns die vollkommene Analogie
mit der Theorie der gewthnlichen Zustandsgleichung eines Gases. Ebenso
namlich wie die Abweichungen in dem Verhalten eines Gases von den
Gesetzen idealer Gase auf zwei génzlich verschiedene Ursachen: auf chemische
Wirkungen (Dissoziation) oder auf physikalische Wirkungen (Anziehungskréfte
zwischen den unverédnderlichen Molekiilen) zuriickgefithrt werden konnen
(§43), genau so kann auch die Verdnderlichkeit, welche der Quotient der
Gefrierpunktserniedrigung durch die Konzentration der gelosten Molekiile bei
fortschreitender Verdiinnung zeigt, bedingt sein entweder durch chemische
Veranderungen oder durch physikalische Wechselwirkungen zwischen den
gelosten Molekiilen. Je nachdem die eine oder die andere Ursache oder
beide zugleich wirksam sind, erhélt man fiir den Einflul der fortschreitenden
Verdiinnung das OSTWALDsche, das GHOSHsche, oder ein allgemeineres, die
beiden genannten als spezielle Fille enthaltendes Verdiinnungsgesetz.

§ 274. Jede der beiden Phasen enthilt beide Bestandteile
in merklicher Menge. Der wichtigste hierhergehorige Fall ist der der
Verdampfung einer fliissigen Losung, in welcher nicht nur das Losungsmittel,
sondern auch der geloste Stoff fliichtig ist. Da die Anwendbarkeit der
allgemeinen Gleichgewichtsbedingung (218) auf eine Mischung idealer Gase
nicht davon abhingt, ob die Mischung als eine verdiinnte Losung angesehen
werden kann, so gilt jene Gleichung hier in entsprechender Annéherung
ohne Riicksicht auf die Zusammensetzung des Dampfes, wiahrend dagegen
die Fliissigkeit als verdiinnte Losung angenommen werden muf.

Im allgemeinen erhédlt man nach (216) als Symbol des Systems:

/ / / / / /
nom, nimi, n2m,...|nymy, npmi, NymMy,...,

wobei wie bisher die Ziffer 0 sich auf das Losungsmittel, die Ziffern
1, 2, 3,...sich auf die verschiedenen Molekiilarten der gelosten Stoffe

Vgl. NovEs und FALK, J. Amer. Chem. Soc. 32, p. 101, 1910; J. Cu. GHOSH,
Trans. Chem. Soc. 113, p. 707, 790, 1918.
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beziehen. Durch die Hinzufiigung der Striche bei den Molekulargewichten
(mg, my, mj,...) ist die Moglichkeit offen gelassen, daB die verschiedenen
Molekiilarten im Dampfe ein anderes Molekulargewicht besitzen als in der
Fliissigkeit.

In der Fliissigkeit ist die Gesamtzahl der Molekiile:

n=ng+ny+ng+... (nahe gleich ng).
Im Dampf sei dieselbe:
n/:n6+n/1+n/2+...

Dann sind die Konzentrationen der einzelnen Molekiilarten in der Fliissigkeit:

ng ny ny
= —, 1= —, CQ = —5 vy

n n n

im Dampf:

/ / /
L) ;N L)
00—7/, 01—7/, C2—7/.

n n n

Da das hier betrachtete System verschiedene Arten von Verdnderungen
erleiden kann, so sind auch verschiedene Gleichgewichtsbedingungen zu
erfiillen, deren jede sich auf eine bestimmte Umwandlungsart bezieht.
Betrachten wir zuerst diejenige Verdnderung:

/ / /
(VIR 4 R 7 BRI 2 TR 25 R 2 R

:(5n0:(5n1:5n2:...:5n6:6n’1:5n’2:...,

welche in der Verdampfung eines gelosten Molekiils der ersten Art besteht,
so ist:

/ / mi /
vp=0, vr1=-1, =0, ... =0, I/lzﬁ, vy =0, ...
1

und die Gleichgewichtsbedingung (218) wird:

—logcy + m—,llogcll =log K
my

oder:

A3

C1
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Diese Gleichung spricht den NERNSTschen Verteilungssatz aus. Wenn
der geloste Stoff in beiden Phasen das nédmliche Molekulargewicht besitzt
(m{ = m1), so besteht im Gleichgewicht ein festes, nur von Druck und
Temperatur abhéngiges, von der Anwesenheit der iibrigen Molekiilarten aber
unabhéngiges Verhéltnis der Konzentrationen ¢; und ¢ in der Fliissigkeit
und im Dampf. Wenn aber der geloste Stoff etwa in der Fliissigkeit sich
polymerisiert, so tritt die in der letzten Gleichung geforderte Beziehung an
die Stelle des einfachen Verhéltnisses.

Betrachten wir andrerseits die Verdnderung, welche besteht in der
Verdampfung eines Molekiils des Losungsmittels. Dann ist:

vp=-1, v1 =0, =0, ... y():m—f),yiz(), l/é:O,
My
und die Gleichgewichtsbedingung wird:
—logco + m—?logcf) =log K.
my
Hierin ist: —log ¢y = log o log (1 + W—)
no no
(239) :nl—i-ng—i—...’
ng
folglich:
(240) MAn2E e 000 = log K,
ng my,
wobei die Quotienten ﬂ, @, ..., die Konzentrationen der gelosten Molekiile
ng n

in der Fliissigkeit, kleine Werte haben. Nun sind zwei Fille zu unterscheiden:

Entweder bilden die Molekiile my im Dampf nur einen kleinen oder

wenigstens nur einen méfBigen Teil der Gesamtzahl der Dampfmolekiile.
ny ng

Dann kann man die kleinen Zahlen —, —= ... gegen den log vernachlédssigen
no no

und schreiben: mo
Wlogcé =log K.
0
Ein Beispiel hierfiir bietet die Verdampfung einer verdiinnten Losung, wenn
das Losungsmittel nicht sehr stark fliichtig ist, z. B. Alkohol in Wasser.
Oder: Die Molekiile mg sind im Dampf den iibrigen Molekiilen an
Zahl stark iiberlegen, wie z. B. wenn in der fliisssigen Phase Alkohol das
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Losungsmittel, Wasser der geloste Stoff ist. Dann ist ¢, nahe =1, und man

kann jene Vereinfachung der Gleichgewichtsbedingung nicht ohne merklichen
Fehler vornehmen; vielmehr hat man wie in (239)

ny +nb+...
log ¢y = 12
o
wodurch die Gleichung (240) wird:
ny+ng+... _mi?_nll—knéqk.. g K.
nQ my ng

Behandeln wir diese Gleichung genau nach dem Muster der Gleichung (230),
so ergibt sich schliefllich wie in (231):

... nh4nh+..\ RI?
(240a) T_T0:<n1+n2+ ~ony+ng+ >'R0m0‘

nomo ngmy, r
Hier ist r die Wéarmetonung bei der Verdampfung eines Molekiils des

Losungsmittels, also T die Wiérmetonung bei der Verdampfung der
mg

Masseneinheit des Losungsmittels.

Wir bemerken zunichst wiederum, daf§ das Loésungsmittel immer nur
mit der Masse, nicht aber mit der Molekiilzahl bzw. dem Molekulargewicht
in die Formel eingeht, wéhrend dagegen bei den gelosten Stoffen der
Molekularzustand charakteristisch ist fiir ihren Einflul auf die Verdampfung.
Im {ibrigen enthélt die Formel eine Verallgemeinerung des obigen (§269)
VAN'T HoOFFschen Gesetzes der Siedepunktserhchung, indem hier statt der
Zahl der in der Fliissigkeit gelosten Molekiile nq +mng + ... die Differenz der
in der Masseneinheit der Fliissigkeit gelosten und der in der Masseneinheit
des Dampfes gelosten Molekiile auftritt. Je nachdem also die Masseneinheit
der Fliissigkeit oder die Masseneinheit des Dampfes im ganzen mehr geloste
Molekiile enthilt, resultiert fiir die Losung eine Siedepunktserh6hung oder eine
Siedepunktserniedrigung; im Grenzfall, wenn beide Grofien gleich sind, also
das Gemisch konstant siedet, wird die Siedepunktsédnderung gleich Null, wie
das schon frither (§219) von einem allgemeineren Standpunkte aus gefolgert
wurde. Entsprechende Séatze gelten natiirlich fiir die Dampfdruckénderung.

Ganz analoge Beziehungen ergeben sich offenbar in der ndmlichen Weise
auch fiir andere Aggregatzustdnde; so lautet z. B. das Gefrierpunktsgesetz
in der allgemeineren Fassung: Wenn aus einer verdiinnten Losung nicht nur
das Losungsmittel, sondern auch der geloste Stoff ausfriert, in der Weise, daf3
die festen Stoffe zusammen ebenfalls eine verdiinnte Losung bilden, wie z. B.
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beim Erstarren mancher Legierungen, so ist die Gefrierpunktserniedrigung
nicht proportional der Konzentration des gelosten Stoffes in der Fliissigkeit,
sondern proportional der Differenz der Konzentrationen des gelosten Stoffes
in der fliissigen und in der festen Phase, sie wechselt also auch zugleich
mit dieser Differenz ihr Vorzeichen. Den Grenzfall bilden die eutektischen
Mischungen, die beim Gefrieren ihre Zusammensetzung nicht dndern. Bei
diesen dndert sich der Gefrierpunkt gar nicht mit der Konzentration (vgl.
oben §219b).

Wiéhrend so die Verteilung jeder einzelnen Molekiilart auf beide Phasen
geregelt ist, stellt sich das Gleichgewicht der verschiedenen Molekiilarten
innerhalb einer jeden einzelnen Phase ganz nach den oben § 262f. entwickelten
GesetzméBigkeiten her. Wir treffen also hier wieder auf die némlichen
Gesetze der Dissoziation, Assoziation usw.

§ 275. Drei unabhingige Bestandteile in einer Phase. Wenn eine
verdiinnte Losung aufler dem Losungsmittel zwei verschiedene geloste Stoffe
enthélt, so werden sich die letzteren, falls sie keine neuen Molekiilarten
miteinander bilden, durchaus nicht gegenseitig beeinflussen; denn dann ist
keine Umwandlung zwischen ihnen méglich und daher auch keine besondere
Gleichgewichtsbedingung zu erfiillen. Mischt man also etwa eine verdiinnte
wilrige Losung eines Elektrolyten mit der verdiinnten Losung eines andern
Elektrolyten, der mit dem ersten keinerlei chemische Reaktionen eingeht, so
wird sich jede Losung so verhalten, als wenn sie mit dem entsprechenden
Quantum reinen Wassers verdiinnt wiirde; so wird auch ihr Dissoziationsgrad
in einer der Verdiinnung entsprechenden Weise zunehmen.

Anders ist es, wenn die beiden Elektrolyte ein Ion gemeinschaftlich
haben, wie z. B. Essigsdure und essigsaures Natron. In diesem Falle hat
man vor der Vermischung die beiden Systeme:

+ —_
ng HyO, mn1 H,C,0,, mng H, ng H3C,0,

und N
n6 H,O0, "/1 NaH;C,0,, n’2 Na, né H;C,0,,

wobei, ganz wie in (222), fiir die erste Losung die Gleichung gilt

c2 n3
(241) 2—-K oder —2 =K
c1 ning

und ebenso fiir die zweite Losung

/2 12
(242) 2 _ K oder 2 —K

/ !/
51 nng
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Nach der Vermischung aber hat man das System:

+ + —
np Hy,O, m H,C,0,, no NaH3C,0,, 73 H, 7y Na, 75 H3C,0,,
wobei notwendig:

(Anzahl der H,O-Molekiile)
mg +7n4 =n) +nb (Anzahl der Na-Atome)
n1 + 73 =n1 +ny (Anzahl der H-Atome)
(

Anzahl der freien Ionen).

ng =ng + n6
(243)
i3 + Ty = 75

In dem letzten System ist die Gesamtzahl aller Molekiile:
n =Ny + 1 + Ny + N3 + Ny + 75 (nahe gleich my).

Die Konzentrationen der einzelnen Molekiilarten sind:

__np . ng Ny TNy
, Ca=—, CG=—, Ct=— —.
n n n n
In dem System sind zwei verschiedene Umwandlungen:
vy v Vg3 iy s =0ng: 0Ny : 0ng : 0Ny : 0T4 : 0Ty
moglich, ndmlich erstens die Dissoziation eines Molekiils Essigsidure:
vy =0, v = —1, vy =0, vy =1, vy =0, vs =1,
woraus nach (218) als Gleichgewichtsbedingung folgt:

—log¢1 + logcs + logcs = log K,

oder: i
5D K,
C1
oder:
(244) ng - ny _ nans

m-mg  my(ng+ng)
zweitens die Dissoziation eines Molekiils Natriumacetat:

vy =0, v1 =0, vg = —1, vy =0, vy =1, vy =1
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woraus als Gleichgewichtsbedingung folgt:

—log s + log ¢4 + loges = log K,

oder: _
2
oder:

ng-my  na(ng + ny)

Die Grofien K und K’ sind hier die néamlichen wie oben in (241) und (242), da
sie aufler von 7' und p nur von der Art der betreffenden Umwandlung, nicht aber
von den Konzentrationen und von anderen daneben méglichen Umwandlungen
abhéngen. Aus den beiden Gleichgewichtsbedingungen (244) und (245)
zusammen mit den vier Gleichungen (243) folgen eindeutig die Werte der
sechs Molekiilzahlen 7y, 71, ...75, wenn die beiden urspriinglich vorhandenen
Losungen, also auch die Molekiilzahlen ng, ni,... und ny, n},... gegeben
sind.

§ 276. Die Bedingung, dafl die beiden urspriinglichen L&sungen von
Essigsdure und von essigsaurem Natron ,isohydrisch® sind, d. h. bei ihrer
Vermischung keinerlei Anderung ihres Dissoziationsgrades erleiden, wird
offenbar ausgedriickt durch die beiden Gleichungen:

— — /
ny =ni, ng =mny,

welche aussprechen, dafl die Anzahl der undissoziierten Molekiile Essigsaure
und Natriumacetat in den wurspriinglichen Losungen gleich der in der
Mischung ist. Daraus folgt nach (243) sogleich weiter:

_ _ / — /
ng = nag, g = Ny, n5 = ng + ngy.

Diese Werte in die Gleichungen (244) und (245) eingesetzt und mit (241)
und (242) verbunden ergeben:

na(ng +15) o n3
n(ng + ng) ning
n/2(n2 + nl2)> ’ n/22

ny(no + n6) - N n’ln{)’
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woraus als einzige Bedingung der Isohydrie folgt:

/
n2 g / /
— = —= oder c¢p=cy(=c3=cy),
ny  ng

d. h. die beiden Losungen sind isohydrisch, wenn in ihnen die Konzentration

des gemeinsamen Ions H3C,0, die ndmliche ist. Dieser Satz wurde zuerst
von ARRHENIUS ausgesprochen und an zahlreichen Messungen verifiziert.

In allen Fillen, wo die genannte Bedingung der Isohydrie nicht realisiert
ist, miissen bei der Vermischung der Losungen chemische Umwandlungen:
Dissoziation und Assoziation, vor sich gehen. Von der Richtung und der
GroBle dieser Umwandlungen gewinnt man eine Vorstellung, wenn man
sich die beiden gelosten Stoffe (Essigsdure und Natriumacetat) getrennt,
und die gesamte Menge des Losungsmittels (Wasser) so auf dieselben
verteilt denkt, daB die Losungen isohydrisch werden. Befinden sich z. B.
beide Losungen urspriinglich in normaler Verdimnung (1 g-Molekiil in
1 Liter Losung), so werden sie nicht isohydrisch sein, weil Natriumacetat
in normaler Verdiinnung bedeutend stdrker dissoziiert ist, also eine groflere

Konzentration der H3(_3202—Ionen besitzt als Essigsdure. Um nun das
gesamte Losungswasser so auf die beiden Elektrolyte zu verteilen, dafl

die Konzentration des gemeinsamen Ions H3;C,0, in beiden Losungen
dieselbe wird, mufl man dem schwicher dissoziierten Elektrolyt (Essigsdure)
Losungswasser entziehen und dies dem stirker dissoziierten Natriumacetat
hinzufiigen. Denn infolge der abnehmenden Verdiinnung geht zwar die
Dissoziation der Essigsdure zuriick, die Konzentration der freien Ionen in
der Sdure wichst aber dennoch, wie man leicht aus §262 findet, weil die
[onen auf eine kleinere Wassermenge zusammengedréngt werden. Umgekehrt
nimmt die Dissoziation des Natriumacetats mit dem Wasserzusatz zu, die
Konzentration der freien Ionen des Salzes nimmt aber ab, weil die Ionen
sich durch eine gréflere Wassermenge verbreiten. So kann man es erreichen,

dafl die Konzentration des gemeinsamen Ions H;C,0, in beiden Losungen
gleich wird, und dann sind die Losungen isohydrisch, d. h. sie befinden sich
in demjenigen Dissoziationszustand, der bei einer Vermischung der Losungen
nicht mehr gedndert wird. Dies ist also zugleich auch der Zustand, den die
beiden gemischten Normallosungen schliellich im Gleichgewicht annehmen;
es folgt daraus der Satz, dal bei der Vermischung zweier gleich verdiinnter
Losungen bindrer Elektrolyte die Dissoziation des schwécher dissoziierten
Elektrolyten (Essigsiure) noch weiter zuriickgeht, wihrend die des stdrker
dissoziierten (Natriumacetat) noch weiter zunimmt.



Anwendungen auf spezielle Gleichgewichtszustinde 250

§ 277. Drei unabhingige Bestandteile in zwei Phasen. Wir
behandeln zunéchst ein Beispiel des einfachen Falls, dafl die zweite Phase nur
einen einzigen Bestandteil in merklicher Menge enthélt. Ein solches Beispiel
bietet die teilweise Auflosung eines schwer l6slichen Salzes (Silberbromat)
in einer Fliissigkeit (Wasser) bei Zusatz einer geringen Menge eines dritten
Bestandteils (Silbernitrat) zur Losung.

Das aus zwei Phasen bestehende System wird nach (216) dargestellt
durch:

+ — —
noHy0, n1AgBrO;, naAgNO;, ngAg, nyBrO;, n5N03,|n6AgBrO3.

Die Konzentrationen sind:

/
_ "o _m _n ;ng
) = ) Cl1 = 5 CQ = —, ... s 60_7/_1’
n n n n()
wobei n=ng+ni+ny+n3+ns+ns  (nahezu gleich ng).

Von den moglichen Umwandlungen:
1/0:1/1:VQ:V3:V4:1/5:V6:(5n0:5n1:5n2:5n3:5n4:5n5:5n6

ist in Betracht zu ziehen zunéchst der Austritt eines Molekiils AgBrO5 aus
der Losung, also:

vp=0, vi=-1, =0, ...... vy =1,
woraus nach (218) die Gleichgewichtsbedingung folgt:
—logcy + log 06 =log K
oder:

(246) 1 = K’
d. h. die Konzentration der undissoziierten Molekiile Silberbromat in der
gesittigten Losung héngt ausschlieBlich von Temperatur und Druck ab,
wird also durch das Nitrat iiberhaupt nicht beeinfluf3t.

Ferner ist zu berticksichtigen die Dissoziation eines Molekiils AgBrO,
in die beiden Ionen:

vp=0, r1=-1, =0 r3=1, w=1 v5=0, ;=0
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was nach (218) ergibt:

—log ey + log ez + logeq = log K7,

€364 _ K’,
c1
oder nach (246)
K/
24 -
(247) c3¢4 = 5=

+ —
d. h. das Produkt der Konzentrationen der Ionen Ag und BrO; hingt nur
von Temperatur und Druck ab. Jeder Umstand also, der eine Anderung in

+
der Konzentration cg der Ag-Ionen herbeifiithrt, beeinflufit in umgekehrtem
Verhéltnis die Konzentration ¢4 der Br(_)3—10nen. Da nun durch den Zusatz

+
von Silbernitrat die Zahl der Ag-lonen in der Losung jedenfalls vergroflert
wird, so wirkt eben dadurch dieser Zusatz verkleinernd auf die Zahl der

BrOj-Ionen und somit auch verkleinernd auf die Loslichkeit des bromsauren
Salzes, welche offenbar durch die Summe ¢; + ¢4 gemessen wird.

Endlich ist noch zu betrachten die Dissoziation eines Molekiils AgNO4
in die beiden Ionen:

vp=0, 11 =0, r=-1, vry=1, =0, vs=1, 153=0,
welche fiir das Gleichgewicht nach (218) die Beziehung erfordert:

(248) 85 _ g,
2
Zu den drei Gleichungen (246), (247) und (248) kommt als vierte noch die
Bedingung;:
c3 = ¢4 + C5

und als fiinfte der Wert von cs + ¢5, welcher durch die Menge des zugesetzten
Nitrats gegeben ist, so dafl hieraus die fiinf Unbekannten ¢y, c9, c3, ¢4, c5
im Gleichgewichtszustand eindeutig bestimmt werden.

Die Theorie derartiger Loslichkeitsbeeinflussungen ist zuerst von NERNST
entwickelt und von ihm, und spéater namentlich auch von NOYES durch
Messungen bestétigt worden.

§ 278. Der allgemeinere Fall, dafl jede der beiden Phasen alle drei
Bestandteile enthélt, wird u. a. verwirklicht bei der Verteilung eines 16slichen
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Stoffes zwischen zwei Losungsmitteln, die sich selber in geringem Grade
gegenseitig 1osen (z. B. Wasser und Ather). Der Gleichgewichtszustand des
Systems wird vollstdndig bestimmt durch eine Kombination derjenigen
Bedingungen, welche fiir den Ubertritt eines Molekiils aus der einen Phase
in die andere, und derjenigen, welche fiir die chemische Umwandlung
der Molekiile innerhalb einer und derselben Phase gelten. Die ersteren
lassen sich zusammenfassen in den Verteilungssatz von NERNST (§274),
wonach fiir jede in beiden Phasen mit dem n&mlichen Molekulargewicht
vorkommende Molekiilgattung ein konstantes, von der Anwesenheit anderer
geloster Molekiile unabhéngiges Teilungsverhéltnis existiert, die letzteren in
die Satze, welche fiir drei unabhéngige Bestandteile in einer einzigen Phase
gelten (§275), und zu denen auch die ARRHENIUSsche Theorie isohydrischer
Losungen gehort.

§ 279. In ganz derselben Weise ist der Fall zu behandeln, daf vier oder
mehr unabhéngige Bestandteile zu einer oder mehreren Phasen zusammentreten.
Immer 148t sich der Zustand des Systems durch das Symbol (216) ausdriicken,
und immer 148t sich jede mogliche Umwandlung des Systems auf die
Form (217) bringen, der dann die Gleichgewichtsbedingung (218) entspricht.
Alle Gleichgewichtsbedingungen zusammen mit den festen Bedingungen
ergeben dann die nach der Phasenregel vorauszusehende Anzahl Gleichungen,
um den Gleichgewichtszustand des Systems zu bestimmen.

Wenn es sich um eine Losung von mehreren gegenseitig umwandelbaren
Stoffen, etwa elektrolytisch dissoziierbaren Salzen oder Sduren mit gemeinsamen
Ionen handelt, so hat es im allgemeinen keinen Sinn mehr, von einem
bestimmten , Dissoziationsgrad® dieser Substanzen zu reden, da die Ionen
ganz willkiirlich zu dissoziierten Molekiilen kombiniert werden kénnen. Z. B.
in der Losung:

+ o+ = =
noHy0, n1NaCl, noKCl, ngNaNOs, n4KNOj, nsNa, ngK, n7Cl, ngNO4

laBt sich gar nicht entscheiden, welche der ﬁa—lonen dem NaCl und
welche dem NaNO; zuzurechnen sind. Hier bleibt zur Charakterisierung
des Zustandes nichts iibrig, als zu den wirklich in der Losung enthaltenen
Molekiilzahlen bez. den betreffenden Konzentrationen zuriickzugehen und
sich lediglich auf die Angabe dieser zu beschrinken.

Das genannte System wird von Wasser und von vier Salzen gebildet,
es enthélt aber trotzdem aufler dem Losungsmittel nur drei unabhéngige
Bestandteile, weil durch die Menge des Na, des K und des Cl die des NO4
von vornherein bereits mitbestimmt ist (§198). Demgemé&$ sind auch die
Konzentrationen aller einzelnen Molekiilarten nach §204 (o« =4, 3=1) bei
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gegebenem Druck und Temperatur durch drei derselben vollkommen bestimmt.
Dies gilt natiirlich unabhéngig davon, ob, wie es hochstwahrscheinlich zutrifft,
bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen fiir die betrachtete Losung
noch andere Molekiilarten und andere chemische Umwandlungen als die
hier vorgesehenen beriicksichtigt werden miissen.

§ 280. Wenn in dem System (216) von beliebig vielen unabhéngigen
Bestandteilen in beliebig vielen Phasen die Gleichgewichtsbedingung (218)
nicht erfiillt ist, wenn also fiir irgend eine virtuelle isotherm-isobare Anderung:

Zuologco +uviloger +1plogeg + ... 2 log K,

so ist die Richtung der in der Natur tatséichlich eintretenden Verdnderung
durch die Bedingung d® > 0 (§147) bestimmt. Bezeichnen wir also jetzt mit
vy, V1, Vo,...einfache ganze Zahlen, welche nicht nur proportional, sondern
auch von gleichem Vorzeichen sind wie die bei der wirklichen Umwandlung
cintretenden Anderungen der Molekiilzahlen, so ergibt sich aus (215) fiir
die Richtung der in der Natur eintretenden isotherm-isobaren Verdnderung
ganz allgemein, sei es daf es sich um eine chemische Umwandlung innerhalb
einer einzelnen Phase oder um den Ubergang von Molekiilen zwischen
verschiedenen Phasen handelt:

(249) Zyologco+ullogcl+V210g02+...<logK,

wobei K wieder durch (218) definiert ist.

Esliegt nahe, die Differenz der Ausdriicke rechts und links in Zusammenhang
zu bringen mit dem zeitlichen Verlauf der Verdnderung, und in der Tat
148t sich hieraus ein allgemeiner Satz fiir die Geschwindigkeit irreversibler
isotherm-isobarer Prozesse ableiten, indem némlich die Geschwindigkeit der
Reaktion proportional jener Differenz gesetzt wird. Indessen soll dieser
Gedanke hier nicht weiter verfolgt werden, da der in der betreffenden
Gleichung auftretende Proportionalitdtsfaktor ohne Hinzunahme spezieller
atomistischer Vorstellungen gar nicht nidher zu bestimmen ist.

Sechstes Kapitel. Absoluter Wert der Entropie.
Theorem von NERNST.

§ 281. Wir sind bei fritheren Gelegenheiten zu wiederholten Malen
auf die Bemerkung gefithrt worden, dafl das gesamte thermodynamische
Verhalten einer Substanz bestimmt ist durch eine einzige charakteristische
Funktion, deren Kenntnis ein fiir allemal geniigt, um alle Bedingungen
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chemisch-physikalischer Gleichgewichtszusténde, an denen die Substanz
beteiligt ist, eindeutig abzuleiten. Je nach der Wahl der unabhéngigen
Variablen ist aber die Form der charakteristischen Funktion verschieden:
Fiir die Energie U und das Volumen V als unabhéngige Variable ist
die Entropie S die charakteristische Funktion, fiir die Temperatur 7' und
das Volumen V als unabhingige Variable ist es die freie Energie F, fiir
die Temperatur T und den Druck p als unabhéngige Variable ist es die
Funktion & (vgl. §152a).

In jedem Falle 18t sich der Ausdruck der charakteristischen Funktion
finden durch Integration iiber gewisse Groéflen, deren Werte durch geeignete
Messungen bestimmt werden konnen. Dabei bleibt aber in dem Ausdruck
der Entropie S eine additive Konstante a, in dem der freien Energie F
eine Funktion von der Form a7 +b (§146), in dem der Grofe @ eine

Funktion von der Form a+% willkiirlich wahlbar (vgl. §152b, §239). Da8

diese additiven Zusatzglieder absolut genommen gar keine physikalische
Bedeutung haben, hingt damit zusammen, dal bei den Vorgéngen in der
Natur immer nur Differenzen der Energie, der Entropie, der freien
Energie usw. in verschiedenen Zustidnden einer Substanz eine Rolle spielen,
bei deren Bildung jene Zusatzglieder sich gegenseitig kompensieren.

Ist aber einmal das Zusatzglied fiir irgend einen bestimmten Zustand
einer Substanz fixiert worden, so behélt es selbstverstindlich seinen Wert
fiir alle andern Zustédnde der Substanz unverdndert bei, und zwar nicht
nur fiir denselben Aggregatzustand und dieselbe chemische Modifikation,
sondern auch fiir andere Aggregatzustidnde und andere Modifikationen, in
welche die Substanz iibergefiihrt werden kann.

Will man nun, nachdem die Grofle der charakteristischen Funktion einer
Substanz fiir eine bestimmte Modifikation nach Willkiir festgesetzt worden
ist, dieselbe fiir eine andere Modifikation finden, so mufl man nach einem
reversiblen physikalischen Ubergang zwischen den beiden Modifikationen
suchen, der einer Messung zugéinglich ist, damit man die zur Berechnung der
charakteristischen Funktion notwendige Integration auf irgend einem Wege
durch das Ubergangsgebiet hindurch ausfithren kann. Derartige Ubergéinge
sind aber in vielen Fillen gar nicht realisierbar, da sie hdufig durch Gebiete
labiler Zustdnde hindurchfiihren, und man ist daher in der Regel gar nicht
imstande, von den thermodynamischen Eigenschaften der einen Modifikation
direkt auf die der andern Schliisse zu ziehen.

§ 282. In diese Liicke der Theorie greift nun ein Theorem ein,
welches W. NERNST im Jahre 1906 aufgestellt hat! und welches durch die

INachr. d. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen, Math. phys. KI. 1906. Heft I. Sitz.-Ber.
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seitherigen Erfahrungen gut bestéitigt worden ist. Sein Inhalt 148t sich dahin
formulieren, dafl bei unbegrenzt abnehmender Temperatur die Entropie
eines jeden chemisch homogenen (§67) Korpers von endlicher Dichte sich
unbegrenzt einem bestimmten, vom Druck, vom Aggregatzustand und von
der speziellen chemischen Modifikation unabhingigen Wert nihert.!

Die interessante Frage, welche Bedeutung dieser Satz fiir die molekular-
kinetische Auffassung der Entropie besitzt, kann hier nicht erortert werden,
da wir es hier nur mit der allgemeinen Thermodynamik zu tun haben.? Aber
die wichtigen Folgerungen, welche er fiir die Gesetze physikalisch-chemischer
Gleichgewichtszustéinde enthélt, miissen hier Besprechung finden.

Zunéchst ist leicht einzusehen, dafl man, da der Wert der Entropie eine
willkiirliche additive Konstante enthilt, jenen fiir lim7 = 0 eintretenden
Wert unbeschadet der Allgemeinheit gleich Null setzen kann, so dafl
das NERNSTsche Wérmetheorem nun lautet: Bei unbegrenzt abneh-
mender Temperatur nadhert sich die Entropie eines jeden
chemisch homogenen Korpers von endlicher Dichte unbe-
grenzt dem Werte Null. Damit ist {iber die additive Konstante a der
Entropie aller chemisch homogener Substanzen in allen Zustédnden eindeutig
verfiigt, und man kann von nun an in diesem Sinne von einem absoluten
Wert der Entropie sprechen.

Dagegen bleibt nach §281 in dem Werte der Energie U und in dem
der freien Energie F eines Korpers noch eine additive Konstante b, und

in dem Werte der Funktion ® noch ein additives Glied von der Form T

unbestimmt und willkiirlich wéhlbar.

§ 283. Fiirdiespiteren Anwendungen des NERNSTschen Warmetheorems
werden wir uns iiber die Wahl der unabhéngigen Variabeln fiir den Zustand
einer Substanz entscheiden miissen, und wollen hierfiir wiederum, wie in
unserer fritheren Darstellung, die Temperatur 7" und den Druck p nehmen,
weil diese Groflen erstens am bequemsten mefibar sind und zweitens den

d. preu. Akad. d. Wiss. v. 20. Dezbr. 1906.

!Diese Fassung des Theorems ist inhaltlich etwas weitergehend als die von NERNST
a.a.0. selber gegebene, nach welcher fiir lim7 =0 die Differenz der Entropien eines
solchen Korpers in zwei verschiedenen Modifikationen gleich Null ist. Letzterer Satz
18t ndmlich noch die Moglichkeit offen, daf§ die Entropie selber fiir lim7 = 0 negativ
unendlich wird. Praktisch wichtig wird dieser Unterschied u.a. bei der Frage nach
dem Wert der spezifischen Wirme beim Nullpunkt der absoluten Temperatur. (§284.)
Allgemeineres bei P. GRUNER, Verh. d. Deutschen Physik. Gesellschaft 14, S. 655,
S. 727, 1912.

2Uber die Beziehungen des NERNSTschen Wirmetheorems zur Quantentheorie vgl.
M. PLANCK, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung, 4. Aufl., §185 (Leipzig,
J. A. Barth).
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Vorzug besitzen, daf sie in einem aus mehreren Phasen gebildeten System
in allen Phasen die ndmlichen Werte haben.

Mit den unabhéngigen Variabeln 7" und p ist notwendig verbunden die
Wahl der Funktion @ als charakteristische Funktion, und wir haben zur
Bestimmung von @ die allgemeine Gleichung (150) des §210:

(250) D=5
wobei nach (150b)

’ CpdT
(251) S = / pT
und
(252) W =U +pV.

Ist ® als Funktion von 7 und p bekannt, so folgen daraus nach §152a
eindeutig die Werte der Warmefunktion W, des Volumens V und der
Entropie S als Funktionen von 7' und p:

0P
_ 72
(253) W =T 3T
0P
(254) V=-T o
0P
(255) S=+T o

Um nun in diese ganz allgemein giiltigen Gleichungen das NERNSTsche
Wiérmetheorem einzufiihren, denken wir uns speziell das betrachtete System
bestehend aus einem chemisch homogenen festen oder fliissigen Korper.
Auf ideale Gase ist ndmlich das Theorem nicht unmittelbar anwendbar,
weil ideale Gase beim absoluten Nullpunkt der Temperatur keine endliche
Dichte besitzen. Dann ist nach dem genannten Theorem (§282) fiir 7 =0
S = 0. Folglich nach Gleichung (251):

OC dT
p _
/ T =0

Da nun sowohl Cj, als auch T wesentlich positiv sind, so ist diese Gleichung
nur dann, aber auch dann immer erfiillt, wenn die untere Grenze des
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Integrals Null ist. Da aber die untere Grenze nicht von 7' abhéngt, so gilt
fiir jede beliebige Temperatur T

T
_ Cp
(256) S_/TdT
0

Diese Gleichung ist der mathematische Ausdruck fiir das NERNSTsche

Wirmetheorem in seiner weitergehenden Fassung (vgl. §284). Aus ihr folgt
nach (250):

T
c, W
(257) @/TdT—T
0
oder auch, mit Substitution des Wertes von W, nach (150a):

TC ) T
_ (S L
(258) <I>_/ & dT T/deT.
0

Hierdurch ist die charakteristische Funktion & fiir jeden chemisch
homogenen festen oder fliisssigen Korper bestimmt, bzw. auf Messungen
der Warmekapazitit C), zuriickgefiihrt, bis auf ein additives Glied von der

b .
Form T welches von der unteren Grenze des zweiten Integrals herriihrt.

Die von T unabhéngige Gréfle b kann noch vom Druck p und von der
chemischen Zusammensetzung des Korpers abhdngen. In ihr bleibt eine
additive Konstante ganz willkiirlich (vgl. §282 am Schluf).

§ 284. Aus den letzten Gleichungen lassen sich wichtige Schliisse
beziiglich des thermodynamischen Verhaltens fester und fliissiger Substanzen
bei tieferen Temperaturen ziehen. Zunéchst ist aus der Gleichung (256) die
merkwiirdige Folgerung zu entnehmen, daf§ die Wiarmekapazitdt C), eines
jeden chemisch homogenen festen oder fliissigen Korpers bei unbegrenzt
abnehmender Temperatur sich unbegrenzt dem Werte Null n&hert; denn
sonst konnte die Entropie S fiir endliche Temperaturen keinen endlichen
Wert besitzen.! So auffallend dieses Resultat auf den ersten Augenblick
erscheint, so wird es doch durch die bisherigen Messungen durchaus bestéatigt.

Auch in bezug auf das Volumen V eines Korpers ergibt das NERNSTsche
Wiérmetheorem einen interessanten Schlufl. Denn nach der Gleichung (84b)

Nach der von NERNST selber gegebenen Fassung (§282) tritt an die Stelle der
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ist mit Benutzung von (256):

T
v  9s /1an

EAME S
oT Op T@pd
0

Benutzt man hier die Gleichung (85), so folgt:

ar ) arr T = a1
0

T
ov. [0V ov.  [(oV
T )’

und daraus: (?;) =0, d. h. der Ausdehnungskoeffizient jedes chemisch
0

homogenen festen oder fliissigen Korpers nédhert sich bei abnehmender
Temperatur unbegrenzt dem Werte Null. Auch diese Schlufifolgerung ist mit den
vorliegenden Erfahrungen gut im Einklang, da die Ausdehnungskoeffizienten
der meisten Kérper mit abnehmender Temperatur eine deutliche Abnahme
zeigen.

§ 285. Nach einer von P. DEBYE! aus der Quantenhypothese
abgeleiteten Formel ist bei tiefen Temperaturen die freie Energie eines
festen Korpers:

(258a) F =Uy— AT*,

wo Up, die Nullpunktsenergie, und der positive Proportionalitdtsfaktor A
nur vom Volumen V abhéngen. Daraus ergibt sich fiir den Druck p und

Gleichung (256) die folgende:

wobei S’ — S die Differenz der Entropien eines festen oder fliissigen Koérpers in zwei
verschiedenen Modifikationen bezeichnet. Dann kann man fiir 7 =0 nur schlielen,
dal C, = Cp, aber nicht, dafl C, = C, =0. Wiirden C, und C, fiir 7' =0 endlich
bleiben, so wére die Entropie S fiir T'= 0 nicht gleich Null, sondern negativ unendlich.
Es ist daher von Wichtigkeit zu bemerken, dafl, wenn die Folgerung C, =0 durch
die Erfahrung nicht bestéitigt werden sollte, die NERNSTsche Fassung des Theorems
deshalb doch aufrecht erhalten werden koénnte.

I'P. DEBYE, Wolfskehl-Vortrige iiber die kinetische Theorie der Materie und der
Elektrizitdt, Gottingen 1914, p. 19 (Leipzig, Teubner).



Absoluter Wert der Entropie. Theorem von Nernst 259

fir die Warmekapazitédt C, bei konstantem Volumen nach (79a):

OF _ Uy , 1404

2 =

(258b) P="9v = "9v 7" av
62

(258c¢) Cy = TaT = 12AT3,

in vorziiglicher Ubereinstimmung mit den Messungen.
Die Kompressibilitat » (§14) nimmt bei der absoluten Temperatur Null

den Wert an: .

e
- (aV)

Daher berechnet sich der thermische Ausdehnungskoeffizient bei tiefen
Temperaturen nach der Bezichung (6) zu:

RO =

dp
1<8V> :_1<8T> 4T36A Ko = ﬁ%-mo
Vo \ oT » %) (3]9) oV 3A OV ’
ov ) r

Der Ausdehnungskoeffizient steht also zur spezifischen Wérme in einem von
der Temperatur unabhéngigen Verhéltnis, — ein Satz, der von E. GRUNEISEN
empirisch abgeleitet wurde.

§ 286. Betrachten wir jetzt zwei sich beriihrende Phasen der ndmlichen
chemisch homogenen festen oder fliissigen Substanz (z. B. Schmelzpunkt,
Umwandlungspunkt allotroper Modifikationen). Dann ist, wenn n und n’
die Molekiilzahlen der beiden Korper bedeuten:

P = nyp, =0y,

wobei ¢ und ¢’ sich auf je ein Molekiil m und m' beziechen und nur
von T, p und der Natur der betreffenden Phase abhidngen. Ganz ebenso
wollen wir die auf ein Molekiil m bezogenen Werte der Entropie S, der
Energie U, der Warmefunktion W, des Volumens V durch entsprechende
kleine Buchstaben s, u, w, v bezeichnen, ungestrichen oder gestrichen, je
nachdem sie der ersten oder der zweiten Phase angehoren. Dagegen soll
die Molekularwidrme, um Verwechslungen mit der spezifischen Wérme ¢, zu
vermeiden, stets mit C) bezeichnet werden.

Dann ist die Bedingung des Gleichgewichts der beiden Phasen nach
§261, Gleichung (221a):

/

b

=0,

~

3
SN
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oder, mit Substitution von (257):

0
Hierin bedeutet:
c c
(259) ﬁ — Ep = Agy

(260)

die beim isotherm-isobaren Ubergang der Masseneinheit aus der ungestrichenen
in die gestrichene Phase von auflen zuzufiihrende Wéarme; also kiirzer
geschrieben:

T
Acp r
(261) /TdT—T_O
0

oder auch, da nach (150a) und (260)

or
(261a) Acp = T
1 or T
(262) /TaTdT—T—O.
0

Diese Gleichung kann zur Berechnung des Schmelzpunkts oder der
Umwandlungstemperatur der Substanz dienen, wenn die Ubergangswirme r
als Funktion der Temperatur durch Warmemessungen gefunden ist.

So ist z.B. fiir die Umwandlung von rhombischem in monoklinen
Schwefel nach Messungen von BROENSTED angené&hert:

r=1,574+1,15-107° -T2 cal.

Diese Formel, die allerdings bei tiefen Temperaturen ungenau werden muf3,
da sie nach (261a) zu einem Widerspruch mit dem DEBYEschen Gesetz (258¢)



Absoluter Wert der Entropie. Theorem von Nernst 261

der spezifischen Wéarme fiihrt, ergibt fiir die Umwandlungstemperatur T
nach der letzten Gleichung:

1,57

2,3-10_5-T—’T—1,15-10_5-T:O

oder: T = 369, 5,

wihrend die Messung 368,4 ergab.
Fiir den Schmelzpunkt des Eises ist ferner:

r = 80, T = 273.

Folglich nach Gleichung (261):

273A 80
Cp
—dT' = — =10,293.
/ T 273 ’
0

Nun ist fiir 7= 273 die Differenz der spezifischen Wirmen von Wasser und
Eis: Acp,=1,00— 0,51 =0, 49.

Also nédhert sich diese Differenz bei abnehmender Temperatur dem
Werte Null keinesfalls geradlinig, sondern mit sinkender Temperatur immer
schneller, ganz im Sinne des DEBYEschen Gesetzes.

§ 287. Wihrend fiir feste und fliissige chemisch homogene Korper die
Entropie nach dem NERNSTschen Wéarmetheorem sich mit abnehmender
Temperatur bei jedem beliebigen Druck unbegrenzt dem Werte Null néhert,
hat fiir ideale Gase die Frage nach der Entropie fiir tiefe Temperaturen T
nur dann einen Sinn, wenn der Druck p kleiner ist als der Sattigungsdruck ps
des Gases bei der Temperatur T'; denn fiir hohere Drucke ist der Gaszustand
gar nicht mehr stabil, also auch nicht ideal. Daher nehmen wir p < ps. Nun
ist nach Gleichung (195) fiir ein ideales Gas:

(263) S =n(CplogT — Rlogp + k).
Folglich haben wir:
(263a) S >n(CplogT — Rlogps + k)

Wegen des Wertes von pg vgl. §288 am Schluf.
In Verbindung mit der durch (192) ausgedriickten Energie:

(264) U =n(CyT +b)
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und dem Volumen:

(265) V= n}jf

eines idealen Gases ergeben sich die Ausdriicke fiir die Wéarmefunktion:
(266) W =U + pV = n(C,T +b)

und fiir die charakteristische Funktion:

(267) @:S—IZ:H(CplogT—Rlogp—l—a—>:n(p

eines chemisch homogenen idealen Gases.

Diese schon frither abgeleiteten Formeln gewinnen hier neues Interesse
durch die Bedeutung der Konstanten a. Denn nach den Erorterungen des
6282 ist diese Konstante, welche NERNST als die ,chemische Konstante*
des betreffenden Gases bezeichnet, und welche fiir alle physikalischen
und chemischen Reaktionen des Gases Bedeutung besitzt, ihrem absoluten
Betrage nach vollkommen bestimmt und mefibar. Um sie zu finden, muf
man das Gas auf irgend einem reversiblen der Messung zugénglichen Wege in
den fliissigen oder festen Zustand iiberfithren. Das geschieht am bequemsten
durch direkte Kondensation. Daher bietet die Aufsuchung der Gesetze des
gesittigten Dampfes das direkteste Mittel zur Bestimmung der chemischen
Konstanten a.

§ 288. Fiir das Gleichgewicht einer chemisch homogenen Fliissigkeit
in Beriihrung mit ihrem chemisch homogenen Dampf gilt nach §261,
Gleichung (221a) die Beziehung:

Ersetzen wir ¢, welches sich auf ein fliissiges Molekiil m bezieht, durch
Gleichung (257), dagegen ', welches sich auf ein dampfformiges Molekiil m/
bezieht, durch Gleichung (267), indem wir den Dampf als ideales Gas
voraussetzen, so ergibt sich:

T
b m C w
/ _ _ 2 “Par— =
CplogT — Rlogp +a T=m (/TdT T)'
0

Diese Formel enthéalt die Abhéngigkeit des Druckes des gesattigten Dampfes
von der Temperatur. Die Konstante b, zusammen mit der in w enthaltenen
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additiven Konstanten, 148t sich auf die Verdampfungswérme zuriickfiihren.
Es ist ndmlich fiir ein dampfformiges Molekiil nach (266) die Warmefunktion:

I
w = CpT + b,

also die Verdampfungswirme, bezogen auf die Masse eines Dampfmolekiils m/:

(268) rzw'—@lw:q’,T+bfﬁlw,
m m
Dies in die letzte Gleichung substituiert ergibt:
T
(269) C;,logT+C]’7—Rlogp+a:% Tn/
0

Beim Nullpunkt der absoluten Temperatur ist die Verdampfungswéirme rg
nach (268):

ro=">b-— Ewo
m
m/
also r—ro=C,T — —(w—wp), und nach (150a):
T
r—rozC[’)T—— CpdTl
0

Dies ergibt fiir den Druck ps des geséttigten Dampfes, durch Elimination
von r aus (269):

C
270 logps = LlogT — 20 4+ 2 +— CydT — deT
P

Fiir hinreichend tiefe Temperaturen kann man in dieser Gleichung die
Integrale vernachlédssigen. Dann erhélt man fiir den Druck des geséttigten
Dampfes!:

C! a
LlogT — -
w087~ pr+ g

Vgl. W. NERNST, Verb. d. Deutschen Phys. Ges. 11, p. 313, 1909; 12, p. 565,
1910. F. PorLLITZER: Die Berechnung chemischer Affinitdten nach dem NERNSTschen
Warmetheorem, Stuttgart, F. Enke, 1912.

(271) logps =
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Somit 148t sich durch Dampfdruckmessungen, besonders bei tieferen

Temperaturen, die chemische Konstante a jedes chemisch homogenen
!

Dampfes finden. Der Faktor ﬁp im ersten Glied ist fiir einatomige Gase
/
nahezu = g da hierfiir C—Z = g und stets Cj, — Cj, = R.

Eine direkte Berechnung der chemischen Konstanten aus dem Mole-
kulargewicht des Dampfes, ohne jede besondere Messung, gestatten die
Methoden der Quantentheorie, auf die hier jedoch nicht eingegangen werden
kann.

Eine Vergleichung von (271) mit (263a) zeigt, dal die Entropie eines
idealen Gases beim absoluten Nullpunkt der Temperatur den Wert +oo
annimmt.

§ 289. Die Gesetze gesittigter Dampfe lassen sich auch noch auf
andere Weise ableiten. Wir sahen némlich frither bei den Anwendungen
des zweiten Hauptsatzes (§172), dafl der Druck des geséttigten Dampfes
vollkommen bestimmt ist durch die allgemeine, fiir den fliissigen und
gasformigen Zustand giiltige Zustandsgleichung p = f(T,v) der homogenen
Substanz. Bedeuten nédmlich v; und wy die spezifischen Volumina im
dampfformigen und fliissigen Zustand, p; und po die entsprechenden Drucke,
so ist der Druck des gesittigten Dampfes als Funktion der Temperatur
allein nach (102) bestimmt durch die beiden Gleichungen:

V1
p1 =p2 und /pdv = p1(v1 — v2).

V2

Die Integration ist bei konstanter Temperatur auszufiihren.

Daraus folgt sogleich, dal die chemische Konstante a auch berechnet
werden kann, wenn die allgemeine Zustandsgleichung der Substanz bekannt ist,
und dafl daher die chemische Konstante in der allgemeinen Zustandsgleichung
vorkommen mufl. — Bisher sind schon eine Anzahl von Formen fiir die
Zustandsgleichung vorgeschlagen worden: aufler der VAN DER WA ALSschen (12)
und der CrAusiUsschen (12a) noch eine Reihe anderer, welche in gewissen
beschrankten Gebieten ihren Zweck mit sehr guter Anndherung erfiillen;
aber keine derselben ist, soweit ich sehe, umfassend genug, um auch fiir
den fliissigen Zustand bis herab zu den tiefsten Temperaturen brauchbar zu
sein, und daher liefert auch keine fiir den Druck des gesittigten Dampfes
eine Formel, die fiir tiefe Temperaturen in die Gleichung (271) {ibergeht.

Die VAN DER WaALSsche Gleichung (12) z. B. ergibt, wie sich durch
einfache Rechnungen zeigen 148t, als Druck des geséttigten Dampfes fiir
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tiefe Temperaturen die Beziehung:
(272) logps = —log — — ——.

Hier fehlt also das Glied mit logT. Dies riihrt im Grunde daher, dafl nach
der VAN DER WaAALSschen Zustandsgleichung bei unbegrenzt abnehmender
Temperatur die spezifische Wérme im dampfformigen Zustand demselben
Wert zustrebt wie im fliissigen Zustand, was mit dem NERNSTschen
Theorem unvereinbar ist. Eine andere Forderung des Theorems, welche
keine der bisher vorgeschlagenen Zustandsgleichungen erfiillt, ist die, daf3
der Ausdehnungskoeffizient der fliissigen Substanz fiir 7'= 0 verschwindet
(§285). Ehe man daran denken kann, die chemische Konstante aus der
Zustandsgleichung zu berechnen, muf3 fiir letztere zuerst eine Form gefunden
sein, welche fiir 7= 0 und endliche positive Drucke mit dem NERNSTschen
Theorem vereinbar ist.

§ 290. Fiir eine Mischung idealer Gase mit den Molekiilzahlen
ni, ng, ng,... gelten die in den §§233-239 abgeleiteten Werte der Entropie
nach (197):

(273) S = Z n1(Cp1log T — Rlog(cip) + k1),
der Warmefunktion nach (193) und (191):
(274) W =U+pV =Y ni(CpuT +by),

und der charakteristischen Funktion nach (199) und (199a):

b1
275 b = CylogT — R1 - =
(275) > 1 ( p1 log og(c1p) + aq T)’
wobei ¢y, ¢, c3,... die molekularen Konzentrationen:
ni nQ
c1 = , 9= e
ny+mno+mng+... ny+ng+ng+...

bedeuten.

Die chemischen Konstanten aq, as, as, ... haben fiir jede Molekiilgattung
besondere Werte und lassen sich daher aus dem Verhalten der einzelnen chemisch
homogenen Komponenten der Mischung, z. B. durch Dampfdruckmessungen,
ableiten. Wenn dies geschehen ist, kann man fiir jede beliebige zwischen den
verschiedenen Molekiilarten der Mischung stattfindende chemische Reaktion:

ony:0ng:...=vy:v9:...
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die fiir das thermodynamische Gleichgewicht charakteristische Konstante

der Gleichung (201b):

via] +vea9 + ...
R

= log A

unmittelbar angeben, und dadurch sind die Konstanten der Gleichgewichts-
bedingung (203a):

(276) cftete . = Ae~T TCp™" = K

samtlich auf unabhéngige Messungen zuriickgefithrt. Denn B berechnet
sich nach (205) aus der Warmetonung der Reaktion, und C nach (203)
aus den spezifischen Wéarmen der einzelnen Molekiilgattungen, wihrend v
nach (20la) die durch die Reaktion bedingte Zunahme der Molekiilzahl
bedeutet.

Aber nicht allein fiir Reaktionen innerhalb der gasférmigen Phase,
sondern fiir jede beliebige Reaktion, an der die Gasmischung beteiligt ist,
die also auch mit der Ausfillung fester oder fliissiger Stoffe verbunden
sein kann, behalten die Konstanten a;, as,... ihre Bedeutung, da der
Ausdruck (275) der charakteristischen Funktion ® der Gasmischung ganz
allgemein die Gesetze des thermodynamischen Gleichgewichts regelt. Man
hat nur den Wert von & in die allgemeine Gleichgewichtsbedingung (145)
einzusetzen, wobei man sich fiir die gasformige Phase der Gleichung (275),
fir chemisch homogene feste und fliissige Phasen der Gleichung (257)
oder (258) bedienen kann.

§ 291. Betrachten wir nun das Verhalten fester oder fliissiger
Losungen. Das Symbol einer solchen Losung sei nach (216) ausgedriickt
durch:

nymi, ngmg, N3M3,...

Die Losung braucht nicht verdiinnt zu sein, deshalb ist hier auch, im
Gegensatz zu unserer fritheren Bezeichnung, der Index 0 fortgelassen.

Um einen Ausdruck fiir die charakteristische Funktion ® der Losung
zu finden, fragen wir zunéchst wieder nach der Entropie S derselben.
Wiéhrend fiir einen chemisch homogenen Korper nach dem NERNSTschen
Wirmetheorem (§282) fiir 7= 0 S = 0 wird, trifft dies fiir eine Losung sicher
nicht zu; denn schon in dem speziellen Fall einer verdiinnten Losung, fiir
den sich die Entropie direkt angeben lafit, nimmt S, wie ein Blick auf den
Ausdruck (213) lehrt, mit abnehmender Temperatur keineswegs unbegrenzt
ab, da dieser Ausdruck additive Glieder enthélt, die gar nicht von der
Temperatur abhéngen. Es liegt aber nahe, anzunehmen, dafl die von der
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Temperatur T abhéngigen Glieder von S fiir T =0 ebenso verschwinden,
wie es die Entropie einer chemisch homogenen Substanz tut, und daf} also
fir T =0:

S = —Ran log cy.

Fiir Losungen von beliebiger Verdiinnung wird dann aber dasselbe gelten, da
der Ausdruck —RY njlogec; nicht etwa nur fiir kleine, sondern fiir beliebige
Werte der Konzentrationen cj, c¢o,... unabhéngig vom Aggregatzustand,
fiir feste, fliissige und gasférmige Korper, als additives Glied im Werte
der Entropie auftritt. Denn fiir ideale gasférmige Korper ist dies direkt
erwiesen, durch Gleichung (197), und feste und fliissige Korper lassen sich
nach §254 immer durch geeignete Temperatur- und Druckédnderung, bei
konstant gehaltenen Molekiilzahlen n, stetig in den gasformigen Zustand
iibergefiihrt denken.

Wir wollen daher das oben nur fiir chemisch homogene Kérper in der
Gleichung (256) ausgesprochene NERNSTsche Theorem jetzt dahin erweitern,
daf3 fiir jede beliebige feste und fliissige Losung mit den Molekiilzahlen
ni,n9,ng,... die Entropie betrigt:

T
C
(277) S:/;dT—RZmlogcl,
0

wobei die Integration nach T bei konstantem Druck p und konstanten
Molekiilzahlen n zu erfolgen hat. Damit ist auch die charakteristische
Funktion & der Losung:

T

Cp w

(278) @z/TdT—Ranlogcl—T
0

und die iibrigen thermodynamischen Eigenschaften der Losung nach §283
eindeutig bestimmt. Fiir einen chemisch homogenen Korper gehen natiirlich
diese Gleichungen in die frither erhaltenen iiber, da dann c¢; =1, ¢ =0,
c3=0,...

In dem speziellen Fall einer verdiinnten Losung gelten selbstverstéindlich
alle im 5. Kapitel abgeleiteten Beziehungen, zu welchen jetzt noch die
aus der Gleichung (277) flieBende Folgerung kommt, dafl die in dem
Ausdruck (213) der Entropie einer verdiinnten Losung auftretenden Glieder
s1,89,583,... alle fiir T'=0 verschwinden.

§ 292. Aus der Gleichung (277) folgt unmittelbar, genau so wie in § 284
und §285 fiir einen chemisch homogenen Korper aus der Gleichung (256),
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dal sowohl die Warmekapazitidt als auch der Ausdehnungs-
koeffizient eines jeden festen und fliissigen Korpers bei
unbegrenzt abnehmender Temperatur sich unbegrenzt dem
Werte Null ndhert.

§ 293. Fiir ein aus beliebig vielen festen oder fliissigen Phasen
bestehendes System, das nach folgendem Symbol dargestellt wird:

/ / / / 1 1 1 1
nymi, nomeo,...|nymip, Nomy,...|nymy, nome,...| ...,
in welchem eine isotherm-isobare Umwandlung von der Art:

dny:éng:...:onfomh .. onf cond .
_ . . o R /AN
—7/17/21/17/27/11/2

moglich ist, gilt ganz allgemein nach (79) die Gleichgewichtsbedingung
3269 =0. Also:

o o
(279) quﬁ%uﬁ...fo,

wobei die Summierung  iiber alle Phasen zu erstrecken ist. Setzt man
hierin den Wert von & aus (278), so ersicht man, daB das Gleichgewicht

wesentlich bedingt ist durch die Werte der Groéflen %, %, ... und
ony’ Ong
gzv, SZV, ... d.h. durch die Abhéngigkeit der Warmefunktion W und
1 2

der Warmekapazitdt C), einer jeden Phase von den Molekiilzahlen. C), ist
natiirlich durch W mitbestimmt, da allgemein nach (150a)

oW

= o7

Daher erscheint die Bestimmung der Gesetze des chemischen Gleichgewichts
vollstdndig zuriickgefithrt auf Messungen von Wirmekapazitdten und
Wirmetonungen. Allerdings ist das vorliegende Zahlenmaterial zurzeit noch
nicht umfangreich genug, um diese weitgehenden Schliisse der Theorie jetzt
schon allseitig zu priifen.

Wir wollen im folgenden zur Abkiirzung die Bezeichnungen:

ow_, ow_
on; U ong 2o

Cp

(280)

und daher nach (150a) auch:

0Cp _ dwy 9Cp _ dwy

281 = =
<8) onq oT’ ong oT’



Absoluter Wert der Entropie. Theorem von Nernst 269

benutzen. Dann schreibt sich die Gleichgewichtsbedingung (279) fiir das
ganze System, mit Riicksicht auf (278):

—— — — — Rl
T T T o8l
0
T8 dT
+v9 %?—%—Rlog@ +...=0
0
Nun ist: Zuluq +rowy+...=1

die Warmemenge, welche bei der durch die v ausgedriickten isotherm-
isobaren Umwandlung von auflen zuzufithren ist; folglich lautet die
Gleichgewichtsbedingung einfacher:

or dl' r
87?—T—R(Zyllogcl+uglogcz+.-->—0
0
oder:
1 Tf‘) dT
r r
1 == | [ 5 | =log K.
(282) Zul log c1 + v log cg + i T T T log K
0

Ein Vergleich mit (218) zeigt in der Form vollstindige Ubereinstimmung
mit der Gleichgewichtsbedingung eines Systems verdiinnter Losungen. Ein
wesentlicher Unterschied ist aber erstens der, dafl hier die Gleichgewichtsgrofie
log K durch die Wiarmetonung r vollkommen bestimmt erscheint, ohne
eine unbekannt bleibende additive Konstante!, und zweitens, dafi hier die
GroBe K, ebenso wie r, aufler von T und p auch von den (endlichen)
Konzentrationen c¢y,cs,... abhéngt, was dort nicht der Fall war. Dieser
Umstand bedingt es, daBl man hier die Gleichgewichtskonzentrationen nicht
unmittelbar als Funktionen von 7" und p ausdriicken kann, wie das bei
verdiinnten Losungen gelungen war.

Damit die Grole K endlich ist, muf} offenbar g; fiir T'= 0 verschwinden,

woraus folgt, daB jede Wéarmeténung einer Reaktion zwischen
festen und fliissigen Koérpern beim Nullpunkt der absolu-
ten Temperatur den Temperaturkoeffizienten Null besitzt.

!Die Integration nach 7 ist natiirlich bei konstantem Druck p und konstanten
Konzentrationen zu vollziehen.
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Dieser Satz bildet eine wichtige Vorbedingung, die jede empirische Formel
fiir die Warmeténung erfiilllen mufl, wenn man aus ihr den Wert der
Gleichgewichtsgrofie K berechnen will.

Statt der Gleichung (282) wird man héaufig mit Vorteil die folgende,
ihr genau &quivalente Beziehung benutzen konnen:

T
1 r—10 o\
(283) Zyllogcl—i-l/glogcz—i-...—R (/ 72 drT T) =logK.
0

wo rg die Reaktionswérme bei T =0 bedeutet.

Fiir T = 0 wird offenbar log K unendlich, was mit dem schon in § 259a fiir
verdiinnte Losungen gezogenen Schlufl iibereinstimmt, daffi beim Nullpunkt
der absoluten Temperatur alle mit endlicher Wérmeténung verbundenen
Reaktionen bis zur vollstdndigen Beendigung verlaufen.

§ 294. Fiir die Abhéngigkeit der GroBle K von T und p gelten auch
hier wieder die Beziehungen (219) und (220):
dlog K 7 dlogK v

or —rre ™ 5, T TET

(284)

Man findet dieselben direkt durch Differentiation der Gleichung (282) nach T
und nach p, wenn man noch bedenkt, daf fiir die bei der Reaktion eintretende
Volumenénderung v des Systems nach der allgemeinen Formel (79g):

or 9 0 (v ov
(285) o ="T 37(T>:”_Ta7'
Doch geht die Gleichung (282) insofern iiber den Inhalt der Gleichungen (284)
hinaus, als sie auch den absoluten Wert der Gleichgewichtskonstante K
liefert, wihrend diese noch eine Integrationskonstante unbestimmt lassen.
Wenn z. B. r =0 (thermoneutrale Reaktion), so folgt aus (284) nur, da§ K
unabhéngig ist von der Temperatur, ihre Grole bleibt unbestimmt. Dagegen
ist nach (282) log K = 0. Daher befindet sich eine gegenseitige Losung der
beiden enantiomorphen Formen einer optisch aktiven Verbindung nur dann
im stabilen thermodynamischen Gleichgewicht, wenn sie ein racemisches,
optisch inaktives Gemisch bildet, — eine Folgerung, die dem NERNSTschen
Theorem eigentiimlich ist, wihrend man ohne dasselbe nur schliefflen kann,
dal die Zusammensetzung der Mischung sich mit der Temperatur nicht
andert.
8§ 295. Berechnung des Dissoziationsgrades eines Elek-
trolyten aus der Dissoziationswédrme. Nehmen wir einen gelosten



Absoluter Wert der Entropie. Theorem von Nernst 271

Elektrolyten, z. B. Essigsdure in Wasser, so ist das Symbol des Systems,
dghnlich wie in §262:
_|_ —
Die Gesamtzahl der Molekiile sei:
n =mni+mng +n3g+ng.

Dann sind die Konzentrationen:

. m N2 _n3 Ny
Cl1 = ) C2 = ) c3 = ) Cq4 = .
n n n n

Fiir die Dissoziation eines Molekiils H,C,0, ist:
v1=0, rm=-1, ry=1, =1
Also ist nach (283) im Gleichgewichtszustand, da c3 = ¢y,
) T

c r—1p o
Rogc2 Rlog / T2 d ,
0

T

woraus man cy und c3 einzeln berechnen kann, da die Summe ¢y +c3 durch die
Gesamtzahl der in der Losung vorhandenen, undissoziierten und dissoziierten,
Sauremolekiile gegeben ist. Allerdings ist die Gleichgewichtsformel nur dann
allgemein brauchbar, wenn die Abhéngigkeit der Dissoziationswérme r sowohl
von der Temperatur als auch von den Konzentrationen bekannt ist. Bei
sehr verdiinnten Losungen geniigt die Abhéngigkeit von der Temperatur,
weil man dann r als nahezu unabhéngig von der Konzentration betrachten
kann.

8§ 296. Berechnung der Loslichkeit aus der Losungswérme.
Nehmen wir das Gleichgewicht irgend einer Salzlosung mit einem festen
Bodenkérper (Eis, Salz), so ist das Symbol des Systems:

N,
nymi, ngmeo | nymy.

Hierbei bezieht sich die Ziffer 1 auf den in beiden Phasen vorhandenen
Stoff, die Ziffer 2 auf den nur in der Losung vorhandenen Stoff. Die
Konzentrationen in den beiden Phasen sind:

n1 n2
co =
ni +no’ ni +no’ n

Cl1 =
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Von einem bestimmten ,, Losungsmittel (§249) kann man natiirlich hier nicht
reden, da die beiden Stoffe in der Lésung in beliebigem Mengenverhéltnis
vertreten sind.

Fiir die Ausfiallung eines fliissigen Molekiils m gelten die Werte:
vy =—1, w9 =0, V{:m—}.
my

Folglich ist nach (283) die Gleichgewichtsbedingung;:

T
—Rlogcy = / T;O dl’ — %0
0

Hierbei ist —r die bei der Ausfiallung des fliissigen Molekiils frei werdende
Wérmemenge.

Diese Gleichung ergibt, wenn r als Funktion der Temperatur und der
Konzentration bekannt ist, den Wert der Konzentration ¢; und damit das
Verhéltnis nq : no, sie gestattet also einen Schlufl auf den Molekularzustand
der beiden Stoffe in der Losung.

§ 297. Wenn in dem betrachteten System aufler beliebig vielen festen
und fliissigen auch noch eine gasférmige Phase vorhanden ist und wenn wir,
wie frither, diese Phase als im idealen Gaszustand befindlich annehmen, so
verallgemeinert sich, wie man leicht aus der Gleichung (79) mit Benutzung
von (275) ableiten kann, die Gleichgewichtsbedingung (283) zu

ZV110g61+V210g02+... =

(286)
R/ dT—i—l—ClogT—ylogp—i—logA log K.

Hierbei ist zur Abkiirzung gesetzt:
(287) r' =r—ry— RCT,

und die Konstanten A, C und v beziehen sich, wie in (276), auf die
gasformige Phase allein.

Diese eine Gleichung (286) enthédlt alle in den letz-
ten drei Kapiteln aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen
(Aggregatzustandsidnderungen, Loslichkeit, Dissoziation, Gefrierpunktsernied-
rigung, Siedepunktserhohung, Isohydrie usw.) als spezielle Félle. Daher
sei die Bedeutung der darin gebrauchten Bezeichnungen hier zum Schluf3
noch einmal zusammengestellt.
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Links ist die Summation ) iiber alle Phasen des Systems zu erstrecken.
Dabei bedeuten cq,c9,c3,... die molekularen Konzentrationen der einzelnen
Molekiilgattungen mit den Molekiilzahlen nq,n9,n3,... in jeder Phase:

ny n

c] = , co = et
ny+mng+ng—+... niy+mng+ng+...

vi,v9, 13, . .. sind die gleichzeitigen Anderungen der Molekiilzahlen ny, na, ng, . . .
bei irgend einer ins Auge gefafiten isotherm-isobaren Umwandlung des
Systems, sei es, dafl dieselbe innerhalb einer einzigen Phase stattfindet,
oder daB sie auch mit dem Ubergang von Molekiilen aus einer in eine
andere Phase verbunden ist.

Rechts bedeutet R die absolute Gaskonstante, 7’ den Ausdruck (287), r die
mit der isotherm-isobaren Umwandlung verbundene gesamte Reaktionswérme,
positiv, wenn die Warme von auflen zugefiihrt wird, rg den Wert von r
fir T = 0. Die Konstanten A, C und v beziehen sich allein auf die
gasformige Phase, falls eine solche vorhanden ist. Es ist nédmlich v nach
(201a) die durch die Umwandlung bewirkte Anderung der Gesamtzahl
der gasformigen Molekiile, wihrend A sich aus den einzelnen gasformigen
Molekiilgattungen nach (201b), und C aus den spezifischen Wérmen nach
(203) zusammensetzt. Die Integration nach T ist bei konstantem p und
konstanten Konzentrationen zu vollziehen.

Damit das Temperaturintegral trotz der unteren Grenze 0 einen endlichen
/

Wert hat, mufl offenbar sowohl 7/ als auch or fiir T = 0 verschwinden. Das

erstere sieht man unmittelbar aus (287), das letztere erkennt man, wenn

man bedenkt, daf g; nach § 105 allgemein gleich ist der Differenz der

Warmekapazitiaten des Systems nach und vor der Umwandlung, und dafl
diese Differenz fiir die festen und fliissigen Phasen bei T'= 0 verschwindet,
fir die gasformige Phase aber nach (203) gleich RC ist.

Manchmal wird es vorteilhaft sein, das Temperaturintegral in folgender
Form zu schreiben:

T T
[far=-5+ [5 7
T2 T T
0 0
RCT ’ 0 dT
__r'zr=nts o _
B T +/<8T RC)T

denn o 1aBt sich nach dem soeben Ausgefithrten durch Messungen von
Warmekapazitdten bestimmen.
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Fiir ein kondensiertes System sind v, C und logA gleich Null, fiir
eine einzige gasformige Phase ist nach (205) ' =0, fiir chemisch homogene
Korper verschwinden die Glieder mit den Konzentrationen cq,co,..., so daf3
fiir jeden dieser speziellen Félle jedesmal die frither erhaltenen einfachen
Gleichungen resultieren.
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