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AVANT-PROPOS.

La classe des sciences de I’Académie royale de Belgique avait inscrit sur son
programme de concours de 1880, la question suivante :

« TROUVER ET DISCUTER LES EQUATIONS DE QUELQUES
SURFACES ALGEBRIQUES A COURBURE MOYENNE NULLE. »

De toutes les applications des mathématiques il n’en est pas qui présentent plus
de séductions que la théorie des surfaces; il en est peu qui soient facilement, comme
elle, susceptibles d’élégance et de pittoresque. Laplace a dit : «Cependant les consi-
dérations géométriques ne doivent pas étre abandonnées, elles sont de la plus grande
utilité dans les arts. D’ailleurs, il est curieux de se figurer dans ’espace, les divers
résultats de 'analyse ; et réciproquement, de lire toutes les modifications des lignes
et des surfaces, et les variations du mouvement des corps, dans les équations qui les
expriment. Ce rapprochement de la géométrie et de ’analyse répand un jour nouveau
sur ces deux sciences : les opérations intellectuelles de celles-ci, rendues sensibles par
les images de la premiére, sont plus faciles a saisir, plus intéressantes a suivre; et
quand l'observation réalise ces images et transforme les résultats géométriques en
lois de la nature,... la vue de ce sublime spectacle nous fait éprouver le plus noble
des plaisirs réservés a la nature humaine.»

La question proposée par 1’Académie royale de Belgique, malgré sa limitation
et son caractére particulier, présente, & un certain degré, l'intérét éloquemment
défini par Laplace : en effet, depuis qu’entre les mains d’un illustre physicien belge
«la nature se fait géométre» ; depuis que chacun a pu réaliser les lames minces a
courbure moyenne nulle, les plus variées, tous ceux que 'exactitude et la perfection
enchantent, ne se lassent de vérifier, jusque dans ses conséquences les plus délicates,
ou les plus imprévues, une des lois dérobées au monde moléculaire.

D’un autre coté, il n’est peut-étre pas, dans I’étude des surfaces, de chapitre plus
attachant, dans sa simplicité, que celui o1 'on traite des surfaces a courbure moyenne
nulle. Depuis Lagrange, tous les géométres, pour ainsi dire, les ont étudiées, chacun
ajoutant des résultats nouveaux, soit trés-généraux, soit trés-particuliers, également
recommandables par leur netteté ou leur élégance.

L’Académie nous excusera sans doute de prendre pour guide dans notre étude
plutét 'imagination en quéte de résultats que la question méme soumise au concours.

C’est un chapitre au sujet des surfaces & courbure moyenne nulle que nous écri-
rons, et, par surcroit, le probléme posé recevra sans doute une solution suffisamment
développée.

Nous ne pouvons mieux faire, pour indiquer dans quel ordre d’idées nous entrai-
nons le lecteur, que de relater dans un historique rapide, les contributions successives
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a la théorie qui nous occupe, apportées par les géomeétres, comme autant de phrases
d’un poéme facile, mais séduisant.

Lagrange, le premier, a montré que, par un contour fixe, il passe des surfaces
moins étendues que toutes les surfaces voisines.

Monge, en étudiant «les surfaces dont les rayons de courbure sont toujours égaux
entre eux et de signes contraires,» trouva I’équation aux différentielles partielles des
surfaces a étendue minima.

Le premier il en donna l'intégrale générale, mais sous une forme compliquée
d’imaginaire, qui ne le satisfaisait pas, et qui surtout ne lui paraissait pas susceptible
de conduire a la construction géométrique qu’il considérait comme le complément
indispensable d'une étude achevée. Voici comment il pose un probléme bien digne
d’intérét, en lui-méme et par son origine : «Il s’agirait actuellement de construire
cette intégrale, ou, ce qui revient au méme, de trouver la génération de la surface.
La seule construction a laquelle nous soyons encore parvenu, procéde par courbes,
infiniment voisines, ... mais elle ne peut étre d’aucune utilité dans la pratique. Nous
allons néanmoins la rapporter, parce qu’elle pourra donner lieu a des efforts plus
heureux.»

Les premiéres surfaces a étendue minima étudiées le furent par Meusnier qui fit
connaitre celle qui est de révolution, appelée depuis alysséide, par Bour, et la surface
de vis a filet quarré. La considération des lignes asymptotiques, introduite par Ch.
Dupin, vint donner un attrait nouveau aux surfaces qui nous occupent ; car leurs
lignes asymptotiques sont rectangulaires.

M. Catalan fit voir que seule la surface de vis a filet quarré est a la fois gauche
et a étendue minima.

M. O. Bonnet démontra, dans une série d’études importantes : 1° qu’on peut faire
la carte d’une surface a étendue minima sur la sphére, les angles étant conservés;
2° que les lignes de courbure et les asymptotiques de ces surfaces sont isométriques
ainsi que leurs images sphériques; 3° que si I'on cherche les surfaces de la famille
admettant une ligne sphérique donnée pour image de ligne de courbure ou d’asymp-
totique, on obtient deux surfaces minimas, applicables I'une sur l'autre ; 4° que 'on
peut écrire I'intégrale des surfaces admettant pour ligne de courbure, asymptotique
ou géodésique, un contour déterminé.

Le théoréme de M. Bonnet, sur les deux surfaces minimas, est doublement in-
téressant, parce qu’il donne un exemple de surfaces applicables, et surtout de deux
surfaces dont les lignes de courbure de 1'une correspondent aux lignes asymptotiques
de l'autre.

Il faut ajouter que M. Bonnet a fait connaitre les surfaces minimas dont toutes
les lignes de courbure sont planes; il a indiqué comment on pourrait former des
surfaces, de la famille, algébriques; enfin il a montré comment on pouvait éliminer
les imaginaires de 'intégrale, et donné des exemples particuliers.

M. Catalan se proposait, au méme moment, de former des exemples simples de
surfaces minimas. Il indiqua plusieurs surfaces algébriques dégagées des généralités
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dont la particularisation seule constitue l'intérét. Mais il faut signaler surtout parmi
des surfaces construites élégamment par M. Catalan, celle qui présente une double
génération par des paraboles et des cycloides. On verra, par la suite, comment le
rapprochement de cette surface remarquable de ’alysséide qui admet parallélement
une double génération par des cercles et des chainettes, nous a amené a trouver une
singuliére propriété, tout a fait générale, d’ailleurs, des surfaces a 1’étude.

Il convient, en outre, d’observer que cette surface est la premiére de la famille,
transcendante, mais sur laquelle on ait pu tracer des lignes algébriques. M. Schwartz
a tiré grand parti de cet exemple, et nous aurons l'occasion de montrer comme il est
profitable d’en chercher de semblables.

Nous ne passerons pas sous silence une remarque de M. J. Serret, fort importante
malgré son apparence de simple curiosité : ce géométre a fait voir que certaines
développables imaginaires doivent étre considérées comme des surfaces a étendue
minima. C’était un retour inconscient a l'intégrale de Monge et la clef du probléeme
dont il avait laissé la solution & de plus heureux.

M. Mathet, parmi les géométres francais, donna une construction différentielle
des surfaces minimas les plus générales, mais sans prétendre a la construction inté-
grale.

Les études sur la déformation des surfaces mirent en lumiére de nouvelles pro-
priétés : Bour fit voir qu'une surface minima peut étre déformée sans perdre son
caractére de minimum ; déja M. O. Bonnet en avait donné un exemple cité plus
haut. Bour montra qu’il est une infinité de surfaces minimas applicables sur des
surfaces de révolution ; il parvint méme a donner leur intégrale, mais sans particu-
lariser ; il montra que de toutes les surfaces, la plus simple au point de vue de la
déformation est 'allyséide, a la fois minima et de révolution.

Il est trés-remarquable que les surfaces caractérisées par une condition de mini-
mum le long d’un contour déterminé jouissent d’'une définition ponctuelle indépen-
dante de ce contour. Ce fait devait amener a reconnaitre que le minimum considéré
n’est pas absolu et que par un contour donné on peut faire passer une infinité de
surfaces minimas. On attribue a Bjorling le mérite d’avoir établi que si le long du
contour on fixe les plans tangents, la surface minima est entiérement définie. MM. O.
Bonnet et Catalan ont, d’ailleurs, dans leurs mémoires précités, appliqué fréquem-
ment ce lemme.

Quoi qu’il en soit, un probléme, plus assujetti que celui de Monge, résulte de
cette remarque : construire géométriquement la surface minima inscrite a une dé-
veloppable donnée, le long d’un contour tracé sur cette surface. Que si le probléme
analytique ne présente pas de difficultés réelles, tant que 1’on reste dans la généralité,
la question géométrique, a raison méme du caractére de minimum qui la domine,
présente un intérét indiscutable. Nous montrerons comment elle recoit une entiére
solution par I'introduction d'une idée féconde due a M. Moutard, je veux parler de
la correspondance par orthogonalité des éléments.
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Un autre probléme tout aussi précis s'impose également : puisque, cette fois, la
surface est minima minimorum, son aire, limitée au contour, est unique et sa mesure
doit résulter uniquement des éléments du contour.

Un trés-beau théoréeme de Riemann a répondu a ce desideratum. Il en est de ce
résultat comme de tous ceux qui sont marqués au coin de la simplicité ; les considéra-
tions les plus simples (& posteriori) permettent de les rétablir. Nous en rattacherons
la démonstration aux idées de Gauss, en essayant une ébauche d’exposé simplement
géométrique de la théorie des surfaces minimas.

Si les premiers géomeétres qui s’occupérent des surfaces minimas tendirent aux
résultats généraux, leurs successeurs devaient s’attacher a particulariser et a sim-
plifier ; les admirables expériences de M. Plateau devaient amener, d’ailleurs, a des
recherches plus précises, et, la satisfaction de voir faconner, par la nature, des sur-
faces dont la discussion est parfois hérissée de difficultés ; de lui voir tracer toutes les
singularités calculées, conduisirent a les isoler dans des exemples assujettis a diverses
conditions de simplicité maxima.

M. Schwartz se proposa de trouver les surfaces minimas admettant une géodé-
sique plane donnée ; Henneberg fit remarquer, le premier, que si la géodésique est la
développée d’une courbe algébrique, la surface minima est algébrique.

Geiser démontra que ces surfaces ne coupent le plan de I'infini que suivant des
droites.

Enfin Weierstrass a donné une méthode pour trouver toutes les surfaces a étendue
mainima, algébriques et réelles.

Enneper a fait connaitre une surface du neuvieme degré et de sixiéme classe,
extrémement remarquable, qui peut, par exemple, étre déformée d’une infinité de
fagons, tout en restant identique a elle-méme.

Depuis que I’Académie royale de Belgique a posé ce probléme qui fait 'objet de
notre étude, un géomeétre du plus grand mérite a successivement publié un grand
nombre de beaux résultats sur les surfaces minimas : M. Sophus Lie a donné la
véritable solution du probléme de Monge; il a montré que les surfaces a courbure
moyenne nulle sont de deux facons des surfaces moulures; il a en outre donné, du
probléme de Bjorling, une solution s’appliquant a des cas particuliers intéressants.
Enfin il a discuté quelles sont les surfaces minimas d’ordre et de classe déterminés.

Les résultats de M. Sophus Lie viennent oter le plus grand intérét a nos re-
cherches. S’il nous a été pénible, aprés avoir cherché et trouvé la solution du pro-
bleme de Monge et de bien d’autres, de recevoir les communications du trés-savant
géomeétre de Christiania, nous n’avons pas moins résolu de transmettre a I’Acadé-
mie royale de Belgique nos recherches en développant surtout ce qui s’écarte des
propriétés publiées.

C’est ce qui doit justifier les écarts du mémoire, en dehors de la question posée
par I’Académie.
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SURFACES A COURBURE MOYENNE NULLE

CHAPITRE 1.
LOCUTIONS EMPLOYEES.— PROCEDES DE
DEMONSTRATION.—PERIMORPHIE. PROGRAMME.

§ 1.

Définition du mot élassoide.

Il faut commencer par s’entendre au sujet des locutions employées dans ce mé-
moire. Il n’est pas commode d’employer constamment ’expression de surface a cour-
bure moyenne nulle ni méme celle de surface minima, que les Allemands ont adop-
tée, sous le vocable de «Minimalflachex». D’ailleurs ce terme est impropre, en général,
Iaire de la surface n’étant pas, le plus souvent, un minimum absolu.

Nous emploierons le mot Elassoide formé des deux mots grecs éhacowy (compa-
ratif de uixpoc) et de ewdoc (apparence). La substitution de I’o a € est consacrée par
I'usage. Nous dirons donc, conformément a ’avis de Terquem, un élassoide. Cette
locution nous parait réunir les deux avantages d’étre régulierement établie et surtout
d’étre breve.

A T'exemple de M. O. Bonnet nous dirons que deux élassoides sont conjugués
quand ils sont applicables 'un sur l'autre et que les lignes de courbure de I'un
correspondent aux asymptotiques de 'autre.
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§ 2.

Locutions employées.

La plupart des géométres appellent congruence de droites, une famille de droites
analogues aux normales d’une surface et telles que, par un point de I’espace, choisi
arbitrairement, il passe une droite de la congruence.

Les focales de la congruence sont deux surfaces, réelles ou imaginaires, qui sont
touchées par chacune des droites de la famille.

Les droites d’une congruence, qui rencontrent une courbe donnée, forment une
surface élémentaire. Les surfaces élémentaires développables forment deux familles,
ce sont les surfaces principales de la congruence.

Ces dénominations sont usuelles. Nous conviendrons d’appeler développée d'une
congruence de normales les deux nappes focales de cette congruence prises dans leur
ensemble ; c’est le lieu des centres de courbure principaux d’une famille de surfaces
paralléles.

Sur une droite de la congruence, le point milieu du segment qui se limite aux
deux foyers sera le point moyen. Le lieu de ces points pour toute congruence sera la
surface moyenne.

Le plan perpendiculaire a une droite de la congruence, et mené par le point moyen
situé sur cette droite, sera le plan moyen. Tous les plans moyens, relatifs aux droites
d’une congruence, touchent une méme surface que nous appellerons I'enveloppée
moyenne. Ce sera la développée moyenne, si la famille de droites est une congruence
de normales.

Nous aurons & considérer des congruences dans leurs rapports avec une surface
déterminée : nous dirons qu’'une congruence de droites est harmonique par rapport
a une surface (A), si les surfaces principales de la congruence découpent, sur (A),
un réseau conjugueé.

Lorsqu'une congruence de normales sera harmonique par rapport a une sur-
face (A), nous dirons qu’elle constitue une congruence de Dupin (par rapport a
cette surface), rappelant ainsi le nom de Charles Dupin qui, le premier, a considéré
des familles de droites de cette espéce.

Il nous reste a rappeler les termes du vocabulaire, adopté dans la géométrie des
imaginaires, dont nous ferons un constant usage.

L’ombilicale est le cercle imaginaire commun a toutes les sphéres et situé dans
le plan de l'infini.

Une droite isotrope se dira de toute droite rencontrant 1’ombilicale.

Un plan isotrope se dira de tout plan tangent a I’ombilicale.

Une développable isotrope se dira de toute développable qui contient ’'ombilicale.

Une ligne isotrope, ou ligne de longueur nulle, sera une courbe, aréte de rebrousse-
ment d'une développable isotrope, dont, par conséquent, toutes les tangentes seront
des droites isotropes.
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Enfin nous appellerons congruence isotrope une famille de droites dont les sur-
faces focales sont des développables isotropes. Ces congruences seront réelles toutes
les fois que les deux développables isotropes focales seront imaginaires conjuguées.

Ajoutons qu’un réseau de lignes orthogonales (u), (v), tracées sur une surface,
sera isométrique toutes les fois que le carré de 1’élément linéaire de la surface rap-
portée aux lignes (u), (v), pourra s’écrire

dS% = N2 (du? + dv?),

en particularisant convenablement les variables u et v.

On appelle image sphérique d’une surface, en général, la représentation sur la
sphére de cette surface (le mode de correspondance étant le parallélisme des plans
tangents de la sphére et de la surface aux points correspondants). On considérera
de la sorte les images sphériques des lignes de courbure, des lignes asymptotiques,
ete.

§ 3.

Définition de la périmorphie comme procédé de démonstration.

Les procédés de démonstration que nous emploierons uniformément dans notre
étude analytique se rapportent & une méthode particuliere que I'on a désignée par
un néologisme imagé en l'appelant la périmorphie. Dans cette géométrie, 'origine
des coordonnées est remplacée par une surface dite de référence, et les axes de
coordonnées sont simplement définis, en chaque point de la surface de référence, par
des relations ou figurent les coordonnées superficielles u et v (a la fagon de Gauss)
du point, considéré comme origine instantanée.

Dans cette étude, nous considérerons toujours, comme base de nos calculs, un
réseau orthogonal des courbes (u), (v) tracé sur une surface de référence (O) : les
courbes (u) correspondront aux différentes valeurs du paramétre u, de méme, les
courbes (v) correspondront aux différentes valeurs du paramétre v.

Le quarré de 'élément linéaire de la surface de référence (O) s’écrira, comme
d’habitude :
ds? = 2 du® + ¢ dv?.

Ceci posé, les axes de coordonnées instantanés seront toujours en un point O(u, v)
(c’est-a dire en un point O défini par les valeurs u et v des paramétres) : 1° OX
tangente & la courbe (v); 2° OY tangente a la courbe (u); 3° OZ normale a la
surface. Les trois axes seront ainsi rectangulaires.

Les calculs de périmorphie réclament ’emploi constant de six formules que nous
allons transcrire en les définissant.
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§ 4.

Six formules fondamentales de périmorphie.

En périmorphie, on se donne, a chaque instant, les coordonnées &, n, ¢ d'un
point M variable avec le point O, coordonnées mesurées sur les axes OX, OY, OZ.
Ces coordonnées sont des fonctions de u et v. Lorsque 1’on donne a ces parameétres
les accroissements du et dv, origine se transporte en O’ et le point correspondant
de 'espace sera un certain point M’ défini par les coordonnées

§+AE n+An (+ A,

comptées sur les axes nouveaux O'X’, O'Y’, O'Z/. Mais I’élément MM’, projeté sur
les trois axes primitifs, donne lieu & trois longueurs, fonctions de u, v, du et dv.

Suivant 'axe OX, on a
)

AX:du(f—i-—g—i-% +PC)+CZ’U(%—%U—QDC),
suivant I’axe OY, on a
—qu (A dn  _dg.
AYdu(du 5fDC)+dv<+ +fd§+Qc) (1)

suivant I’axe OZ, on a

dg¢
du

AZ—du( P£+fDn)+dv<%—Qn+gD§>.

/
Telles sont les trois formules fondamentales de la géométrie considérée. Trois
autres formules, également nécessaires, s’en déduisent immédiatement :
Soient X', Y, Z' les coordonnées d’un point de l’espace, par rapport au tri-
édre instantané O', X', Y/, 7’ défini ci-dessus; soient, d'un autre coté, X, Y, Z les
coordonnées du méme point par rapport au triedre primitif O, X, Y, Z. On a

df

\

d
X’:—fdu+X+Y(— du + —2 dv>+Z( P du + gD dv),

fdu
dg daf
Y = —gd
v+ X fdud v+ 7
g g

7' =X(Pdu— gDdv) +Y(Qdv — fDdu) + Z.

du) Y +Z(—=Qdo + fDdu), (2)

/

Ces formules contiennent cinqg coefficients : f et g déja définis, P, Q, D tels que :

représente le rayon de courbure de la section normale tangente & OX;

représente le rayon de courbure de la section normale tangente & OY ;

— & représente le paramétre de déviation relatif aux deux directions rectangu-
laires OX, OY (BERTRAND).

w/E¥® NaviaN
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§ 5.

Equations de Codazz.

Ces cinq coefficients sont liés par trois équations célebres, dites équations de
Codazzi, auxquelles il faut constamment recourir :

()4 ()0

dP  dD dg df

- — 427D - 2L 0= 3
dv+gd LR gdv 0 ®)
dQ df dg

d+f—+2dD Fap=0 |

Les trois groupes d’équations que nous venons de décrire constituent les bases de
la périmorphie. Quant aux procédés, il serait oiseux de les résumer, ils s’indiqueront
d’eux-mémes par les applications que nous en ferons dans le cours de ce mémoire ;
la simplicité qui les caractérise permettra de les exposer, le plus souvent, en détail.

§ 6.

Programme des recherches comprises dans ce mémoire.

Il nous reste a indiquer le programme des recherches successivement exposées
dans ce mémoire.

Nous avons cru qu’il convenait de rappeler rapidement, mais d’une facon synthé-
tique et pour ainsi dire évidente, les résultats connus. L’Académie nous permettra
de commencer notre étude par un rapide exposé géométrique qui, nous 1’espérons,
intéressera une assemblée ot la théorie qui nous occupe a regu de si belles contribu-
tions.

Ce sera 'objet du second chapitre et du troisieme.

Voici, d’une facon trés-sommaire, la composition des autres chapitres.

Chapitre IV. Des congruences isotropes, des surfaces d’about ; la surface moy-
enne est le lieu des lignes de striction des surfaces élémentaires; ’enveloppée moy-
enne est un élassoide.

Chapitre V. Des congruences isotropes qui donnent lieu au méme élassoide cen-
tral ; construction directe donnant toutes les congruences satisfaisantes en fonction
d’une premiére congruence isotrope.

Chapitre VI. Toute congruence isotrope est définie par une seule surface élé-
mentaire ; construction des éléments de 'élassoide central a l'aide d’une surface
élémentaire donnée. Construction ponctuelle d’un élassoide en utilisant deux lignes
de longueur nulle.
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Chapitre VII. Tout élassoide est le lieu d'une co® de courbes lieux des centres de
courbure de courbes gauches, qui sont les lignes doubles de toutes les congruences
isotropes satisfaisantes.

Chapitre VIII. Etude des surfaces moyennes des congruences isotropes; elles
s'introduisent en géométrie cinématique; elles correspondent par orthogonalité des
éléments a la sphére. Sur I’élassoide moyen et la surface moyenne les asymptotiques
se correspondent ; relations entre les courbures des deux surfaces. Une surface moy-
enne ne peut étre élassoide sans étre une surface de vis a filet quarré.

Chapitre IX. Formules générales de représentation sphérique. Elassoides grou-
pés, dérivés d’un réseau isométrique de la sphére ; ils sont applicables sur I'un d’entre
eux.

Chapitre X. Définition des élassoides conjugués, des élassoides stratifiés. Deux
surfaces qui se correspondent par orthogonalité et égalité des éléments sont deux
élassoides conjugués.

Chapitre XI. Solution du probléme de Bjorling. Définition de contours conjugués.
Une surface gauche arbitraire définit deux contours conjugués. Contours correspon-
dants & une ligne plane.

Chapitre XII. Calculs au sujet de la dérivation des élassoides du plan. Elassoides
transcendants a lignes algébriques.

Chapitre XIII. Lignes de courbure des élassoides. Exemples de lignes algébriques
ou dépendant des fonctions elliptiques.

Chapitre XIV. On peut mettre simultanément sur un élassoide les courbes pour
lesquelles R = +kp. Recherche de ces courbes; élassoides qui les admettent pour
géodésiques. Lignes algébriques.

Chapitre XV. Nouvelles propriétés des congruences isotropes dérivées du plan.
Courbes de contact de cones dont les sommets sont en ligne droite. Nouvelle défini-
tion des élassoides.

Chapitre XVI. Propriétés des lignes de niveau des élassoides groupés ; rotation
des lignes de niveau par déformation.

Chapitre XVII. Propriété caractéristique des congruences composées des géné-
ratrices d'une famille de quadriques homofocales.

Chapitre XVIII. Recherche des élassoides algébriques passant par un cercle.

Chapitre XIX. (*) Etude des élassoides dérivés des quadriques & centre, homofo-
cales.

(*) Voir Notes sur la transcription, page B.
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Chapitre XX. Etude des élassoides dérivés des paraboloides du deuxiéme ordre,
homofocaux.

Chapitre XXI. Recherche des élassoides applicables sur des surfaces de révolu-
tion. Equations des élassoides du neuviéeme et du douziéme ordre.

Chapitre XXII. Enoncé de plusieurs propriétés relatives aux élassoides. Renvoi
a la théorie de la correspondance par orthogonalité des éléments. Généralisations se
rattachant plus directement a la théorie des couples de surfaces applicables 1'une sur
I’autre. Sur le probléme de la correspondance de deux surfaces par correspondance
des plans tangents et des lignes isotropes.

Chapitre XXIII. Conclusions : Desiderata de 1’étude entreprise et résultats ob-
tenus.
Telles sont les lignes principales de I'étude que nous allons maintenant détailler.
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CHAPITRE 11.
CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES DIRECTES AU SUJET DES
ELASSOIDES.

§ 7.

En chaque point d’un élassoide la courbure moyenne est nulle.

L’existence des élassoides se déduit du probléme posé pour la premiére fois par
Lagrange : trouver la surface a étendue minima limitée a un contour déterminé.

Soit (C) un contour fermé, gauche. Admettons qu'il existe une surface (O), pas-
sant par (C), ne présentant a 'intérieur aucune nappe infinie et jouissant du ca-
ractére de minimum ; celui-ci sera réalisé si toute surface (O'), infiniment voisine
de (O), et passant comme elle par le contour (C), a une étendue comprise a I'inté-
rieur du contour ne différant de I’étendue correspondante de la surface (O) que par
un infiniment petit du second ordre (les quantités qui mesurent ’écart des surfaces
(O) et (O') étant des infiniment petits du premier ordre).

1l importe d’observer que le mode de correspondance des surfaces (O) et (O’) est
arbitraire ; il doit simplement satisfaire a ces conditions, qu’aux points correspon-
dants les plans tangents fassent entre eux des angles infiniment petits du premier
ordre et que le contour (C) se corresponde a lui-méme sur les deux surfaces. En
particulier, le long de ce contour, les plans tangents correspondants doivent faire
des angles infiniment petits du premier ordre.

Ces restrictions préalables vont montrer tout & ’heure pourquoi la solution du
probléme de Lagrange n’est réellement jamais obtenue.

Puisque le mode de correspondance des surfaces (O) et (O') est arbitraire, il est
naturel d’avoir recours au suivant : prendre comme points correspondants a’ et a
deux points de (O') et de (O) situés sur une méme normale & (O). Il est clair que si
(O) et (O') n’ont pas de nappes infinies et sont infiniment voisines, les restrictions
obligatoires sont observées.

Ceci posé, tragons sur (O) un petit contour fermé (a) et, tout le long, menons
les normales & la surface (O) : elles vont découper, sur (O’), un contour fermé (a’),
correspondant & (a). La longueur aa’ du segment compté sur la normale et limitée
aux deux surfaces, pour tous les points du contour, est un infiniment petit du premier
ordre; sa valeur moyenne peut donc s’écrire H - dp (ot H est une fonction finie).
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Désignons donc par d(a) I'aire du contour (a), par df l'aire sphérique (entendue a la
fagon de Gauss) de ce méme contour; enfin soient Ry et Rg les rayons de courbure
principaux de (O) pour un point moyen pris a 'intérieur du contour (a).

D’aprés un théoréme de Gauss, on a
d(a) =Ry -Rapdb,

a une quantité infiniment petite prés, par rapport a d(a).
De méme facon :

do

cosi’

d(a') = (R1 + Hdp)(Rg + Hdp)
si i désigne I’angle des plans tangents en a et a’. Mais on doit écrire :
d(a') = d(a) + Ad(a)

et comme 'angle 7 est infiniment petit du premier ordre, on est en droit d’écrire, au
degré d’approximation précité

Ad(a)
df

— (R1 + Ry) - Hdp + H2 dp?.

Ceci s’applique a deux surfaces infiniment voisines quelconques, et 1'on voit
que Ad(a) est ainsi du troisiéme ordre infinitésimal, en général.

Deés lors, 'intégrale des éléments semblables étendue jusqu’au contour (C) sera
en général une quantité infiniment petite du premier ordre.

Or, si le minimum a lieu, il faut que cette quantité soit infiniment petite du
second ordre, et le terme correspondant de Ad(a) doit disparaitre.

On doit donc avoir, tout d’abord,

R1+Ro =0.

Ainsi, la premiére condition du minimum est qu’en chaque point de la surface
minima, les rayons de courbure principaux soient égauz et de signes contraires.

Cette condition équivaut a I’équation différentielle des élassoides ; comme elle lie
deux éléments de courbure, I’équation est du second ordre et par conséquent son
intégrale générale ne comporte que deux fonctions arbitraires distinctes (on verra
plus loin le parti qu’il faut tirer de cette remarque).
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§ 8.

Aire d’une portion d’élassoide (INTEGRALE DE RIEMANN).

Afin de pousser plus avant la solution du probléme de Lagrange il importe de
chercher a évaluer immeédiatement 1’aire dont on demande le minimum ; les considé-
rations qui précédent rendent cette recherche facile.

Considérons en effet une famille d’élassoides se succédant par variations insen-
sibles, commandées par celles d'un paramétre, et soient (O) et (O) deux élassoides
infiniment voisins. Soient (a) et (a’) deux contours fermés, correspondants, tracés
sur ces deux surfaces, (A) et (A) + A(A) les aires limitées a ces contours. Quelle
que soit la loi de variation des élassoides, il est facile de trouver une expression géo-
métrique de A(A). Si, en effet, le long de (), nous menons au premier élassoide la
normalie qu’il détermine, cette surface gauche trace sur (O’) un contour fermé (o),
et, d’aprés ce qui a été dit plus haut, I'aire de (O’), limitée au contour (a’), ne
differe de I'aire de (O), limitée au contour («), que d’une quantité infiniment petite
du second ordre (I'aire étant finie). Par conséquent la variation A(A) est représen-
tée, & un infiniment petit du second ordre prés, par la couronne comprise entre les
contours (o) et (o). Ce qui précéde indique suffisamment ce qu’il y aurait lieu de
compter positif ou négatif si les contours se rencontraient.

Ceci posé, comme on est maitre de considérer telle loi de variation des élassoides
que l'on veut, il convient, pour la recherche de I’aire, de prendre la loi de variation la
plus simple, savoir celle de la similitude : dans cette hypothése, si k est le paramétre
de similitude, on aura

(A) 4+ A(A) = (A)(1 + dk)? = (A)(1 + 2dk + dk?),
donc, au degré d’approximation requis,
A(A) =2-dk(A);

si donc I'on parvient a calculer I'aire du ruban compris entre (o/) et (o), la valeur
de l'aire (A) en résultera.

Prenons pour pdle de similitude un point de 'espace S, soit P le plan tangent
a la surface (O’), au point @/, T la tangente au contour () ; projetons le point a”
en B sur a’T et S en B sur cette méme droite. Il est clair que, si do désigne 1’élément
de courbe (a’), on a, pour I’élément d’aire du ruban limité aux contours (a’), (a”),

do - d" 3.
Si w est 'angle du plan P et du plan contenant la droite T et le point S, on a

"B =ap - cosw.
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Mais la similitude des triangles SBa’ et a/3a’ donne

/

aa
D’un autre coté :
aa’ B dk
Sa’ 1+ dk’

par conséquent on peut écrire :
A(A) =2dk(A) = /da - SB cosw dk,

il en résulte

(A) :/daéSB COS W.

C’est I'expression donnée par Riemann.

L’¢élément de 'intégrale n’est autre chose que la projection du triangle infinité-
simal a'a’ls sur le plan tangent en a’ & 1'élassoide.

§ 9.

Aire d’une portion finie d’élassoide inscrite a un cone.

Signalons en passant le cas ol w est constant tout le long du contour () :
Lorsqu’un élassoide coupe, sous un angle constant, un céne et lorsque la portion
de surface comprise dans le contour d’intersection est fermée, sans nappes infinies,
l’aire de cette portion de surface est proportionnelle a celle de la surface du cone
limitée au méme contour et au sommet.

Dans le cas ou le cone est tangent a [’élassoide, les deux surfaces sont équiva-
lentes.

L’intégrale donnée ci-dessus montre tout d’abord que ’aire d’un élassoide, et par
conséquent la surface elle-méme, dépendent non-seulement du contour donné («),
mais encore des plans tangents en chacun des points de ce contour. Il y a donc une
infinité d’élassoides passant par un contour donné.

Il convient de poser, avec Bjorling, le probléme de la construction d’un élassoide
circonscrit a une développable déterminée le long d’un contour tracé sur celle-ci.
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§ 10.
Intégrale invariante le long d’un contour fermé.
Remarquons, d’un autre coté, que si la considération d’homothétie a disparu de

I'intégrale, celle du point fixe dans ’espace a persisté, quoique I'aire de 1’élassoide
soit indépendante de ce point choisi arbitrairement. Il en résulte que I'expression

/da-SB
- COS W
2

étendue a un contour fermé tracé sur une développable, est invariante, quelle que
soit la position du point fixe S dans ’espace.

On trouvera ’expression de 'aire d’une portion d’élassoide quand on saura trou-
ver une famille d’élassoides dont les surfaces varieront proportionnellement, et il
n’est pas besoin pour cela que les élassoides soient tous semblables et semblable-
ment placés.

§ 11.
Définition des problemes de Monge et de Bjérling.

Au point ol nous en sommes arrivé, on comprend que le probléme de Lagrange
(faire passer par un contour donné une surface d’aire minima) sera susceptible de
solution, seulement quand on saura construire tous les élassoides passant par un
contour et ne présentant pas de nappes infinies a lintérieur de ce contour. Ainsi
est-on amené, par la nécessité, a résoudre successivement les problémes de Monge
et de Bjorling, savoir :

PROBLEME DE MONGE : Construire toutes les surfaces a courbure moyenne
nulle (€lassoides), c’est-a-dire en chaque point desquelles les rayons de courbure
principaur sont égauz et de signes contraires.

PROBLEME DE BJORLING : Construire l’élassoide circonscrit a une surface dé-
veloppable donnée, le long d’un contour déterminé.
Leur solution fera I'objet des chapitres qui vont suivre.
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CHAPITRE III.

SOLUTION DU PROBLEME DE MONGE.

§ 12.

Sur un élassoide les lignes de longueur nulle sont toujours conjuguées.

Trouver un élassoide c’est découvrir une surface telle qu’en chacun de ses points
indicatrice (*) soit une hyperbole équilatére. La condition d’égalité des axes d'une
conique s’exprime en disant que celle-ci passe par les ombilics de son plan (cercle),
de méme 'hyberbole équilatére dont les carrés des axes sont égaux et de signes
contraires, se caractérise par ce fait que les diametres isotropes sont conjugués.

Cette simple remarque conduit a cette conséquence capitale : si sur un élassoide
on trace les deux séries de lignes isotropes, arétes de rebroussement des développables
isotropes circonscrites a la surface, on obtient deux familles de courbes conjuguées.
La réciproque n’est pas moins évidente.

En conséquence toute développable isotrope doit étre considérée comme un élas-
soide.

En effet, sur une développable une génératrice est conjuguée de toute direction
tangente a la surface et qui la rencontre ; elle est aussi a elle-méme sa propre conju-
guée.

Or, sur une développable isotrope, les deux familles de lignes isotropes coincident
entre elles et avec les génératrices ; elles sont a elles-mémes leurs propres conjuguées,
donc elles caractérisent les élassoides. Ainsi se trouve, au début de cette étude, le
résultat mis en lumiére, pour la premiére fois, par M. J. Serret (Journal de Liouville,
t. XI, 1846) et dont nous déduirons presque intuitivement la solution du probléme
de Monge.

(*) Il s’agit de l'indicatrice de CHARLES DUPIN, qui donne 'image de la variation des courbures
dans chaque azimuth.
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§ 13.

Propriétés des congruences harmoniques.

Il convient de faire un moment diversion pour rappeler quelques notions trés-
simples relatives aux congruences harmoniques.

Soient (A) et (B) deux surfaces arbitraires dont nous ferons correspondre les
points par parallélisme des plans tangents. Soient A et B deux points correspondants,
les droites telles que AB engendrent une congruence harmonique, c’est-a-dire telle
que si on la décompose en ses deux familles de développables, celles-ci tracent, sur
les surfaces (A) et (B), deux familles de courbes conjuguées.

La proposition sera démontrée si 'on fait voir que les indicatrices des surfaces
(A) et (B) ont toujours deux diamétres conjugués paralléles. M. de la Gournerie a
donné, de ceci, une démonstration réduite a I’évidence en montrant que l'on peut
toujours : 1° amener les coniques & avoir méme centre; 2° en réduire une de telle
fagon qu’elle devienne doublement tangente a 'autre ; le diamétre de contact et les
tangentes sont manifestement les directions cherchées.

Ainsi, dans le cas qui nous occupe, la congruence est harmonique par rapport
aux surfaces (A) et (B); il est clair qu’elle 'est également par rapport a chacune
des surfaces divisant, en segments proportionnels, les cordes telles que AB, surfaces
correspondant & (A) et (B) par parallélisme de leurs plans tangents.

Particularisons un peu, en supposant développables les surfaces (A) et (B), que
nous avions prises arbitraires.

Soient Ty, et T} les génératrices de ces deux surfaces situées dans deux plans
tangents paralléles ou non, désignons par (A), (B) les arétes de rebroussement des
deux développables. La congruence des droites AB existe toujours, elle se décompose
en deux familles de surfaces principales qui sont les cones ayant leurs sommets en
tous les points de (A) et contenant (B), ou inversement. Les surfaces, lieux des points
qui divisent les segments AB en parties proportionnelles, existent toujours, les cones
précités les découpent suivant deux familles de courbes semblables aux courbes (A)
et (B), chaque famille se composant de courbes identiques. De plus (et c’est le point
principal) ces familles de courbes sont conjuguées.

§ 14.

Construction ponctuelle d’un élassoide avec deux développables isotropes.

Particularisons davantage et supposons que (A) et (B) sont deux développables
isotropes.

Dans ce cas les droites T, et Ty sont isotropes; par conséquent elles sont paral-
leles aux droites isotropes de tout plan paralléle a ces deux droites.

Mais les surfaces divisant en parties proportionnelles les segments tels que AB
sont coupées par les cones principaux suivant des courbes identiques (a ’homothétie
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prés) aux arétes de rebroussement (A) et (B), dont par conséquent les tangentes,
comme celles de (A) et de (B), sont isotropes. Ces deux familles de courbes (comme
dans le cas général) sont conjuguées.

On peut donc énoncer ce théoréme important :

Soient (A) et (B) les arétes de rebroussement de deux développables isotropes
arbitraires, si l'on joint de deur en deux les points de (A) et de (B) et que l'on
diwvise, en parties proportionnelles, les segments ainsi obtenus, le lieu des points de
division est un élassoide.

Or, une développable est déterminée quand on se donne deux directrices; une
développable isotrope, déja assujettie a contenir l'ombilicale, est définie par une
seule autre directrice ; par conséquent, une développable de cette nature correspond
a une fonction arbitraire.

Ainsi la construction que nous venons de donner des élassoides contient deux
fonctions arbitraires, elle conduit donc (d’aprés une remarque du chapitre précédent)
a 'intégrale générale du probléeme de Monge.

Les élassoides sont donc, de deux maniéres, des surfaces moulures ; les profils
sont imaginaires. Les surfaces peuvent pourtant étre réelles, mais a condition que les
développables isotropes (A) et (B) seront imaginaires conjuguées. En conséquence les
élassoides réels ne contiennent, dans leur définition, qu'une seule fonction arbitraire.

Nous montrerons plus loin comment nous avions été amené au résultat qui pré-
céde avant de lire, dans le Bulletin des sciences mathématiques (novembre 1879), le
résumé des mémoires de M. Sophus Lie.

§ 15.

Construction ponctuelle d’un €élassoide dérivé de deux €élassoides.

Si, dans ce qui précéde, on prend pour (A) et (B) deux élassoides se corres-
pondant par parallélisme de leurs plans tangents, les surfaces divisant, en segments
proportionnels, le segment variable AB sont encore des élassoides, puisque les traces
principales de la congruence sur chacune de ces surfaces ont leurs tangentes paral-
leles aux droites isotropes des plans tangents en A et B a (A) et (B) et qu’en outre
ces directions sont conjuguées.

C’est méme en faisant cette observation que nous avons été conduit a particulari-
ser les surfaces (A) et (B) dont la définition comporte en apparence quatre fonctions
arbitraires, mais dont en réalité deux sont surabondantes.
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§ 16.

Elassoides stratifiés.

Deux développables isotropes arbitraires et arbitrairement placées dans I’espace,
donnent lieu & une famille d’élassoides que nous nommerons stratifiés pour rappe-
ler qu’ils se correspondent par parallélisme de leurs plans tangents. Ces élassoides
jouissent de propriétés fort singuliéres; elles seront développées dans un chapitre
spécial. Ils comprennent comme limites les deux surfaces développables (A) et (B)
qui ont servi a les engendrer. Chacun des élassoides de la famille se distingue par
la valeur d’'un coefficient afférent au rapport de division du segment AB, mais il est
bien clair qu’on ne particularise en aucune fagon en supposant le coefficient égal &
un puisque les deux fonctions arbitraires caractérisant la généralité de la définition
restent générales. En conséquence on peut dire que tout élassoide est le lieu des
milieuxr des segments de droites limités a la rencontre de deux lignes de longueur
nulle.

II peut se faire que les deux lignes (A) et (B) soient identiques, c’est-a-dire
appartiennent & une méme courbe; dans ce cas, nous dirons, avec M. Sophus Lie,
que 'élassoide est double.

§ 17.

Le plan de linfini coupe un élassoide seulement suivant des droites.

Nous déduirons de ce qui précede une seule conséquence : la section d’un élas-
soide, par le plan de l'infini, se compose de droites (résultat énoncé depuis longtemps
par Geiser).

Il est clair en effet qu’on peut substituer aux définitions données précédemment
la suivante :

Tout élassoide est le lieu d’un point associé sur les droites AB rencontrant deux
lignes de longueur nulle (A) et (B), au point de U'infini, et tel que le rapport anhar-
monique des deux points associés et des points A et B ait une valeur constante.

Dans ces conditions, un point de 1’élassoide, situé a l’infini, correspond & deux
points de (A) et (B) également situés a l'infini; dés lors, le point de rencontre de la
droite AB, avec le plan de l'infini, est indéterminé, par conséquent la droite, tout
entiére, appartient a 1’élassoide.

Nous ne poursuivrons pas dans cette voie les belles conséquences que M. Lie a
développées avec un grand talent ; désireux d’aborder des considérations nouvelles,
nous n’entrerons pas dans la discussion des nombres déterminant le degré et la classe
d’un ¢élassoide, en fonction des nombres caractéristiques de la classe, du degré, du
rang et des singularités a 'infini, des développables isotropes (A) et (B).

En terminant ce chapitre, observons que si le probléme de Monge est, ainsi,
complétement résolu, la solution n’est pas dépourvue d’imaginaires. Bien que ce
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desideratum paraisse aujourd’hui assez oiseux, nous montrerons plus loin comment
on y satisfait par la considération des congruences isotropes.
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CHAPITRE IV.

DES CONGRUENCES ISOTROPES.

Si nous écrivions un traité didactique, nous serions amené a résoudre en ce mo-
ment et par des procédés synthétiques, le probléme de Bjorling, mais il nous parait
préférable de suivre la marche d’invention plus féconde en apercus latérauxr et par
conséquent susceptible, mieux qu’une synthése étroite, de faire apprécier les nom-
breuses attaches géométriques de problémes relatifs aux élassoides. A ce point de
vue, il ne sera pas indifférent, & raison de la nouveauté et de la précision des ré-
sultats, d’indiquer les considérations qui nous ont conduit a I’étude des congruences
1sotropes laquelle fera plus spécialement 'objet de ce chapitre. Nous supprimons
d’ailleurs toute démonstration des résultats étrangers a I’étude proprement dite.

§ 18.

Courbes symétriques par rapport auz plans tangents d’une surface le long d’une
courbe unique, correspondant auzr premieres avec orthogonalité des plans tangents
aux surfaces élémentaires. La courbe unique est asymptotique.

En général, étant données deux surfaces (A) et (B) et une congruence arbitraire
de droites telles que AB, il y a seulement deux paires de lignes (a) et (b) tracées sur
(A) et (B) se correspondant une & une et telles que les plans tangents aux abouts
du segment AB des surfaces gauches élémentaires ayant pour traces sur (A) et (B)
les courbes (a) et (b), soient rectangulaires.

Dans ce qui suit, nous appellerons D la droite instantanée de la congruence et (D)
cette congruence elle-méme.

Si l'on fait réfléchir les rayons D de la congruence sur la surface (A) et que 'on
considére la surface (C) lieu des points C symétriques des points B par rapport
aux plans tangents de (A), les surfaces (A) et (C) donneront lieu comme le couple
(A) (B) a deux paires de courbes (a’) et (¢) correspondantes et telles qu'aux abouts
du segment AC, les plans tangents aux surfaces élémentaires de la congruence (D)
réfléchie [ayant pour traces sur (A) et (C) les courbes (a') et (c)] soient rectangulaires.

En général, les paires de courbes (a) et (a') ne coincident pas. Lorsqu’elles coin-
cident entre elles, elles sont les lignes asymptotiques de la surface (A).



22 ETUDE DES ELASSOIDES

Dans ce cas, la position de la droite BC est définie sans quadrature; les sur-
faces (B) et (C) sont uniques, et il suffit de connaitre la congruence (D) (qui est
particuliére) indépendamment de la surface (B).

La congruence (D) et la congruence réfléchie (D') satisfont & une seule et méme
équation différentielle.

§ 19.

Cas ot les deux congruences symétriques sont formées de normales a des surfaces.
Ce sont des congruences de Dupin.

Si I’on veut qu'une congruence (D) soit satisfaisante [par cette locution, employée
généralement dans ce mémoire, nous entendons qu’un systéme géométrique vérifie les
conditions du probléme dont on s’occupe| et qu’en outre elle soit formée de normales
a des surfaces, le probléme se précise et donne lieu aux remarques suivantes :

1° La droite BC passe par le point de contact du plan d’incidence BAC avec
I’enveloppée qu’il touche constamment ;

2° Les traces (o), (o) sur (A) des paires de développables suivant lesquelles on
peut décomposer les congruences (D) et (D) coincident ;

3% Ces courbes (o) et (o), coincidant entre elles, sont conjuguées. Dés lors, les
congruences (D) et (D') sont des congruences de Dupin ;

4° Enfin, si l'on particularise davantage et qu’on veuille que les surfaces (B)
et (C) soient trajectoires des droites des congruences (D) et (D'), il faut alors que
ces surfaces (B) et (C) soient les deuz nappes d’une enveloppe de sphéres ayant leurs
centres sur (A) et orthogonales a une sphére fize.

Ces résultats, ou figurent a la fois les lignes asymptotiques, les congruences de
Dupin et les surfaces anallagmatiques prétent un véritable intérét a la correspon-
dance par orthogonalité, qui leur donne naissance.

§ 20.

Génération des normales aux surfaces anallagmatiques du quatriéme ordre.

Une application fort élégante de ce qui précede se rapporte a la génération des
surfaces anallagmatiques du quatriéme ordre indiquée par M. Laguerre, dans les
termes suivants :

Si par toutes les droites d’un plan on meéne, & deux quadriques homofocales, deux
plans tangents et que [’on joigne, par une droite, les points de contact, la congruence
formée par les droites de méme génération est aussi formée des mormales a une
surface anallagmatique du quatriéme ordre.

Si nous avons indiqué les résultats précédents, c’est pour montrer comment nous
avons été naturellement amené a 1’étude des congruences isotropes.
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§ 21.

Congruences rencontrant deuz surfaces suivant une infinité de courbes
correspondantes, le long desquelles les plans tangents aux surfaces élémentaires
sont rectangulaires.

Nous avons dit qu’en général, sur deux surfaces (A) et (B) une congruence (D)
découpe seulement deux paires de courbes (a) et (b) telles qu’aux abouts du seg-
ment AB, les plans tangents aux surfaces élémentaires de la congruence soient rec-
tangulaires. Mais il peut arriver, en particulier, qu’il y ait plus de deux paires de
courbes. S’il en est ainsi, il y en a une infinité. C’est ce que nous allons démontrer.

Soient (A) et (B) deux surfaces (arbitraires jusqu’a nouvel ordre), soit D la droite
d’une congruence (D) joignant les points correspondants A, B. Si, par les milieux
des segments AB, on éléve des plans perpendiculaires aux cordes AB, ils toucheront
une certaine surface (O) que nous prendrons pour surface de référence. Méme, pour
simplifier les calculs, nous supposerons que les lignes coordonnées (u), (v) sont les
lignes de courbure de (O).

&, m, € étant les coordonnées instantanées du point A,
&, n, —( seront les coordonnées instantanées du point B.

Si I'on suit, sur (O), une ligne satisfaisante (c’est-a-dire telle que les plans tan-
gents a la surface élémentaire engendrée par D soient rectangulaires en A et B), on
aura

AYp — AYp

1 _
TAX, — AXp

0.
En effet, si 6 désigne ’angle du plan tangent en A, & la surface élémentaire, avec
le plan ZOX, on a manifestement

tgl = ——,
877 AX,

AXp et AY 5 ayant les valeurs déduites des formules (1), lorsque I'on particularise les

axes en supposant que (u) et (v) soient lignes de courbure, c’est-a-dire en annulant D.

Par conséquent, on suivra sur (O) une ligne satisfaisante si

e df ¢ dg \1> 22,9

dy  dg dy df \1* 9.2, 9
+{dv(g+%+M)+du<%—mf)} —QC dU

Equation du second degré en Z_Z’ comme nous l'avions annoncée. Dans la question

qui nous occupe, cette équation doit étre identique et alors, suivant toutes les di-
rections, les plans tangents aux surfaces élémentaires, aux abouts des segments AB,
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sont rectangulaires. Pour que ces circonstances se réalisent, il faut écrire

d d d d
f_|__§_|__f77 _n__f
P du__gdv_ _  du gdv” (4)
dv  fdu dv  fdu

en méme temps que :

e df \* (dn df \*
(fm*m") *(%‘m)

systéme qui se réduit a trois équations.

§ 22.

Equation des foyers et plans principaux d’une congruence formée de droites
paralléles aux normales de la surface de référence.

Pour interpréter les relations précédentes, il faut établir les équations des foyers
et des plans principaux de la congruence (D).

Conformément a ce qui a été dit ci-dessus, le plan tangent a la surface élémen-
taire, en un point de D dont 'ordonnée ( peut étre différente du ¢ du point A, est

défini par la relation
d d d d
dv (g+—n+—g§+QC) + du (ﬁ——f )

dv  fdu gdv
tg@z )
dg  df d§  dg
S Y oaap = 24
du<f+du+gdv?7+ C)—l—dv(dv fdun

ou # est 'angle de ce plan et du plan ZOX.

On sait que les plans principaux sont tangents a toutes les surfaces élémentaires,
aux foyers; on obtiendra donc les valeurs de tg#, afférentes aux plans principaux,
et les valeurs de (, afférentes aux foyers, en écrivant que I’équation précédente est
indépendante de du, dv.

Le procédé est général : nous I'appliquerons a chaque instant dans ce qui suivra,
mais sans revenir sur sa justification.
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On trouve ainsi, pour I’équation des points principauz

2,(d5 dg )
d d d d
—tge{P(ngd—Zqu—iLg)—Q(Hintg%)] =0 (6)
dn df
“la ra] J

et pour I’équation donnant les Z des foyers

2 dn  dg ¢ df )
PQZ +Z{P(g+%+M§>+Q<f+@+g% )]
¢ df dn  dg B
+(f+@+ﬁ77)<g+%+%§> =0. (7)
d§¢  dg dn  df
(@ 7a) (@ 2ad) )

Deés lors, si Z1 et Zg sont les Z des deux foyers, on a toujours
d d d d
PQ-Zy-7Z9 = <f+_£_|__f77) <g+_77+_g§)
du  gdv v U
dg — dg dn  df ¢
dv f du'') \du gdv> )
Si 'on revient au probléme, on trouve, en tenant compte des équations (4) et (5)

7179 = +(2,

premiére relation qui a lieu dans tous les cas. Faisons maintenant les deux hypotheses
sur le signe.

§ 23.

La congruence peut étre formée de normales a une surface ; les surfaces d’about
sont les surfaces focales.

Premiere hypothése : mettons le signe — devant % ; il vient alors :

¢ dg dn df \ .
P(%‘W)‘Q(@‘Mf)—o’
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mais, si 01 et 6o caractérisent les deux plans tangents principaux, I’équation (6)
rapprochée de la précédente, montre que celle-ci équivaut a la relation

1+4+tghy -tghy = 0.

En conséquence, dans ce cas, la congruence est formée des normales a une famille
de surfaces.
On a d’ailleurs en méme temps

dn  dg ¢ df '\
P<g+%+m )—FQ(f—i-@—l—gmn)—O

Cette relation, rapprochée de 'équation (7), conduit & écrire
71+ 729 = 0.

Comme on a en méme temps

Znly =~

Les deux surfaces d’about (A) et (B) sont les deux surfaces focales de la congru-
ence.

En effet, quelles que soient les surfaces élémentaires isolées dans une congruence
de normales, les plans tangents aux foyers sont rectangulaires.

§ 24.

La congruence est isotrope.

Deuxieme hypothése : mettons le signe + devant %, nous avons alors les deux

¢ dg dn  df B
P<%_%”)+Q(@_M>_

0
Q(f_i_ﬁ_i_in)_]?(g_i_d_n_'_ﬂ):o’
du  gdv v u

équations

en vertu desquelles I’équation des plans principaux se réduit a
tg2 0+1=0,
a moins que 1’on n’ait
d d d d,
dv  fdu du  gdv
si cette particularité se réalisait, ’équation (6) serait entiérement indéterminée ; par
conséquent la congruence serait formée de droites paralléles ou concourantes.
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Ecartant cette derniére hypothése, on voit que les plans principauz de la congru-
ence sont isotropes. Par conséquent la congruence est isotrope, c’est-a-dire qu’elle a
pour focales deux développables isotropes.

On trouve, immédiatement, que les foyers de la congruence sont donnés par
I’équation

dn ~ dg g dg

ils sont naturellement imaginaires.

Si l'on désigne par [ la distance du pied M de la droite D au milieu du segment
focal, et par mv/—1 la valeur du demi-segment focal, on trouve

dn dg d§ df
_J g+dv+fdu _f+du+gdv77
= a = 5 ,
ag _ dg_ dn _ df
_dv fdu _du gdv
m = Q = P ;
on en conclut
¢ =1 +mk
§ 25.

Sur une congruence isotrope les points des surfaces d’about sont conjugués par
rapport auz foyers.

I importe de définir complétement les surfaces d’about (A) et (B) par rapport
a la congruence isotrope.

L’équation précédente (sil'on désigne par F le milieu du segment focal) équivaut
a la relation

FA -FB = —m?.
On peut dés lors énoncer cette propriété, qui nous parait importante :

Sur les droites d’une congruence isotrope, les points correspondants de deux sur-
faces d’about sont conjugués harmoniques par rapport aux foyers de la congruence.

Nous désignons par surfaces d’about, pour abréger, les surfaces (A) et (B) jouis-
sant de la propriété de se correspondre par orthogonalité des plans tangents des
surfaces élémentaires de la congruence, aux abouts des segments tels que AB.

On voit aussi que les surfaces d’about sont transformées 'une de l'autre par
une loi analogue a celle des figures inverses (transformation par rayons vecteurs
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réciproques) et que, quelle que soit la congruence isotrope choisie, l'une des surfaces
est arbitraire.

Pour donner dés I’'abord un exemple des calculs habituels de la périmorphie et
pour mettre en évidence un résultat trés-général, nous allons montrer comment,
lorsqu’on se donne arbitrairement la surface de référence (O) définie comme ’enve-
loppée des plans moyens perpendiculaires aux segments AB joignant les points de
surfaces d’about inconnues, celles-ci peuvent étre déterminées.

§ 26.

L’enveloppée moyenne d’une congruence isotrope est un €élassoide.

Ce probléme serait identique & la recherche de toutes les congruences isotropes
dont on ferait correspondre les droites par parallélisme aux normales de la surface
de référence prise arbitrairement.

A T’aide des valeurs de [ et m, on peut écrire

dn dg dn df
_8 o1 49 Y py, -
dv Qg+ fduf’ du m gdvg’
¢ df d¢ dg
du _Pl+f+gdvn’ dv Qm fdun’

et rien n’empéche de prendre pour variables principales [ et m. Exprimant que les
d?¢

d277
1
deux valeurs de R et de T

sont égales individuellement et, tenant compte des
U
équations de Codazzi (3), il vient simplement :

d dm
g_P_du_M’
A dm
T=Qdv  Pdu

mais il importe de particulariser, afin de mettre en lumiére, sans effort, la propriété
capitale des congruences isotropes.

Puisque la surface de référence est arbitraire par rapport a la congruence iso-
trope (D), elle peut coincider avec I’ enveloppée moyenne de la congruence (voir § 2),
on réalisera cette hypothése en annulant [. Il vient alors :

dm
6 - _®7

dm
’]’/:

Pdu’
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avec :
dn dg dn df
__:g+_7 5 = TS
dv fdu du gdv
dg df g dg
du_f+gdv dw " fdu"”

Substituant les valeurs de € et n dans les quatre équations différentielles, on trouve

?m  1dPdZ 1dQdZ )

du dv Pdv@_édudv—ﬂg—_

d dZ. dP dZ
— + P7Z = 8
du (Pdu) Q2 dv dv 0 (8)
d [ dz iQ dz
“ 7 —

(de> Praudy T 20 ,

Les deux premiéres équations entrainant la relation

fQ+gP =0,

on voit, d’apres la signification de P et Q (§ 4), que la surface de référence est a
courbure moyenne nulle.

Ainsi se trouve établie cette proposition, capitale dans notre étude : L’enveloppée
moyenne, d’une congruence isotrope, est un élassoide.

Avant d’aborder la résolution du groupe d’équations (8), établissons deux nou-
velles propriétés essentielles des congruences isotropes.

§ 27.

La recherche des congruences isotropes est ramenée a celle des réseaux
1sométriques orthogonaux de la sphere.

Particularisons différemment la surface de référence, en admettant qu’elle coin-
cide avec une sphére. Dans ce cas le réseau (u, v) sera formé d’un réseau orthogonal
arbitraire, et rien ne s’oppose a ce que nous le choisissions tel que les droites D
soient, & chaque instant, situées dans le plan ZOX ; ces hypothéses seront réalisées,
si l'on fait (*)

f=a-P, g=a-Q.
n=0.

(*) a étant le rayon de la sphere.



30 ETUDE DES ELASSOIDES

L’équation donnant la variation du plan tangent le long d’une droite D apparte-
nant & une surface élémentaire devient, en appelant p la longueur ¢ + a comptée a
partir du centre de la sphére

du(fp%—%)—i—di)-%

df

tgl = a7 )
—duM &+ dv (gp + %f)

L’équation des plans principaux devient

2y o df dE dg [\ dE
tge'gfgdv_'—tgg(fdu_fgdug)—i_gdv_o'

Si la congruence (D) est isotrope, cette équation devra se réduire a

tg?0 41 =0.
Il faut donc que
d§ _ dg
Edu  gdu’
s df
Edv  fdv
on doit, en conséquence, avoir
E=f=9=2A

et le carré de I'élément linéaire de la sphére peut s’écrire
ds? = N2(du® + dv?).

Ainsi la recherche des congruences isotropes est ramenée & celle des réseaux
isométriques sphériques.

Soit tracé, sur une sphére, un réseau isométrique arbitraire, que sur les tangentes
aux courbes de l'une des familles on porte, a partir des points de contact, des seg-
ments égaux aux valeurs de X en ces points; que, par les extrémités des segments,
on mene des droites paralleles aux normales de la sphere, ces droites engendreront
une congruence isotrope.

Le probléme de I'intégration des réseaux isométriques sphériques a été résolu par
M. Liouville; on devra donc, de toute facon, trouver l'intégrale générale explicite
des congruences isotropes ou des élassoides.
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§ 28.

Pour une congruence isotrope le paramétre de distribution est fonction de droite, et
toutes les lignes de striction sont situées sur une surface unique.

Mais revenons a I’équation de la surface élémentaire. Sur chacune des droites D,
d’une surface élémentaire, existe un point central dont le lieu est appelé la ligne de
striction de la surface élémentaire; le plan tangent a la surface au point central,
dit le plan central, est perpendiculaire au plan tangent a [’infini. Enfin, il y a lieu
de considérer ce que M. Chasles a défini paramétre de distribution ; par abréviation
nous le nommerons parameétre. On sait qu’en un point de la droite, distant de x
du point central, le plan tangent fait, avec le plan central, un angle w défini par
I’équation

r=7p-tgw,

ol p représente la valeur du parameétre.
L’équation de la surface élémentaire doit s’écrire

d\ d\
du (/\p—l—@) —l—%-dv

d\ d\\
—du - %—l—dv ()\p+@)

tgl =

Le plan tangent a l'infini s’obtient en faisant p infini, on a donc :

du

et le plan central lui étant perpendiculaire, on doit avoir pour le déterminer

d\ d\
du ()\pc—i-—) +—-dv

tg 0, — du dv _ d_v .
—du - @ + dv <)\pc + @) du
dv du
Par conséquent, on déduit :
o dA
Pc = “Ndu

et si I'on introduit tg 6. ainsi que p. dans I’équation de la surface élémentaire, on
trouve

d\  tgh —tgb.
Adv1+tgh-tgh.
On voit donc que le paramétre a pour valeur

J— dA .
Adv’

P — Pc=

p:
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mais un fait capital résulte de cette analyse :

1° Pour toutes les surfaces élémentaires possibles, contenant une droite D, le
parametre est le méme.

2° Le lieu des lignes de striction de toutes les surfaces élémentaires est une
surface.

Il est clair que la position du point central et la valeur du paramétre étant
imwvariantes sur chaque droite D, sont liées aux éléments focaux.

Cherchons I'équation des foyers, elle se réduit ici a

A, A
P= " Ndu ™ "Ndv

On voit donc qu’il y a lieu d’énoncer les propriétés suivantes :

Etant donnée une congruence isotrope,

1° Toutes les lignes de striction des surfaces élémentaires sont situées sur la
surface moyenne de la congruence (voir § 2).

2° Sur chaque droite de la congruence le demi-segment focal est égal au produit,
par v/—1, du parameétre de toutes les surfaces €lémentaires contenant la droite.

§ 29.

Valeur du parameétre d’une congruence isotrope en fonction du segment focal.

Il importe de mettre hors de doute que si, inversement, on trouve une congruence
ou les lignes de striction de toutes les surfaces élémentaires possibles soient situées
sur une surface, cette congruence est isotrope.

L’équation (p), se rapportant & une congruence arbitraire, montre que la condi-
tion précitée sera réalisée si I’équation en p afférente au point central, est indépen-
dante de dv et du.

Cette équation s’obtient, comme tout a I’heure, en écrivant

dg dg
gdv du (fpc—f-%)-i—dU%

Cfdu df dg \
—dugmf +dv (gpc + %E>

Pour qu’elle soit identique en du et dv :

df _ dg
fdv— gdv’
dg _ d
gdu — €du’

dg

pc:_fdu'
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Les deux premiéres équations caractérisent la congruence isotrope, comme nous
I’avons montré au § 27.
L’invariabilité du parameétre nécessite aussi que la congruence soit isotrope.

§ 30.

Diagramme d’une congruence isotrope imaginé par M. Mannheim.

Il n’est pas inutile de rapprocher ce qui précéde d’un élégant diagramme imaginé
par M. Mannheim, pour représenter le déplacement du point central et la variation
du parameétre de distribution sur une droite D d’une congruence, lorsqu’on envi-
sage toutes les surfaces ¢lémentaires contenant la droite (voir Journal de Liouville,
2¢ série, t. XVII, 1872, page 123).

M. Mannheim énonce ainsi la propriété :

«St dans un plan passant par un rayon d’un pinceau on porte, sur des perpendi-
culaires a ce rayon élevées des points centraux des surfaces élémentaires et a partir
de ces points, des longueurs égales aux parametres de distribution de ces surfaces,
les extrémités des longueurs ainst portées sont sur une circonférence C passant par
les foyers du rayon.»

Chaque droite d’une congruence comporte ainsi un diagramme particulier. Dans
I’espéce qui nous occupe, la projection du cercle-diagramme sur la droite D doit étre
nulle ; par conséquent le cercle se réduit & un point, et ’on voit immédiatement que
la distance de ce point a la droite D est la valeur invariante du parameétre.

Nous abandonnerons pour un moment la voie qui s’ouvre pour I’étude des élas-
soides dans la considération des réseaux sphériques isométriques. Il importe avant
tout de préciser la connexité des problemes de recherche d’un élassoide et d’une
congruence isotrope.
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CHAPITRE V.

CONCRUENCES ISOTROPES DONNANT LIEU AU MEME ELASSOIDE.

§ 31.

Muise en équation du probleme de la recherche de toutes les congruences isotropes
donnant lieu au méme élassoide moyen.

Nous avons montré que ’enveloppée moyenne d’une congruence isotrope est un
élassoide. Inversement, étant donné un élassoide, comment trouver les congruences
isotropes génératrices 7 Tel sera le probléme dont ce chapitre donnera la solution.

Prenons pour surface de référence 1’élassoide donné, et choisissons pour réseau
(u,v) celui des lignes asymptotiques, qui est rectangulaire. Les équations de Codazzi
(3) simplifiées par la disparition de P et de Q, qui sont nuls, deviennent :

dD dg
— 4+ 2—=D =
gdu + du 0,
#
—+2—D =0.
f + dv

NN
fgD (fdu) * dv <gdv) )

Les deux premiéres entrainent

ou U et V sont des fonctions arbitraires de u et v, mais le carré de I’élément linéaire
étant de la forme
Udu?®  Vdv?
+ )
D D
on peut toujours particulariser les variables u et v de telle facon que U et V soient
égales a I'unité. Alors

ds? =

[N

f=g9g=D"
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et la troisiéme équation de Codazzi devient

d*logD  d*logD

2D +
du? dv?

Ceci posé si € et n sont les coordonnées instantanées d'une droite D de la con-
gruence, ’équation de la surface élémentaire sera, comme d’habitude :

d d d d
dv g+—n+—g§ + du —”——fg—ng
tg — dv  fdu du gdv
a g | df d§  dg '
du {f—i—du—l—gdvn}dev {dv fdun gD¢
Posant :
dn  dg / g df
M=gt+ Ay Y wW=rsS Y
g+dv+fdu£’ f+du+gdvn’
dn  df ,_dg dg
N=Y_ Y =Y
du gd’ug’ dv fdun’

on trouve, pour I’équation des plans principaux :
—tg?0 - DM’ + tg#(gDN — fDN') + fD - M = 0;
pour ’équation des ordonnées des foyers :
—¢2fgD? 4+ ¢(fDN’ 4 gDN) + MM’ — NN’ = 0.
Ecrivant que la congruence est isotrope, on obtient :

gN — fN' =0,
fM 4 gM = 0.

Si la surface de référence est ’enveloppée moyenne, dans 1’équation en ¢, le terme
du premier degré disparait ; par conséquent

N 4+ gN = 0.
En outre, les foyers seront déterminés par ’équation
+v/~1-(fgD = fM = —gM";
et cette double relation, jointe a la suivante,
N=N=0

régit tout le probléeme.
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Mais, d’apres ce qui a été établi au § 28, si p désigne le parameétre de la droite D,

on a en valeur absolue,
C =V _]-p7

par conséquent les équations du probléme se réduisent au systéme

N=N =0,
M M/
pD ===,
g f
qui, développé, aprés substitution, devient :
¢ df ¢ dg
&S Y Dp=0  —— "2 p=0
f+du+gdvn+f P=% w fdu ’
dn  dg dn  df
. —_ D g _—— pr—
g—i_dv—kfdu5 9bp =10, du gdv 0
§ 32.

Réduction des équations a un systéme canonique.

) d2¢ . 427
Egalant les deux valeurs de Tudy Puis de Tude’ 0 tenant compte des valeurs
de f et g en D, on trouve

_1dp

= D 2 -,

¢ du

_1dp

s —D 2 —’

1 dv

puis, substituant ces valeurs dans les équations du probléme, on obtient le nouveau

systéme.

d?p  dD dp dD dp )
1l+—= - — .24 = T iDp=0
T 92 Ddu du  Ddv dw P
d? dD d dD d
_ap N . s e} (10)

W+2de dv  2Ddu du
d?p dD dp dD dp

dudv 2Ddu dv 2Ddv du

Nous dirons que le probléme est rendu canonique, en ce sens que les inconnues
¢ et n sont données explicitement en fonction des paramétres p et D et de leurs

dérivées.
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Pour résoudre cet ensemble d’équations (10) complété par I’équation de Codazzi
en D, non identique, nous poserons

u+v—-1-v=uz,
u—v-—-1l-v=y,

x et y étant les coordonnées symétriques imaginaires habituelles. Le groupe se trans-
forme ainsi :

D d?logD )
D &lgD _
2 dx dy
D d2
_.p+ Z):O7
2 dx dy (11)
1+d2p_dp b _
2 da?2 dr Ddzx
1 d%p dp dD
2 dy? dy Ddy )

§ 33.

Intégration des équations.

La premiére équation a été intégrée par M. Liouville (Notes.—Application de
Uanalyse a la géométrie) ; elle donne :

D 2X"Y’

2 (X+Y)%

X et Y désignant deux fonctions arbitraires, I'une de z 'autre de y, X’ et Y’ désignant
les dérivées de ces quantités par rapport a x et y.

La seconde équation a été intégrée par M. Moutard, dans un trés-beau mémoire
publi¢ dans le XLV® cahier du Journal de I’Ecole polytechnique (page 5).

X1, Y désignant deux nouvelles fonctions arbitraires, la valeur la plus générale
de p est :
XYY

Il s’agit maintenant de déterminer X et Y de telle facon, que les deux derniéres
équations du groupe (10) soient vérifiées. Effectuant la substitution, on obtient les

deux équations définitives
(Y XX
X/ X\x)) 7

1

D

1Y oy vy
§+<?> —v(v) =0,

X| Yy  Xi+Y
p= 2L 1,81+ Yl
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qui, dans tous les cas, sont ramenées aux quadratures.

En somme, le carré de I’élément linéaire d’un élassoide étant mis sous la forme
dS? = DY du® + dv?) = D71 - da dy,

les coordonnées instantanées d’une droite de congruence isotrope satisfaisante auront
pour valeurs

_1dp _1dp
:D 2 —— :—D 2 —
5 du’ 7] dv’ \
ou
Xy
(X +Y)%’
X] Y 2Xy+Yy)
s RS N LY 12
P=<r Ty XTIy (12)
avec
d
Xlz—/de’/dxX’/2—;g,+aX2+bX+c,

d
Y1:—/de’/de’/z—g,+a’Y2+b’Y+c’, )

ot a,b,c,a’, b, c, sont six constantes arbitraires introduites par les intégrations suc-
cessives.

Il résulte de cette analyse qu’un €élassoide donné est [’enveloppée moyenne d’une
infinité de congruences isotropes.

§ 34.

Construction géométrique de toutes les congruences isotropes satisfaisantes a l’aide
de l'une d’entre elles.

Nous terminerons ce chapitre en montrant comment on peut déduire, d'une con-
gruence isotrope donnée, par une construction géométrique, toutes les congruences
isotropes satisfaisantes. La liaison de cette infinité de congruences est définie ana-
lytiquement par les équations (12) ; mais la loi géométrique fort remarquable qui la
régit, ne saurait s’en déduire aisément. On y parvient, au contraire, sans difficulté
en remontant aux équations (10).
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Supposons que pj et py soient deux valeurs de p satisfaisantes, c’est-a-dire don-
nant lieu & deux congruences isotropes admettant pour enveloppée moyenne la sur-
face de référence. &1, 11, &2, 19 étant les coordonnées instantanées des droites D1,
D9 correspondantes, nous aurons

§=8&—&1 =

—1 (dpa dpy
ps (2
<du du)

—= 2 —

(13)

en désignant par 7 la différence pg — p1 ; chacune de ces quantités py et py vérifiant
les équations (10), 7 vérifiera le groupe que voici :

d2—7r——dD d—ﬂ —dD d—W-I—Dﬂ—O N
du?2 2Ddu du 2Ddv dv S
d?2r  dD dr  dD dr
- - - = .= 4 D= 14
2 3Ddv do ToDdu du TP (14)
¢ dD dr  dD dr _
dudv 2Ddu dv 2Ddv du 7

Ceci posé, soient &, 7, ¢ les coordonnées instantanées d’un point O’ d’un élassoide
identique & 1’élassoide de référence, et transporté parallélement & lui-méme dans
'espace. Il est clair que le segment OO’ est constant en grandeur et en direction ;
par conséquent, on doit avoir, quels que soient du et dv :

AXO' = fdu,
AYO' = gdv,
AZO' = 0.

Il faut, par conséquent, que les équations (1) donnent :

as
du
d§
dv
dn
du

dg

d ~ dnp  dg .
gdv _dv+fdu€_0’
dg
&S, gDC=0
fdun gD¢ =0,
df
g s~ IPe=0,
gdv
d
——i—fDn:—C—i-ng:O.
dv

du
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Tenant compte des valeurs de f et de g en fonction de D, le groupe précédent se
ramene au groupe canonique que Vvoici :

_1d(¢

= —D 2 —
5 d’U,
_1d¢

= —D 2 —
n du,

complété par trois équations ne différant, de celles du groupe (14), que par le chan-
gement de 7 en (.
Les deux problémes analytiques seront donc identifiés en posant

52772_7]1’
n=—(&— &),
(=m.

De 14 résulte cette transformation géométrique des congruences isotropes satis-
faisantes :

Soit D une droite d’une congruence isotrope (D) : transportons-la dans [’espace,
paralléelement a elle-méme, suivant une direction toujours la méme, et d’une quantité
constante, nous obtiendrons ainsi une nouvelle congruence (D) superposable a (D).
Que l'on fasse tourner chaque droite D' de 5 autour de la droite D correspondante,
on engendrera une nouvelle congruence (D"). Cette nouvelle congruence (D") sera
isotrope, elle sera satisfaisante comme (D).

La transformation précédente donne, de la fagon la plus générale, avec trois con-
stantes arbitraires distinctes, toutes les congruences isotropes satisfaisantes dérivées
de I'une d’entre elles. Les six constantes du groupe (12) ne sont donc pas distinctes.

En définitive, adoptant une notation trés-expressive qui est admise aujourd’hui,
nous dirons :

Il existe 0o® congruences isotropes distinctes admettant le méme élassoide pour

enveloppée moyenne. FElles se déduisent de 'une d’entre elles par un procédé ciné-
matique; a un moment déterminé, tous les parametres de ces congruences différent
entre eur des mémes quantités que les distances de tous les points fixes de l’espace
au plan moyen commun.
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CHAPITRE VI.

GENERATION D’UNE CONGRUENCE ISOTROPE ET DE SON
ENVELOPPEE MOYENNE ELASSOIDE.

Nous avons ramené la recherche des élassoides a celle des congruences isotropes;
il est vrai que cette seconde recherche conduit a considérer comme différentes des
congruences donnant lieu au méme élassoide, mais, a I'inverse, une congruence consi-
dérée donne également naissance a une infinité d’élassoides. Pour le moment, il
importe d’observer que la recherche des élassoides algébriques est ramenée a celle
d’autant de surfaces réglées algébriques.

§ 35.

Une congruence isotrope est définie par une surface élémentaire.

Il est facile de voir qu'une surface gauche, réglée, considérée comme surface
élémentaire d'une congruence isotrope, détermine entiérement cette congruence.

Que 'on considére en effet tous les plans isotropes menés par les génératrices de
la surface réglée, ces plans auront pour enveloppes deux développables isotropes;
car, par chaque génératrice on pourra, en général, mener deux plans isotropes. Ces
deux développables peuvent étre considérées comme les focales d’une congruence
isotrope dont la surface réglée originelle sera surface élémentaire.

Les opérations que nous venons de relater sont toutes algébriques; on est donc
en droit de conclure que I'enveloppée moyenne de la congruence sera algébrique si
la surface gauche originelle est algébrique.

Mais avant de poursuivre, dans la voie qui s’ouvre ainsi, la solution du probléme
mis au concours par I’Académie, nous devons préciser les relations de I'enveloppée
moyenne élassoide (que pour abréger nous appellerons dorénavant 1’élassoide moyen)
avec la congruence isotrope génératrice.

En outre, les congruences isotropes conduisant a une construction tangentielle
des élassoides, il conviendra d’en déduire une génération ponctuelle. Telles seront
les questions dont nous traiterons dans ce chapitre.
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§ 36.

Calcul des éléments de [’élassoide moyen quand on se donne une seule surface
élémentaire.

Etant donnée une surface réglée élémentaire (d), si par chacun des points cen-
traux on éléve des plans perpendiculaires aux génératrices, ces plans envelopperont
une surface développable circonscrite a 1’élassoide moyen; il faut tout d’abord dé-
terminer quelle sera la courbe de contact de la développable et de 1’élassoide.

Considérons un point M pris arbitrairement sur chacune des droites D de la
congruence et voyons ce que deviennent les formules (1) lorsqu’on prend pour surface
de référence 1’élassoide moyen, dans les conditions spécifiées au chapitre précédent.
On a pour les coordonnées instantanées & et n

p:¥ - _p:
£= du’ g dv’

¢ est arbitraire.
Si 'on tient compte des relations

les formules (1) deviennent

p dD dp dD dp
AX =duD72 (1 —
B ( * du? 2D du du * 2D dv dv
L d3p dD dp  dD dp
D~ —— — D
FdvD (dudv 2D dv du 2D du dv C) :
f d2p dD dp ~ dD dp
AY = duD~ — -D
e ( dudv 2D du dv * 2D dv du C)
1 d?p  dD dp dD dp
dvD72 (11— &P ap
T ( dv? " 2Ddv dv " 2Ddu du)

_de dp dc
AZ_du<du dv>+d (dv du)

Mais, si I’on tient compte des équations (10), il vient

[

AX = —D2(pdu + ( dv),
AY = Dz(pdv + ( du), (15)

¢ dp d¢
AZ = — - —
du (du dv) v (dv du)
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En particulier s’il s’agit du point central M on a :

AXy = —D%pdu,
1
AYy = Dzpdo, (16)

dp dp

Lorsqu’on isolera, dans la congruence, une surface élémentaire, on suivra sur
I’élassoide un certain chemin caractérisé par les accroissements du, dv des para-
métres, et ce chemin sera précisément la courbe de contact cherchée.

Pour déterminer le point de contact O, alors qu’on ne dispose que de la surface
élémentaire (d), il faudra connaitre, dans le plan central, deux droites s’y rencon-
trant.

Deux plans centraux consécutifs se couperont suivant une droite passant en O,
direction conjuguée sur ’élassoide, de la tangente a la courbe de contact cherchée. On
peut considérer cette caractéristique du plan central comme connue, car elle résulte
directement des éléments de la surface élémentaire ; ce sera une droite satisfaisante.

Cherchons a déterminer la droite OM. Le plan passant par la droite D et par OM
sera tangent & la surface élémentaire en un point défini par la hauteur ¢’ ; mais, dans
I'espéce, ’équation donnant la variation des plans tangents le long de D devient [en
désignant par 6 'angle du plan tangent au point (7 () avec le plan ZOX]

AY _pdv—(du
AX  pdu+Cdv’

tgh =

nous exprimerons que ce plan passe par O en écrivant

dp
I A
§ d_p pdu+ ¢ dv

du

Conséquemment

d d d d
¢! Lo+ L dy =p S ;
du dv U v

mais le groupe (16) montre que cette équation peut s’écrire
(' Ap=p-AZy.

D’un autre coté, puisque M est le point central, si w désigne ’angle du plan NMO
avec le plan central, tangent en M a la surface élémentaire :

(' =ptgw,



46 ETUDE DES ELASSOIDES

on a donc, en somme
AZy\
tgw = —, 17
8 Ap (17)
Ap est I'accroissement du paramétre de distribution quand on passe de la généra-
trice D a la génératrice infiniment voisine ; AZy; n’est autre chose que la projection
de I’arc infiniment petit de la ligne de striction sur la génératrice D. On voit donc que

le plan OMN est entiérement défini a ’aide des éléments de la surface élémentaire.

§ 37.

Construction des éléments de [’élassoide moyen a l'aide de ceux d’une surface
élémentaire.

Si le calcul qui précéde est utile (surtout lorsque 1'on particularise la surface
élémentaire), il ne conduit pas & une construction purement géométrique du point
de contact. Pour 'obtenir, portons, de part et d’autre du point central, sur la gé-
nératrice D, un segment égal & p; les extrémités de ces segments seront situées sur
deux courbes (p) et (p’) que 'on peut supposer tracées sur la surface élémentaire (d).
Cherchons a déterminer les équations des plans normaux a ces courbes, aux points P
et P/, situés sur D. On a pour le point P, par exemple, situé au-dessus du plan XOY

AXy = —D%p(du + dv),
AY, = Dip(dv — du),

d d
AZp:du<—p——p>+dv

b dp
du dv dv  du)’

(X = &AXy + (Y = n)AYp + (Z — O)AZy =0,

Mais I’équation du plan normal étant

devient, aprés substitution,

1 1 d d
—XDz(du + dv) + YD2(dv — du) + Z LT‘];U(du + dv) + p—f;v(dv — du)] = 0.
Pour obtenir ’équation du plan normal en P’, il faudrait opérer semblablement sur
les valeurs de AXP’, etc., on trouve

1 1 dp dp
XDz (dv —du) + YD2(du + dv) +Z | —(dv — du) — ——(du + dv)| = 0.
(o = )+ YD+ o) +2 | (o da) )
On voit 1° que les deux plans normauz, auz courbes (P) et (P'), passent par le
point de contact O.
2° Que ces plans normauz coupent le plan moyen suivant deux droites rectangu-
laires inclinées a 45° sur la caractéristique.
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§ 38.

L’¢élassoide moyen est le lieu des milieur des cordes rencontrant les arétes de
rebroussement des développables focales de la congruence isotrope.

On pourra, de la sorte, connaissant une surface élémentaire de la congruence,
déterminer le contour suivant lequel les plans moyens touchent 1’élassoide ; mais il
est nécessaire de trouver une construction ponctuelle, dépendant des développables
isotropes, focales de la congruence, afin d’obtenir une détermination indépendante
des surfaces élémentaires prises isolément. A cet effet, il convient de rechercher les
génératrices des développables isotropes qui rencontrent la droite D, et, sur ces
génératrices, les points appartenant aux arétes de rebroussement.

Les développables isotropes sont, en somme, les enveloppes des plans isotropes
passant par D, plans dont les équations peuvent s’écrire

(Y —n)£X-§v-1=0,
ou, si l'on veut :
d d
Y+ 24 (x-p %) yI=0 (18)
dv du

si 'on suit la surface élémentaire (u et v croissant de du, dv) les équations des plans
isotropes nouveaux, considérés dans la seconde position du triedre OX'Y’Z’, seront

Y —np—An+t (X —¢&—-A6V-1=0.

Les équations (2) donnent (et nous entrons dans le détail de ces calculs, courants
en périmorphie, parce que c’est la premiére fois que nous y avons recours dans ce
mémoire)

1 dD dD L
L - 1
X' =-D 2du+X+Y(~I—2dedu 2Ddudv)+ZD2dv,
1 dD dD 1 (19)
I _ _
Y' = -D 2dv+X(+2Ddudv 2dedu)+Y+ZD2du,
7/ = —XD? dv — YD? du + Z. )

On en déduit sans difficulté [en tenant compte de (18)| pour les équations des ca-
ractéristiques des plans isotropes

7 4+ pv/—1=0.

C’est 14 une simple vérification, car on savait que ces caractéristiques passent par les
foyers situés sur D, lesquels sont précisément déterminés par 1’équation précédente
en 7Z; quant a 'orthogonalité des génératrices des développables isotropes et de la
droite D qui les rencontre, elle résultait du lemme suivant, établi par Poncelet.
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Dans un plan, si deuz droites OA, OB sont rectangulaires, elles rencontrent la
droite de linfini en deux points A et B harmoniques conjugués par rapport aux
ombilics 1 et J.

Lorsque le plan considéré est isotrope, toute droite OB qu’il contient est ortho-
gonale aux droites isotropes ; en effet, dans ce cas, les points I et J coincident avec le
point A. C’est pourquoi nous pouvons dire que, dans un plan isotrope, toute droite
du plan est orthogonale a la direction isotrope unique de ce plan.

Ceci posé, cherchons, sur les génératrices des développables isotropes, les points
appartenant aux arétes de rebroussement. Rappelons tout d’abord que, si des plans
passent par les diverses génératrices d’une surface gauche, la caractéristique d’un
plan rencontre la génératrice contenue dans le plan, au point ou celui-ci touche la
surface réglée. Dans le cas ou la surface est développable, le point de rencontre
appartient a ’aréte de rebroussement.

Dans le cas qui nous occupe, les plans
Z=+pV—1
ont des caractéristiques contenues dans les plans
7' = +(p+ Ap)vV-1,

ou d’aprés (19)

Il
o

d d
Xdv+Ydu+t+v-—1 (—pdu—i— —pdu) D_%
du dv

soit en éliminant le symbole ++/—1

1
D3 /d d
Xdv+Ydu+7 Lo+ 2Law) =o.
P du dv

Comme les points cherchés sont les mémes, quels que soient du et dv, on voit qu’ils
sont déterminés par les équations

d .
P _yizp:- 2 o,

X +ZD 2 -
* dev pdu

Ainsi les points de contact, avec les arétes de rebroussement des génératrices
des développables rencontrant D, sont situés sur une droite passant par le point de
contact O. D’un autre co6té, comme les deux génératrices sont situées dans des plans
paralléles au plan moyen, on voit que :

L’¢élassoide moyen est le lieu des milieux des cordes rencontrant les arétes de
rebroussement des deux développables isotropes focales de la congruence.
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Nous retrouvons ainsi la construction ponctuelle des élassoides, établie synthé-
tiquement au § 14.
En fait, constatant que les plans représentés par

Z = +tpv—-1

enveloppent des courbes de longueur nulle, et non des surfaces, nous avions trouvé
la génération ponctuelle des élassoides que M. Sophus Lie a publiée avant nous.
Nous aurons ’occasion, plus loin, de vérifier que les arétes de rebroussement des
développables isotropes sont bien des lignes de longueur nulle.
Pour le moment, voyons a déduire des conséquences des résultats établis dans ce
chapitre.
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CHAPITRE VII.
CONSEQUENCES RELATIVES A UN ELASSOIDE CONSIDERE
ISOLEMENT.

§ 39.

Construction de tous les couples de lignes isotropes donnant lieu au méme
élassoide moyen. (Elles sont toutes identiques.)

Puisquil y a une co® de congruences isotropes admettant le méme élassoide
moyen (§ 34), il y a o0? maniéres de considérer I'élassoide comme lieu des milieux
des cordes joignant les points de deux lignes isotropes. Comme celles-ci sont toujours
semblables aux lignes de longueur nulle tracées sur 1’élassoide, les arétes de rebrous-
sement des focales de congruences isotropes satisfaisantes forment des couples ou
semblables ou identiques. Il est facile de trancher la question :

Soient (A) et (B) deux lignes isotropes satisfaisantes ; transportons (A) de droite
a gauche, dans 'espace, d’'une quantité Aa, suivant une direction arbitraire; de
méme transportons (B) de gauche a droite parallélement a Aa et d’'une quantité
Bb = Aa, manifestement les lieux des milieux des cordes telles que AB ou ab sont
les mémes.

Si donc on fait subir cette transformation (comportant trois constantes arbi-
traires) & un couple satisfaisant de lignes isotropes, on obtiendra le couple satisfai-
sant le plus général.

Vérifions cette conséquence par les procédés de périmorphie : des calculs du § 38,
il résulte que les coordonnées instantanées des points A et B sont

1 _1d
ea=-D"120VT, g =D":0V-T,
dv dv
_1dp _1dp
na =—D 2@\/—17 ng =D 2@\/—17
A =pv—1, (g = —pv—1.
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Mais d’apreés les calculs du § 34, 7 désignant la projection du segment Aa sur OZ,
les coordonnées du point a sont :

€= D3 (@¢—1+d—”>,
Ua:_Dié d_pv_l+d_7r )

du du
Ca =pV—1+m.

D’ailleurs 7 satisfait aux équations (14). Posons

m=+v—=1(p1 — p).

Les coordonnées du point a deviennent

fa=-DILVL,

_1d
Ua:_D ;%V _17
Ca=p1vV—1

et par la fagon méme dont le groupe (14) a été obtenu, on voit que p; doit vérifier
le groupe (10). Or ce dernier régit précisément le paramétre le plus général des con-
gruences isotropes satisfaisantes ; les coordonnées du point a, exprimées en fonction
de py, sont de méme forme que les coordonnées du point A exprimées en fonction
de p. On peut donc conclure que la transformation indiquée ci-dessus est la plus
générale.

La vérification précédente permet de remarquer que si les droites d’une congru-
ence isotrope (D) sont réelles, pour obtenir une nouvelle congruence isotrope (D')
réelle (dont par conséquent le paramétre soit réel), le segment constant Aa doit étre
imaginaire, le segment Bb est alors imaginaire conjugué.

Ces considérations accroissent I'intérét de la transformation réelle trouvée au § 34
et qui permet de passer d'une congruence isotrope réelle a toutes les congruences
isotropes réelles satisfaisantes.

Il convient, maintenant, de particulariser les surfaces élémentaires des congru-
ences isotropes, afin d’établir diverses propriétés des élassoides.
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§ 40.

L’¢lassoide moyen est inscrit dans la polaire de la ligne double d’une congruence
isotrope génératrice le long du lieu des centres de courbure de cette ligne double.

Un élassoide réel est engendré ponctuellement par le point milieu de cordes réelles
dont les extrémités décrivent deux lignes de longueur nulle, imaginaires conjuguées;
les deux développables isotropes, lieux des tangentes a ces courbes, sont imaginaires
conjuguées, elles se coupent mutuellement suivant des lignes doubles réelles. La con-
gruence isotrope qui admet ces développables conjuguées pour focales, est réelle.
Les droites de la congruence qui rencontrent la ligne double, devant toucher a la
fois chacune des développables, sont les tangentes de la ligne double. Dés lors la
ligne double réelle est ’aréte de rebroussement d’une surface élémentaire dévelop-
pable. Si T'on se reporte a la formule (17), AZ étant 'arc élémentaire de la ligne
double, p étant nul (parce que la plus courte distance de deux génératrices consé-
cutives de la surface élémentaire est infiniment petite du troisiéme ordre et que p
est le quotient de cette distance par 'angle de deux génératrices consécutives, angle
infiniment petit du premier ordre) Ap est nul et cot w est nulle.

Ainsi, le plan NMO est perpendiculaire au plan tangent a la développable, le long
de la génératrice. La droite MO est donc la normale & la ligne double située dans
le plan osculateur. Mais ici la caractéristique du plan moyen est la droite polaire,
intersection des plans normaux consécutifs. En conséquence on peut dire que :

Tout élassoide est inscrit a la développable polaire de la ligne double réelle, in-
tersection des deux développables isotropes qui servent a l’engendrer; la courbe de
contact est le lieu des centres de courbure de la ligne double.

§ 41.

Sur un élassoide donné on peut tracer une o3 de lignes lieur des centres de
courbure de courbes doubles.

Conséquemment, sur un élassoide quelconque, on peut tracer une oo® de lignes, le
long desquelles la surface est tangente aux développables polaires de courbes gauches.

Si I'élassoide est algébrique, toutes les congruences isotropes qui ’engendrent
sont algébriques; donc les courbes gauches, précitées, sont également algébriques.
Elles sont du reste, en général, de méme degré ; car ce sont les intersections de deux
développables isotropes, déplacées, parallelement & elles-mémes, dans I’espace.

Inversement, si I'on prend, pour surface élémentaire d’une congruence isotrope,
une surface développable, son aréte de rebroussement sera ligne double (souvent
partielle) du couple de développables isotropes satisfaisantes. Il suffira que la déve-
loppable soit algébrique pour que 1’élassoide moyen soit algébrique.

C’est le cas de particulariser encore et de considérer une développable réduite
a un plan : 'aréte de rebroussement sera une courbe (C) arbitraire de ce plan, la
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surface polaire devient un cylindre, admettant pour section droite la développée (D)
de la courbe (C). Cette développée est une géodésique de 1'élassoide.

§ 42.

Elassoide admettant pour géodésique une courbe plane. Vérification de la
transformation des congruences isotropes satisfaisantes.

On est donc en droit de dire avec Henneberg : tout élassoide, qui admet pour
géodésique une courbe plane, (D), sera algébrique si (D) est la développée d’une
courbe algébrique.

A cette occasion, nous vérifierons la transformation réelle des congruences iso-
tropes satisfaisantes, donnée au § 34.

Dans le cas particulier considéré, la surface élémentaire de la congruence est
formée par les tangentes a une courbe (C) développante de la géodésique plane (D) ;
on doit pouvoir adopter telle développante que 1'on voudra et par conséquent la
transformation précitée doit transformer les tangentes de la courbe (C) en tangentes
d’une courbe paralléle. C’est ce qui a lieu en effet en considérant un déplacement
des tangentes de (C) perpendiculaire au plan de cette courbe; la rotation de 90°
autour des tangentes primitives raméne les secondes tangentes dans le plan de (C)
et & une distance constante des premiéres ; les droites transformées enveloppent donc
une courbe parallele a (C).

§ 43.

L’¢lassoide moyen et la surface moyenne sont focales d’une méme congruence.

Si dans la formule (17) on annule Ap, cotw est aussi nulle; par conséquent les
droites telles que OM sont normales aux surfaces élémentaires caractérisées par la
constance du paramétre. Remarquons, a I'inverse, que si AZ est nul, les droites telles
que OM sont tangentes aux surfaces élémentaires ; mais la condition

AZ =0

emporte que OM soit tangente a la ligne de striction. De ceci résulte une conséquence
importante :

1° Les droites joignant le point central M d’une droite D de la congruence iso-
trope, au point de contact O de ’élassoide et du plan moyen, forment une congruence
dont les focales sont [’élassoide moyen et la surface moyenne.

2° Sur la surface moyenne, les trajectoires orthogonales des courbes enveloppes
des droites OM (arétes de rebroussement d’une famille de développables principales)
sont les lignes de striction des surfaces élémentaires, de la congruence isotrope, dont
le parametre est constant.
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Nous sommes ainsi amenés a étudier les surfaces moyennes ; le prochain chapitre
fera connaitre les singuliéres propriétés de ces surfaces dont la théorie, si intimement
liée a celle des élassoides, mettra définitivement en lumiére toute I'importance des
congruences isotropes.
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CHAPITRE VIII.
PROPRIETES DES SURFACES MOYENNES.

§ 44.

La surface moyenne d’une congruence isotrope est le lieu des milieux de cordes
égales entre elles dont les extrémités décrivent des surfaces applicables l'une sur
lautre.

A un élassoide donné correspondent autant de surfaces moyennes que de con-
gruences isotropes satisfaisantes, la transformation géométrique du § 34 permet de
construire toutes ces surfaces quand on connait I'une d’entre elles et la congruence
isotrope lui donnant naissance.

Démontrons tout d’abord que les surfaces moyennes ont une définition propre
indépendante des élassoides. Dans ce but, reprenons les formules (15) qui se rap-
portent aux Az, Ay, Az d’un point arbitraire N de la droite D et, par conséquent,
a une surface arbitraire (N) coupant la congruence isotrope (D).

Supposons que sur D on porte, a chaque instant, une longueur constante c;
I'extrémité du segment décrira une surface (C) caractérisée par le groupe

AX = —Dz(pdu + cdv),

AY = D%(pdv —cdu),
dp dp

A7 = —— — dw:
T du + T dv;

et le carré de I’élément linéaire de cette surface a pour valeur

2 2 992 2 dp dp |\
dS* = (p* + ¢*)(du” + dv*®) + (@dv—% u) :

Si sur les droites D, a partir de M, nous portons de haut en bas, le segment ¢, nous
obtiendrons une nouvelle surface (¢) dont le carré de ’élément linéaire sera identique
a celui de (C) puisque cette expression ne contient que 2. Conséquemment, les deux
surfaces (C) et (C') sont applicables l'une sur l’autre.

On obtiendra ainsi autant de couples de surfaces applicables qu'on donnera de
valeur au paramétre c.
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§ 45.

Réciproque de la proposition qui précede énoncée sous forme de théoreme de
géométrie cinématique.

Réciproquement, si les deux extrémités d’un segment constant de droite décrivent
deuz surfaces (C) et (C') applicables l'une sur lautre, la droite engendre une con-
gruence isotrope.

Prenons pour surface de référence la surface que touchent tous les plans élevés
par les milieux des segments perpendiculairement aux segments mémes, et pour sim-
plifier les calculs, supposons que la droite D joignant les points CC’ est constamment
située dans le plan des ZOX, ce qui ne particularise que les axes (u,v).

Les coordonnées du point C seront

57 O’ C7
celles du point C’ seront
& 0O, —e
Le groupe (1) devient, pour le point C :
d d
AX. = (Pdu—gDdv)e+du | f+ & —|—dv—€,
du dv

AY. = (—fDdu—l—de)c—dugd%ﬁ—l—dv (g+%§),

AZ, = du (—P¢ + fDn) + dv (—Qn + gDE).

Pour le point C’ il faudrait changer le signe de c. Si les surfaces (C) et (C') sont
applicables Pune sur autre, Pexpression du dS? ne contient pas ¢ au premier degré.
Il faut donc que I’équation

df dg
(—fDdu+ Qdv) {—dumijdv (9+%§)} .

+ (P du — gD dv) {du (f—i—%) +dv%]

soit identique, quels que soient du et dwv.
Cela entraine le groupe de conditions

d¢ dg df g
—gD (f+%) - fD (9‘1‘%5) _me+P%—Oa

df g\
ngmf—i-P(f-i-@) — 0,

dg ¢
Q(g‘i‘mf)—gD%—Oa
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mais en tenant compte des deux derniéres la premiére peut s’écrire

2\ | d& df
(PQ — fgD7) {W - Pgdvé}

et 'on peut mettre les trois équations de condition sous la forme simple [en supposant
que (O) n’est pas développable]

I

¢ df 1 dg _(1+c%>
Edv  gdv € fgdu  \E  fédu)
g == - L () (20)

D’un autre c6té, si nous établissons comme d’habitude ’équation de la surface
élémentaire de la congruence (D), puis celle des plans principaux, nous trouvons

thQ[P§+gD(f+§—g>} \

dv U

dg d¢ dg df _
+tg9{—P <g+fmf)+Q(f+@)+fD%+D%§} = 0. (21)

df dg
+Qmﬁ — /D (9 + %5)

Enfin, cherchant les équations des foyers, nous trouvons que leurs ordonnées
satisfont & la condition

J

Z2(fgD? - PQ)

d d d d
—Z{fD (ﬁ)—ng%f—l—Pg#—Qf—i—Qé%—Pf—guf} _0 (22)
df de de dg
i (7 a) (7 7e) J
Si I’équation (21) se réduit a
tg26+1=0,

et si (22) est privée du terme en Z, la congruence (D) est isotrope et la surface
de référence est son enveloppée moyenne. Cela donne trois conditions identiques a
celles du groupe (20). La proposition est donc vérifiée.

Conséquemment nous énoncerons cette proposition de Géométrie cinématique
(en adoptant une locution de M. Mannheim).

Si deux points d’une droite de longueur constante décrivent deux surfaces ap-
plicables l'une sur l'autre : 1° cette droite engendre une congruence isotrope ; 2° le
plan mené a égale distance des deux points et perpendiculaire a la droite enveloppe
un €lassoide.

*) Chacun des rapports (20) est encore égal au quotient du parameétre ar £. On sait qu'une
() pp g q p PP q

conséquence de ces équations doit étre ’égalité des quantités % et %.
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§ 46.

La surface moyenne d’une congruence isotrope correspond par orthogonalité des
éléments a la sphere.

Ceci posé, rien n’est plus simple que de définir directement la surface moyenne.
Soient x, y, z les coordonnées cartésiennes, rectangulaires, prises par rapport a des
axes fixes, d’'un point M de la surface moyenne; soient, d’autre part, x, y, z, les
coordonnées d'un point P d’une sphére de rayon ¢, point obtenu en menant par
le centre de la sphére un rayon paralleéle a la droite D de la congruence isotrope
passant par M. Il est manifeste que les coordonnées des points C et C/ appartenant
aux surfaces applicables I'une sur 'autre sont :
pour C

(x+21), (W+w), (z2+2),
pour C’
(l‘—ZL‘l), (y_yl)a (Z_Zl)'

Puisque par hypothése les surfaces (c) et (¢/) sont applicables I'une sur 'autre,
on a identiquement

2 2 2 2 2 2
dx+x1) +dy+u) +dz+2z1) =da—r) +dly—y1) +d(z—=2),

d’oul résulte
dr -dx1 +dy - dy; +dz-dz = 0.

Et par conséquent on peut dire que la surface moyenne d’une congruence isotrope
correspond par orthogonalité des éléments a la sphére.

o

Les points correspondants sont : 19 sur une droite de la congruence, le point

central ; 2° sur la sphére, le point image de la droite.

§ 47.

De la correspondance par orthogonalité des éléments entre deux surfaces dont ['une
est une quadrique.

Ainsi s’introduit dans la théorie des élassoides la considération importante de
la correspondance par orthogonalité des éléments. Ce mode de correspondance qui
va jouer un role capital dans nos recherches, a été imaginé par M. Moutard. Ce
géomeétre en a fait une trés-belle application en donnant 'intégrale avec deux fonc-
tions arbitraires et méme la construction géométrique des surfaces correspondant
aux quadriques par orthogonalité des éléments. La théorie qui nous occupe en dé-
rive immeédiatement puisqu’ici la quadrique se réduit a la sphére. Nous aurions pu
déduire de l'intégrale de M. Moutard la nature des surfaces moyennes des congru-
ences isotropes, mais il importait de tout établir directement, et les équations (20)
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nous serviront tout a 'heure. D’ailleurs les procédés de la périmorphie s’appliquent
trés-simplement au mode de correspondance de M. Moutard, ils conduisent & un
théoréme général, d’une grande simplicité, d’ott découle avec évidence 'intégrale re-
lative aux quadriques, intégrale qui a été le point de départ d’importantes recherches
géométriques ou analytiques.

Les surfaces moyennes sont rattachées aux élassoides moyens par d’élégantes
relations ou figurent les courbures des deux surfaces; nous allons les établir par les
procédés de périmorphie, en insistant un peu sur leur emploi qui est absolument
général.

§ 48.

Tout réseau conjugué de la surface moyenne correspond a un réseau conjugué de
[’élassoide moyen.

Le groupe (15) donnant les projections du déplacement du point M permet
d’écrire immédiatement I’équation du plan tangent a la surface moyenne

dp dp

X Y& _pip.z. 23
T 2p - (23)

du

Cherchons a déterminer la caractéristique du plan tangent a la surface moyenne.
Le plan tangent au point M’ a pour équation, dans le second triédre,

dp dp y (dp dp L 1
X/ A % ALY — (Dip+ A-D2p)Z.
(d’u+ dv) + (du+ ) = (Drp+A-Dep)

Les équations (19) permettent d’écrire pour la caractéristique

dD dp d?p  dD dp )
Kdudv 2de@)d“+(ﬁ+2m qu TPP)

D ) D
+Y[< 2 d—@+Dp>du+(dp— d @)dv] = 0.

2D dv d dudv 2D du dv

_1 (dp dp
— — Z—-D — —
( du + dv) (d du —l—d d) )

Eliminant les dérivées secondes de p au moyen des équations du groupe (10), on

trouve :
( dD dp dD dp )
X op 1
{2Ddu T (2de v )d }

B dD dp dD dp
0 +Y[(2Ddudu_1>du+2m dudv] L (o)

_1 (dD dD dp dp
78D v+ Zdv) -Dr (Lau+ Law
[ 2 <du u+dv U) <du +dv >)

Pp
2

l\.’)\»—‘
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Soient du’, dv’ les accroissements qu’il faut donner aux parameétres u et v pour
que le point M se déplace précisément suivant la caractéristique du chemin corres-
pondant & du, dv, on obtiendra I’équation qui lie du’, dv” & du, dv en remplacant X,
Y, Z dans la relation (24) privée de termes constants par AX, AY, AZ. Ce sera, si
I’on veut, I’équation des directions conjuguées de la surface moyenne.

Les AX, AY, AZ sont donnés par le groupe (16) ot du et dv sont remplacés par
du' et dv’. On trouve aprés substitution et réduction

2D (du/ dv + dv' du) = 0.

Mais il est facile de voir que cette équation n’est autre que celle de directions conju-
guées tracées sur 1'élassoide, car la caractéristique du plan moyen est déterminée
par

Z=Xdv+Ydu=0,

et comme ici

_1 / _1 /
AX =D 3d, AY =D %dv,

remplacant = et y par AX et AY, on trouve en définitive pour I’équation des direc-
tions conjuguées
du’ dv + dv' du = 0. (25)

Cette analyse établit donc un fait digne de remarque, savoir que, sur la surface
moyenne tout réseau conjugué correspond a un réseau conjugué tracé sur l’élas-
soide moyen. En particulier, les lignes asymptotiques d’une surface moyenne corres-
pondent aux lignes asymptotiques de [’élassoide puisqu’une famille d’asymptotiques
représente un réseau conjugué dont les courbes des deux familles coincident.

Le fait est d’autant plus remarquable quil y a une oo® de surfaces moyennes
correspondant & un méme élassoide.

§ 49.

Sur la surface moyenne et [’élassoide moyen les lignes asymptotiques se
correspondent.

Nous verrons tout a I’heure que 'intégration des lignes asymptotiques d’un élas-
soide ne dépend jamais que de quadratures; on peut donc dire que 'intégration des
asymptotiques des surfaces correspondant par orthogonalité des éléments a la sphere,
est toujours ramenée aux quadratures.

On peut encore conclure pour la projection de la direction conjuguée de I’élément
de la surface moyenne correspondant a du, dv (projection effectuée sur le plan moyen)
dp

_1 dp
Xdv—Ydu=D"2 —du+—dv|.
du dv
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Cette équation montre que : si 0o, O0” sont deux directions conjuguées de 1’élas-
soide, si Mm/, Mm" sont les projections sur le plan moyen des directions conjuguées
correspondantes de la surface moyenne Oo’ et Mm' sont paralléles, Oo” et Mm/ le
sont aussi.

§ 50.

Calcul des rayons de courbure principauz de la surface moyenne.

La simplicité des résultats précédents tient & ce qu’on peut, dans les calculs,
éliminer les différentielles secondes de p chaque fois qu’elles se présentent en tenant
compte des équations (10). Il en sera de méme pour tout ce qui tient au second ordre.
En particulier il doit exister deux relations simples pour déterminer les courbures
principales des surfaces moyennes ; leur recherche nous donnera 1’occasion d’appli-
quer 'une des régles les plus utiles de la périmorphie, et de constater une analogie
bien remarquable.

Soit en général (S) une surface, portons sur ces normales une longueur constante
[, Vextrémité du segment décrit une surface (X) paralléle a (S) ; soient d(S) et d(X)
les éléments d’aires correspondants des deux surfaces, Ry et Ro désignant les rayons
de courbure principaux moyens de ’élément d(S); on a, d’aprés un théoréme de
Gauss, rappelé au § 7 :

Ri+1)(Rg +1)
R1Ro

i) = ¢ a(S):

par conséquent

d(%) 12 11
m:“mﬂ(—*—)'

Le rapport ne peut s’annuler que si [ égale I'un des rayons de courbure princi-
paux ; mais ce fait se présentera seulement si d(X) est nul; et cela nécessite que les
projections de I’élément d’aire d(X) sur les trois plans coordonnés soient nulles. En
général, si I'une de ces projections est nulle, les deux autres le sont, et, par consé-
quent, d(X) s’annule. Il n’y a d’exception que dans le cas ou la normale & (S) serait
paralléle & I'un des plans coordonnés.

En périmorphie, on porte, sur les normales a la surface (S), une longueur [
constante, on calcule, comme d’habitude, les AX, AY, AZ de l'extrémité; il est
visible que la projection de 1’élément d(X), sur le plan instantané XOY, est propor-
tionnelle a

(En désignant par AXy, AYy les valeurs de AX, AY lorsque u varie seul.)
Ecrivant que 'expression ci-dessus est nulle, on obtiendra une équation du second
degré en [, qui détermine les rayons de courbure principaux.
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Désignant par v le cosinus de 'angle que fait la normale a la surface moyenne
avec OZ, on déduit de (23)

2ol () ()]

Les coordonnées instantanées du point de la surface paralléle a (M) et distante
de [ de cette surface, sont

¢ =1,
_1dp dp 1
= D z2——[y—D
¢ *du fypdv .
_1dp dp 1
=-D 22— —Ily—D
g dv 7pdu
On trouve a 'aide des formules (1) :
AX Iy (1dpd dvy d
Xu _ _py l(ldpde _ dy dp
Dz du p \pdudv ~vydudv

que nous écrirons

AX d
—— = —Dp+1ly—— —log (g) ;
D 2 du dv du v
de méme
AX l d d
v _b [_H_p._l g(m,
Dz dv P dv dv vy
également
AY l dp d
- :—7[1+—p—log<£)],
D3 du P du du ~
et, enfin,

AY lydp d
Dz dv p du dv

on en conclut, pour I’équation des rayons de courbure principaux, comme il a été
dit : -

"y dp d p\ dp d p

— |14+ —=—1 =] -——1 =

p? { T 8 (7 du du ° ¥

= 0.
dp d p\ _dp d p 2, 2
—Dl — —1 —)———1 — D
7 {dev du (’y) du dv " ® ('y TP



OU SURFACES A COURBURE MOYENNE NULLE. 65

Comme on trouve

_
d. P _ D du
du g’Y_ 1 dp dp 2]’
2 _ - -
P +D (du) * (dv) ]
et
dp
p2 _ - + | =
D (du) (dv)

il vient, en définitive,

| d d D?p?
2-2-pPps.Lps_ P _
v du dv v
Nous en déduirons, en désignant par Li; et Lo les deux rayons de courbure prin-
cipaux de la surface moyenne

2
L1+L2:—;D'77M‘§M (26)
avec
D2 _p4
Li-Lo=— 1 (27>
i
§ 51.

Relation entre les courbures de la surface moyenne et de [’élassoide moyen.

Laissons de coté provisoirement I’équation (26) et ne nous occupons que de (27).
Si Rj et Ro sont les rayons de courbure principaux de I’élassoide, égaux d’ailleurs

en valeur absolue, on a
1

vV—RiRs

Désignons par V 'angle des normales a la surface moyenne (M) et a I’élassoide

moyen (O); on a
dp 2 dp 2
() + (&) |

D=

—— 9 1
M2 = —
O D
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d’un autre coté

1
2 2

etV = —
poie D

dp 2 . dp 2
du dv .
Conséquemment, (27) équivaut a la relation géométrique

oM*

L1Ly-RiRo = ——
122 = g vl

(28)

§ 52.

La relation qui précéde se retrouve en étudiant les nappes de la développée d’une
surface dont les rayons de courbure principaux sont liés, et en général dans la
théorie de la correspondance par orthogonalité des éléments.

C’est ici qu’il convient de faire un rapprochement.

Nous avons montré que les deux nappes de la développée d’une surface dont les
rayons de courbure sont liés (surfaces considérées pour la premiére fois par M. Wein-
garten), se correspondent de telle maniére qu’aux asymptotiques de I'une corres-
pondent les asymptotiques de 'autre. M. Halphen a ensuite établi que si Ry, Ro
sont les rayons de courbure principaux de 'une des nappes, L1, Lo ceux de l'autre
nappe et OM le segment de normale compris entre les deux nappes de la développée,

1L - R{Ry = OM".

Dans l'espéce, la congruence, admettant les deux surfaces considérées comme
focales, a ses plans principaux rectangulaires ; on peut donc dire que 'équation (28)
régit aussi les relations des deux nappes, puisque sin V est égal a I'unité.

Ces propriétés similaires tiennent a des lois beaucoup plus générales se rapportant
aux liaisons des nappes de congruences particuliéres. C’est ce que nous établirions
en rattachant toutes ces théories & celles des couples de surfaces applicables 'une
sur I'autre.

Mais nous devons nous refuser a nous écarter plus longtemps de la théorie des
élassoides ; nous aurons d’ailleurs encore l'occasion de faire allusion a plusieurs théo-
réemes généraux qui trouvent de remarquables applications dans la théorie des élas-
soides. (Voir chapitre XXII.)

Revenons aux surfaces moyennes, et cherchons s’il n’est pas possible qu’une sur-
face moyenne soit élassoide.
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§ 53.

La surface moyenne ne peut étre un élassoide réel qu’en coincidant avec une
surface de vis a filet quarré qui est aussi l’élassoide moyen.

Il faut d’aprés (26) que
v — &M = 0.

La droite OM serait donc toujours tangente a une asymptotique de 1’élassoide (o),
mais le résultat s’obtient trés-facilement a l’aide des équations (20) : puisque l'axe
des X est une asymptote de 'indicatrice, on doit avoir

_ 4

P - —
g dv

0.

Donc, élassoide est réglé, puisque 'asymptotique (8) est géodésique. D’aprés
un théoréme di a M. Catalan, on sait que I’élassoide (quand il est réel) n’est autre
chose que la surface de vis a filet quarré.

Comme il n’est pas sans intérét de faire connaitre les congruences isotropes
assez singuliéres, dont nous venons de signaler 'existence, nous établirons, par nos
procédés, le résultat de M. Catalan, et nous intégrerons le groupe (20).

Pour éviter les imaginaires, il convient de revenir aux premiers calculs du § 29.
De ce que les lignes (8) sont a la fois asymptotiques et géodésiques,

Dg* =V,
D=0,

f étant pris égal a I'unité. La troisiéme des équations de Codazzi donne, pour dé-
terminer g,

<

vz o g2
g_5:du

[\]

dont I'intégrale générale est ici
92 = Lu? 4 2Mu + N,

moyennant que

V = NL — M?;
mais comme on doit avoir

1 Lu’+2Mu+N 1

D NL—-M2 o

L, M et N doivent étre des constantes.
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Dans le cas ou L ne sera pas nul, on changera de variable en prenant une nouvelle
v définie par

dvy = \/Edv,

et si 'on prend pour nouvelle variable u, un terme convenable, on voit que le carré
de I’élément linéaire de la surface peut s’écrire

ds® = du® + (u® + A%) dv?. (29)

Au contraire, dans le cas ou L serait nul, on pourrait écrire cette expression sous
I'une des formes

ds® = du® + u dv? (30)
ds® = du® + dv>.

Cette derniére caractérise le plan.
Dans I’hypothése correspondant a 1’équation (29), on a

1 A
v—R1Ro w2+ A%
les rayons de courbure principaux sont réels puisqu’ils sont égaux et qu’ils doivent

étre de signes opposés, pour que la surface soit réelle.
Dans I’hypothése caractérisée par ’équation (30)

D=

1 1

42 RiRy’

donc, pour toute valeur réelle de u, les rayons de courbure principaux seront de
méme signe; la surface est imaginaire. (Les congruences isotropes ne peuvent ap-
paraitre dans les présents calculs basés sur ’hypothése de I'orthogonalité de lignes
asymptotiques distinctes).

Revenons a I’équation (29), on a

dg u
gdu  u2+ A%

Or, cette expression exprime la courbure géodésique des lignes (u); et comme
les plans osculateurs sont tangents a 1’élassoide, on voit que les premiéres courbures
de ces courbes sont constantes tout le long de I'une d’entre elles.

Le rayon de seconde courbure D est dans le méme cas.

Les lignes (u) sont donc des hélices orthogonales aux génératrices (v); 'une de
ces hélices se réduit & une droite, au cas ou u s’annule. La surface est une surface
de vis a filet quarré, comme ’avait indiqué, depuis longtemps, M. Catalan.
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§ 54.

Recherche des congruences isotropes dont la surface moyenne est élassoide.

Passons a la détermination des congruences isotropes admettant cette surface de
vis pour surface moyenne.

Il est clair qu’il doit entrer dans leur définition une constante arbitraire, car si
’on opére sur une congruence satisfaisante la transformation du § 34 en prenant pour
direction fixe celle de I’hélice réduite & une droite, on obtient encore une congruence
isotrope satisfaisante.

Ici le groupe (20) se réduit a

¢

% _
d(g§)
KT

0,

Si u désigne la distance d’un point M’ de la génératrice de I’hélicoide a I’axe OZ,
0 désignant I’angle de la normale en M’ avec cet axe, on a

u = Acotf,
A
I~ Gne

et, par conséquent,

2
d(A€>:2 A e

sin 6 sin3 0
on en conclut

&+ Acotf

0
~ Alogte = +C.
sind ogtes +C

Si D est la droite de la congruence isotrope,

CP =¢+ Acotd.

Nous voulons seulement faire observer que si I’on considére les surfaces élémen-
taires de la congruence admettant pour lignes de striction les génératrices de 1’hé-
licoide, on aura une famille de surfaces identiques, déplacées héli¢oidalement (*).

(*) L’équation
u = sin A <logtgz + C)

est ’équation de la surface réglée élémentaire.
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La transformation du § 34, effectuée avec généralité, donnera, avec deux con-
stantes arbitraires, des surfaces moyennes dont les asymptotiques correspondront
aux génératrices et aux hélices orthogonales de la surface de vis.

Enfin, I'équation (28) doit étre vérifiée identiquement si ’on prend deux points
arbitraires, situés sur une méme génératrice de ’héligoide, sans quoi la relation pré-
citée donnerait 'intégrale des congruences isotropes satisfaisantes, chose impossible,
puisque la constante fait défaut. La vérification se fait immédiatement.

Nous ne poursuivrons pas plus loin ’étude des surfaces moyennes qui se préte-
rait pourtant & d’intéressants développements. Nous avons désiré faire voir, par ce
qui précéde, combien la considération des congruences isotropes est motivée. Nous
allons montrer maintenant comment en cherchant a obtenir, par les procédés les
plus simples, les congruences isotropes, on arrive naturellement a étendre encore la
théorie des élassoides.



CHAPITRE IX.
CONGRUENCES ISOTROPES DERIVEES DE LA SPHERE.

§ 55.

Formules donnant le ds® d’une surface, ses lignes de courbure et asymptotiques, les
rayons de courbure principauz, en fonction des éléments sphériques de ['image.

Avant de poursuivre les conséquences des résultats obtenus au § 28 qui rattachent
a la théorie des réseaux isométriques sphériques celle des congruences isotropes, il
est nécessaire d’établir rapidement quelques calculs ayant trait a la représentation
sphérique des surfaces, et qui, d’ailleurs, s’obtiennent aisément par les procédés de
périmorphie.

Prenons pour surface de référence une sphére de rayon un, pour réseau (u,v) un
réseau isométrique ; soit p la distance au plan tangent d’une surface arbitraire (A),
du centre de la sphére. L’équation instantanée du plan tangent est

Z—p+1=0.

On obtiendra le point de contact en cherchant I’enveloppe des caractéristiques.
Dans 'espéce, comme

ds® = X2 (du® + dv?),
P=Q=) D=0,

I’équation du plan tangent dans sa seconde position est

7+ )\X—d—p du + )\Y—@ dv+1=0.
du dv

On voit que les coordonnées instantanées du point de contact ont pour valeurs

b b

$=xaw " Nao

Si 'on suit un chemin caractérisé par les accroissements du, dv sur la sphére
) Y
le point A de contact décrit une courbe et les normales le long de celle-ci, & la
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surface (A) normales paralléles a celles de la sphére, engendrent une surface élémen-
taire ou normalie (d’aprés une locution introduite par M. Mannheim). On a, comme
d’habitude, pour I’équation de la variation du plan tangent le long d’'une normale
appartenant a la surface élémentaire

d d\ d d\
du _77__5 +dv —n+)\l+—§
tof — du Adv dv Adu (31)
: (e ) v (%ALY
“\ du o) T\ T Ndd

Tenant compte des valeurs de & et de n, passant aux coordonnées symétriques
imaginaires, et posant

_ dp
VI
_ dp
=2
1 d3p
TN drdy

da [
der — +d -
—9i0 T y<c+2>
- db

[

dx (c + 5) +dy dy
équation dans laquelle 6 est I’angle du plan tangent & la normalie et du plan ZOX,
I — 1 est la hauteur au-dessus du plan XOY du point de contact du plan tangent
précité.

Puisqu’on a les valeurs instantanées des coordonnées du point de contact A, rien
n’est plus simple que de former les AX, AY, AZ de ce point. Elevant au carré ces
expressions et ajoutant, on trouve pour le carré de I’élément linéaire de la surface (A)

il vient

(&

(32)

ds? da o db | o da db

— =(p+2) |2—dx”+ (p+2c)dx -dy + 2— dy” | + 4— - — dx dy. 33
L’équation (32) permet de trouver ’expression des rayons de courbure principaux

de la surface (A) ainsi que les équations des images sphériques de ses lignes de

courbure. Opérant comme nous l'avons déja fait bien souvent dans ce mémoire, on

trouve : 1° pour I’équation des images sphériques

da
dy B dr

dy
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2° pour I’équation des rayons de courbure principaux

2 2 da db

R* = 2R(2¢c +p) + (2¢c + —4— . —=0. 35

(2¢+p) + (2c+p)” — 4 a0 (35)

Enfin, nous exprimerons que deux directions de (A) caractérisées par les accrois-

sements dz, dy d’une part, dz’, dy' d’autre part, sont conjuguées, en écrivant que

le plan tangent en A & la normalie correspondant aux accroissements dz’, dy’ est le

plan central de la normalie correspondant aux accroissements dzx, dy (théoréme de

Joachimstal). Nous n’insistons plus sur ces calculs. On trouve ainsi pour I’équation
des lignes conjuguées de (A)

da

/ p / / db a
e dvda + (c+2>(dxdy Fyda') 4 5 dydy =0 (36)

Il en résulte pour I’équation des lignes asymptotiques
d db
—a-dx2+2<c+g> dxdy+—-dy2 =0.
dx 2 dy

L’importance des calculs qui précédent tient a ce que la surface (A) est arbitraire
et a ce que le réseau sphérique (u, v) l'est également (pourvu qu'il soit isométrique).

§ 56.

Equation la plus générale d’un élassoide en coordonnées sphériques.

Dans le cas actuel, puisqu’il s’agit d’élassoides, nous obtiendrons 1’équation dif-
férentielle de ces surfaces en écrivant, par exemple, que dans ’équation (35) le terme
du premier degré en R disparait, c’est-a-dire que la courbure moyenne de la surface
est nulle. Il vient

2 d2p B
P N drdy

I’équation des lignes de courbure ne change pas, mais celle des asymptotiques devient

[da [db

enfin le carré de I’élément linéaire de I’élassoide prend la forme remarquable

(37)

ds*  da db
— =4— - — -dxdy. 39
VI R (39)
Rappelons, en derniére analyse, que A satisfait a la troisiéme équation de Codazzi
A2 log \2
A2t 98N (40)

dx dy
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Si on remplace A2 par D on voit que les équations (37) et (40) coincident avec
les deux premiéres du groupe (11).
Leur intégrale générale est donc
A2 XY
2 (X+Y)?%
XY L Xiew
Xy X+Y'’
et ici, les fonctions X7 et Y sont assujetties seulement a étre, comme X et Y, des
fonctions arbitraires des variables x et y.

p

§ 57.

Un élassoide et la sphére image ont toujours leurs lignes isotropes correspondantes.

Déduisons maintenant des conséquences.

L’équation (39) montre que les lignes isotropes d’un élassoide ont pour image
sphérique les lignes isotropes de la sphere. D’aprés une théorie bien connue, il en
résulte que, si I'on fait correspondre un élassoide et une sphére par parallélisme des
plans tangents, on a un mode de correspondance dans lequel les angles se conservent.

Ceci démontre que 1’élassoide est la seule surface correspondant de la sorte a la
sphére. (Théoréme di & M. Ossian Bonnet.)

§ 58.

Remarque au sujet de la forme explicite des fonctions arbitraires qui entrent dans
I’équation intégrale d’un élassoide.

On vérifie, sur 'équation (38), que les asymptotiques d’un élassoide sont rectan-
gulaires.

La valeur la plus générale de p, convenant aux élassoides, peut s’écrire sous la
forme simple et trés-utile

/ dA , d\
p=X —1—2}(%—1—\7 +2Y)\_dy (41)
ol ne figurent plus que les deux fonctions arbitraires nécessaires et suffisantes, celles
qui caractérisent le réseau isométrique sphérique étant masquées.

Inversement, on peut dans la formule qui précéde particulariser autant que I'on
voudra les fonctions arbitraires X et Y, pourvu qu’on laisse a A toute la généralité que
comportent les deux fonctions arbitraires de son expression en x et y; on obtiendra
encore l'intégrale générale des élassoides, seulement ils se sépareront en autant de
groupes qu’il y a de réseaux isométriques sphériques distincts.

Cette conséquence résultait également des calculs du § 27 relatifs aux congruence
isotropes.
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§ 59.

Remarque sur les réseaux sphériques isométriques et trajectoires les uns des autres.

Avant de déduire, de ce qui précéde, les remarquables propriétés des élassoides
groupés, il convient de démontrer un résultat simple et connu, mais qui nous importe
particuliérement.

Les trajectoires des courbes (u) sous un angle constant w et les trajectoires sous
le méme angle des courbes (v) forment un réseau isométrique si le réseau sphérique
(u,v) est isométrique ; la valeur du X\, pour les deuz réseauz, est la méme.

Soit, en effet, sur une surface qui peut étre arbitraire

dS% = N2 (du® + dv?),
posons

/ I
du = du’ cosw — dv’ sinw,

! _: /
dv = du’' sinw + dv’ cosw,

il est clair que
du? + dv? = du'? + dv'?.

En conséquence, le carré de 1’élément linéaire de la surface peut s’écrire indiffé-
remment

dS? = N2(du® + dv?) = N2 (du’* + '),

d’ou résulte la proposition annoncée.

§ 60.

D’un réseau sphérique isométrique on peut déduire une infinité de congruences
1sotropes donnant liew a une famille d’élassoides groupés.

Ceci posé, si nous nous reportons aux calculs du § 27, nous voyous qu’étant donné
un réseau isométrique sphérique, on en déduira une infinité de congruences isotropes,
de la fagon suivante : le pied M de chacune des droites D sera a la distance A de O,
et la droite OM fera un angle constant w avec la tangente OX de la courbe (v).

Il est clair, d’ailleurs, que le segment OM peut étre multiplié par une constante ;
car on obtiendra ainsi des congruences isotropes, homothétiques par rapport au
centre de la sphére de référence.

Chaque congruence isotrope, déduite du réseau isométrique sphérique, donnera
lieu & un élassoide moyen ; tous ces élassoides formeront un groupe dont nous allons
établir les propriétés.

Nous avons trouvé, au § 28, que si I’on porte le segment A sur OX :
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1° Le plan moyen de la congruence isotrope est a la distance p du centre de la
sphére, marquée par

B dA
p= “Ndu'
2° Le parameétre de la congruence a pour valeur
B dA
p= “Ndu
§ 61.

Calcul des éléments des €lassoides groupés.

Il en résulte que, si nous désignons par p,, et p, les valeurs analogues, relatives
a la congruence isotrope définie par des positions de OM faisant avec OX l'angle w,
NOUS aurons

_ dr _ — oS d — si ax (42)
Pw = Ndu w)\du lnw)\dl)’
dA o d) dA
pw:—Adv/ = S]I]WM—COSW m (43)

L’équation (42) donnant, en définitive, les distances du centre de la sphére de
référence aux plans tangents paralléles des élassoides groupés doit coincider avec (41)
particularisée ; passant aux coordonnées symétriques imaginaires, (42) devient

dA\ - d\ .
P = — m(cosw +isinw) + )\—dy(cosw —isinw)
Et cette équation coincide avec (41) si l'on fait dans celle-ci
2X = —(cosw + isinw),
2Y = —(cosw — isinw).

Dans l'espéce, adoptant les notations du § 55, et tenant compte de 1’équation
(40), on trouve :

—a = 1 M (cosw +isinw) — =(cosw — isinw)
A2 da? 4 ’
1 d?log A 1
—b= 2 Wog (cosw —isinw) — —=(cosw + isinw);
par conséquent,
_@ _ i 1 d’ log A (cosw + iSiHUJ)
dr  dr \\ dz? ’
S d (1 d”log A (cosw — isinw)
dy  dy \\  dy? '



OU SURFACES A COURBURE MOYENNE NULLE. 77

§ 62.

Tous les €élassoides groupés sont applicables sur ['un d’entre eux; ils ne sont pas
tdentiques.

La formule (33) qui a trait au carré de I’élément linéaire devient en conséquence

ds? d [(1d*log\\ d (1 d?log\
=4 (=0 = (22— ) da dy,
A2 de \\ dax? dy \\ dy?

résultat qui ne contient plus trace de I'angle w. On peut donc énoncer cet important
résultat :

Tous les é€lassoides groupés, dérivés d’un méme réseau 1sométrique sphérique,
sont applicables sur l'un d’entre eux.

Mais il pourrait y avoir doute sur leur non-identité quoique I'identité diit entrai-
ner des conséquences (en ce qui concerne les valeurs de p,,) & priori non réalisées.

Pour donner une preuve décisive, nous chercherons ’équation de I'image sphé-
rique des lignes de courbure de 1’élassoide du groupe, le plus général, et nous ferons
voir qu’elle varie avec w.

On a, d’aprés (34), pour I’équation de l'image

d (1 d*log\ .
@_i %(X 02 )(cosw+zs1nw)
dzx d (1 d%log\ A

& (X d—y2) (cosw — isinw)

ce qui établit la proposition annoncée.
On peut méme déduire de cette relation une conséquence géométrique impor-
tante.

§ 63.

Les élassoides groupés ont pour images sphériques de leurs lignes de courbure des
réseaux isométriques trajectoires les uns des autres sous des angles constants.

D’apreés (32), si 'on suit une ligne de courbure de la surface (A), on a

20 _ dy
e = daj

Dés lors, si nous désignons par 6, ’angle que I'image d’une ligne de courbure de
I’élassoide général fait avec OX, nous aurons

o0, _ —4if, COSY tismw e~ 4il . 2wi

COSw — 7 8Ilnw
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d’oul résulte simplement

Ainsi les images sphériques des lignes de courbure des €lassoides groupés sont
trajectoires, sous des angles constants, les unes des autres.

Prenons, par exemple, deux élassoides du groupe caractérisés par des valeurs
du parameétre w différant d’'une constante «, leurs images sphériques se couperont
mutuellement sous ’angle 5.

Il est bien clair que les résultats qui précédent s’appliquent également aux images
sphériques des asymptotiques des divers élassoides du groupe.

Sans chercher a particulariser davantage pour le moment, faisons cette obser-
vation que les images sphériques des élassoides d’'un méme groupe forment sur la
sphére un groupe de réseaux isométriques trajectoires, sous des angles constants,
les uns des autres. [Les équations de Codazzi montrent immédiatement que l'image
sphérique des lignes de courbure d’un élassoide est isométrique. |

Si donc on suppose obtenue l'image sphérique des lignes de courbure des élas-
soides groupés, on pourra la prendre pour point de départ d’un nouveau groupe
d’¢élassoides et ainsi de suite.

§ 64.

Recherche des élassoides admettant pour image sphérique de leurs lignes de
courbure un réseau isométrique déterminé. Intégration des congruences isotropes
satisfaisantes.

Inversement, on est conduit a résoudre le probléme suivant : étant donné un
réseau tsométrique sphérique, trouver l’élassoide qui [’admet pour image de ses lignes
de courbure ; intégrer ses congruences isotropes génératrices.

Nous pourrions déduire la solution, de ce qui précéde, mais il est tout aussi simple
de I’établir directement.

Prenons pour réseau (u,v) le réseau isométrique choisi. Soient £ et n les coordon-
nées instantanées du pied de la droite D de la congruence isotrope, p le paramétre
de la congruence, p la distance du plan moyen au centre de la sphére de référence.
Sans recommencer des calculs identiques & ceux qui ont été faits si souvent, nous
écrirons immédiatement

dy  dA dn  dA g, dA e dA
dv [dv (A+ T Adu&) +du (du Adv&)} + du [du (A+ T Advn) +dv (dv )\du”)]

A(du? + dv?)

e dx e dx dn  dA ) (dn A )]
dldu ( A+ 4+ D) (B ) —dudo (A+ D+ ) pau (Y-
”[“( +du+>\dvn)+ ”(du Adun)} “{v< T T aa’) T\ T

A(du? + dv?)

p—1=-—

)

p=
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La congruence étant isotrope, ces expressions doivent étre indépendantes de du

et dv, ce qui entraine

Et alors on a, en effet

dn _ dx o dEdA
du NS T dv xdu! T
dp o\ dE d)
do  ondet " dw T
s _ dr dy _ dr .
dv Adu' _ du_ Adv
A N
dy _ A de | dA
N X2du Adu | X2du"

Prenons pour variables canoniques p et p, nous aurons le groupe

de dx
T + Yo —Ap,
dn  d\

Tu Mf = —\p,

dv

Ndu>

Opérant comme au § 31 en tenant compte de I’équation

il vient

d%log \

d?log \

du?

sle(
nZA_l(

dv?

dp
du
dp
dv

+A2 =0,

_
dv /)’

dp
*@)

Exprimant que ces valeurs de £ et i) satisfont au groupe (44), on obtient le groupe

définitif
2p  &Bp A\ [(dp dp
du2  dudv ' MNdv (% * @)
2p  d2p A\ [(dp dp
a? " dudv " Ndu <@ a %)
B2p  d2p A\ [(dp dp
du? " dudo " Ao (%_@) a
2p  dBp A\ (dp dp
d?  dudo | Adu (_u * _v> -

d\

—m(%—%)“%:o’
%(Z—i—kd—g)%—)\%:o,
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Les valeurs des &, n et le groupe (45), définissent, par rapport a la sphére de
référence, la congruence isotrope la plus générale. Il s’agit d’exprimer maintenant
que 'élassoide central a pour image sphérique le réseau isométrique (u, v).

On a

da
I R N
l=e¢ = | Ta
dy
En outre, on sait d’avance que
2 d2p
Pt A2 da dy - (46)

Si I’on voulait simplement obtenir I’élassoide satisfaisant, il faudrait intégrer (46)

et vérifier la condition
d (dp \_d [ dp (47)
dr \ \2dx dy \ \2 dy

mais pour obtenir les congruences isotropes correspondantes, il faut vérifier le groupe
(45) ; celui-ci se transforme, en passant aux coordonnées symétriques imaginaires,
en un groupe qu'il s’agit de former : (45) peut s’écrire

2p dp o d%p
— S 2= =

+ + p 12
P

du?  dv?
(dzp d%) d\ dp | dA d [cﬂp_cu dp A @}_0

22 " a2)  nav dv T ndu T |dude  Ndu dv  Ndv du

Py Ep\ D [Py D dp D ]
du?  dv? Adu du  Ndv dv -

dudv Adu dv Adv du
Il vient, en passant aux coordonnées imaginaires

2 d2p 2 d%p
ﬁdxdy+p_ﬁdxdy+p_o’

1/d%p  d3p d\ dp d\ dp
‘é(ww—@ﬂ) Nz dr " Ndy dy
+Z{}(d%_d%)_ d\ '@+ d\ ‘d_p}
2 \dx?2  dy? Adz dxr  MNdy dy

Adr dxr  Ady dy

1 [/ d? d? d\ d d\ d
+17|= p_ary_ V4P 4+ — . ap =0,
2 \dz?2  dy? Adz dxr  ANdy dy
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on en déduit

2p  d3p dx (dp  dp )
— 2 — 4+i-) =0
a2 T T Ndr (dx “da;)
d2 d2 d\ [d d
b_i&0 9 L) (48)
dy? dyy? Ady \dy dy
2 d2p 2 d%p

p+ﬁdxdy :p+ﬁda:dy =0 J

Ces quatre équations a elles seules régissent le probléme des congruences iso-
tropes.

Comme cela devait étre, (46) est vérifiée, ce qui démontre une fois de plus le
théoréme fondamental.

L’équation (47), exprimant la coincidence de I'image sphérique des lignes de
courbure de 1’élassoide moyen et du réseau isométrique pris pour origine, devient,
développée,

1 (d%p d? dx d d\ d
A R T A (49)
2 \dz?2  dy? ANdr dr  Ndy dy

on voit qu’elle entraine
1 (d%p d? dx d dx d
e T AT A ) (50)
2 \dx?2 = dy? Adz dxr ANdy dy

Alinsi se trouve préparé le probléme que nous avons en vue. Quant a l'intégration,
elle ne présente pas de nouvelles difficultés :

Remplacons A2 par D, nous aurons :

1° Pour ce qui concerne p

Dp d2p

=0
2+dxdy ’
dp d*p dD dp dD dp

i2 4 Ddr dr  Ddy dy

Comme
4X'Y!
(X +Y)2

on doit avoir
XY 2X1 +Y,

P=xr Ty X+Y
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Mais alors
@p D dp _ (X3\"_(X3\' (X"
dr?2  Ddxr dx X/ X/ X )
@p D dp _ (YVi\"_ (Y1 (Y
dy? Ddy dy Y’ Y’ Y' )"
Par conséquent, I’équation (49) ne peut étre vérifiée que si

" / " /
(¢) - (R) ()= () - () (+)
X/ X/ X/ Y/ Y/! Y )’

ou K désigne une constante arbitraire.
On conclut facilement de ce qui précede

Kdx
Xlz/X’d:p/X’d:z:/ <7

Kd
le/Y’dy/Y’dy/ Y,y+a’Y2+b’Y+c’.

+aX? 4+ bX + ¢,

2° En ce qui concerne p, on trouverait semblablement

=% Ty X+Y '’

ng—i/X'dx/X/dx/

K d
Y2:+i/Y’dy/Y’dy/T,y+a’1Y2+b’1Y+c’1.

X! Y! X Y
po 22 9 2( 2 +Yy)

avec

dx

K
< + a1X2 + 01X+ ¢y,

On voit ainsi que

Xy = —iX] + aX? + X + 7,
Yo = +iY] + 'Y2 + 8'Y ++/.

Les élassoides ainsi trouvés sont en nombre infini, mais il est facile de voir que
la variation de la constante & donne des élassoides homothétiques par rapport au
centre de la sphére de référence, et que les variations des constantes a, b, ¢, a, b, ¢
donnent lieu a des élassoides déplacés dans I’espace, paralléelement a eux-mémes.

Considérons, en effet, I’expression du carré de ’élément linéaire de 1’élassoide, il
a pour valeur, d’aprés (39)

dz?2  Ddr dx

— 4dr - dy — IRl L
e N |d2 Ddy dy

ds? 1 lep dD dp} 1 [d% dD dp}
A2 ’
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soit, a raison de ce qui a été dit ci-dessus,

_4K2-dx-dy

2
ds 3

Les constantes a,b, c,a’,b’, ¢’ ne jouent aucun role et k& n’a d’autre effet que de
rendre proportionnels tous les éléments correspondants des élassoides satisfaisants.

Or, les éléments des lignes de courbure paralléles & ceux des courbes (u) et (v)
conservent des directions invariables, quelles que soient les variations des constantes ;
conséquemment tous les élassoides satisfaisants sont identiques ou homothétiques.

§ 65.

Remarque au sujet de l’expression des parametres des congruences isotropes
déduites de réseaux sphériques isométriques.

On n’est pas sans avoir constaté la symétrie remarquable qui lie dans tous les
calculs de ce chapitre les paramétres d'une congruence isotrope et les distances du
centre de la sphére de référence aux plans moyens; nous avons a dessein réserveé,
pour les grouper, les remarques se présentant a chaque pas et qui mettaient natu-
rellement sur la voie d'une trés-importante propriété des élassoides, de celle qui va
nous permettre bientdt de résoudre le probléme de Bjorling ; nous voulons parler de
la coexistence des élassoides conjugués, signalée pour la premiére fois par M. Ossian
Bonnet.
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CHAPITRE X.
ELASSOIDES CONJUGUES ; ELASSOIDES STRATIFIES.

§ 66.

Construction des €lassoides conjugués a l’aide de la représentation sphérique. Les
lignes de courbure de ['un correspondent aux lignes asymptotiques de l’autre.

Du § 63 il résulte que, si 'on porte sur les tangentes OX, OY des courbes (v)
et (u) d'un réseau isométrique se coupant en O (point de la sphére) des longueurs
OA et OB égales au A du réseau, les droites menées par les extrémités parallélement
au rayon de la sphére engendrent des congruences isotropes; les élassoides moyens
de ces congruences sont applicables I'un sur l'autre ; de plus, les images sphériques
des lignes de courbure de ces élassoides se coupent sous un angle égal & 7.

L’ image sphérique des lignes de courbure de l'un des €élassoides est l'image sphé-
rique des lignes asymptotiques de ’autre (puisque 1° les asymptotiques d’un élas-
soide coupent sous un angle égal a 7 les lignes de courbure et que 2° les angles sont
conservés dans la correspondance de I’élassoide et de la sphére).

Nous dirons que les deux élassoides correspondant ainsi a deux directions rec-
tangulaires isométriques sont conjugués. Tous les élassoides groupés s’accouplent en
élassoides conjugués.

Mais les calculs du § 28 ayant montré que, si ’on prend une congruence isotrope
arbitraire (D), on peut toujours tracer sur une sphére donnée un réseau isométrique
tel que les normales a la sphére soient paralléles aux droites de la congruence et que
les tangentes aux courbes de 'une des familles du réseau rencontrent toujours les
droites D, on est en droit d’énoncer cette nouvelle proposition :

§ 67.

Etant donnée une congruence isotrope définissant un élassoide moyen, construire
une congruence isotrope donnant lieu a [’élassoide conjugué.

Si lon fait tourner, de %, autour d’un point fize O les droites D d’une congruence
isotrope, de telle fagon que les mouvelles droites soient paralléles aux premiéres,
on engendre une seconde congruence isotrope; les deux €lassoides moyens de ces
congruences sont conjugués.
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Désignons uniformément par pp la distance du centre de la sphére de référence
au plan tangent de 1’élassoide moyen de la congruence (D) et par pp le paramétre
de cette congruence, on a d’apreés les calculs du § 28 :

_ - d
pD_pD/_)\dU7

B ~dA

§ 68.

Auz courbes lieux des centres de courbure d’une courbe double de congruence
1sotrope correspondent sur [’élassoide conjugué les courbes de contact de cones.

On peut, de ces relations, déduire un fait assez important. Nous avons montré
(§ 41) que l'on peut tracer sur un élassoide une oo? de lignes, lieur des centres
de courbure des lignes doubles des développables isotropes focales des congruences
1sotropes satisfaisantes ; le long de ces courbes le parametre est nul. Ce qui précéde
montre que ces courbes ont pour transformées, sur l’élassoide conjugué, les courbes
de contact des cones ayant pour sommets tous les points de ’espace. En effet pp ne
peut s’annuler sans ppy, par conséquent, les plans tangents a 1’élassoide conjugué
le long de I'une des courbes transformées passent par le centre de la sphére de
référence (*).

Ce résultat peut encore se généraliser en considérant les courbes le long desquelles
pp ou pp sont constants; elles sont sur le premier élassoide les trajectoires des
droites, telles que OM ; sur I’élassoide conjugué ce sont les courbes de contact de
développables circonscrites a 1’élassoide et a des sphéres.

Si l'on fait tourner les droites D d’une congruence isotrope autour de tous les
points de I’espace, de la maniére indiquée ci-dessus, on obtiendra toutes les congru-
ences isotropes satisfaisantes relatives a 1’élassoide conjugué. La question a pourtant
besoin d’étre approfondie, car on peut se demander quelles positions occupent dans
I’espace les divers élassoides moyens des congruences isotropes dérivées des congru-
ences relatives & un méme élassoide moyen choisi a priori. Le calcul nous aménera
d’ailleurs a rencontrer la propriété capitale, qui domine la théorie des élassoides
conjugués.

Reprenons pour surface de référence 1’élassoide moyen d’une congruence isotrope
et pour réseau (u,v) celui des asymptotiques. Soit D la droite instantanée d’une
congruence isotrope (D) et P un point fixe de l'espace. Je dis que, si a partir de
ce point fixe, on porte sur des paralléles aux normales de 1’élassoide des longueurs
égales aux paramétres des diverses congruences isotropes satisfaisantes, les plans
perpendiculaires aux normales et passant par les extrémités de ces segments touchent

(*) Ce centre peut effectivement coincider avec un point quelconque de espace.
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des surfaces identiques. Cette propriété résulte déja de la transformation indiquée
au § 34, mais établissons-la différemment.

§ 69.

Toutes les congruences isotropes conjuguées des congruences engendrant le méme
élassoide moyen donnent lieu au méme élassoide moyen conjugué du précédent.

Les coordonnées instantanées de la droite D sont

p satisfaisant aux équations du groupe (10).
Soient d’un autre coté &, 17, (, les coordonnées instantanées du point fixe P, écri-
vant que les AX, AY, AZ du point P sont nuls, quels que soient du et dv, on obtient

le groupe canonique
1 dGy 1 dGy )

— D2 — _D 22>

d2¢; 1 dDd¢ 1 dDdg
dudv 2D du dv 2D dv du
1 dDdg 1 dDdg  d*¢

DG = — — 20— 7 —
DO =55 70 de "D do do 202

d>¢
du?

- D¢
/

Portons sur (7, a partir de P, une longueur égale au parameétre p et par le point
obtenu menons un plan paralléele & XOY, nous savons qu’il touchera 1’élassoide
conjugué de (O); soit Z la distance de ce plan & XOY, on aura

Z=:Gq —p
Combinant les groupes (10) et (51), on trouve que Z satisfait au nouveau groupe :

d?7 dD dZ dD dZ

— D [
dudv 2Ddv du 2D du dv 0, (52)

d%7. dD dZ  dD dZ d%7

— +DZ—-1= _ = ——— —-D7Z - 1.

du? + 2Ddu du 2D dv dv dv?

Quant aux coordonnées instantanées du point de contact, écrivant que le AZ est
constamment nul, on trouve

glz_D_E_a U/:—D_Q—u7 C/:Z

Calculons les valeurs de AX, AY, AZ du point de contact, correspondant sur
'élassoide conjugué de (O) au point O.
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En opérant comme d’habitude, et tenant compte du groupe (52), on voit que

AX =D dv,
AY = D73 du, (53)
AZ = 0.

La premiére conséquence a tirer est que ces éléments seront les mémes, quelle
que soit la valeur de p employée ; on est donc en droit de dire que toutes les surfaces
obtenues comme enveloppées des plans situés aux distances d’un point fixe, mar-
quées par les différentes valeurs du parametre, sont identiques et méme simplement
déplacées parallelement & elles-mémes dans 'espace.

Désignons dorénavant par (O’) I’élassoide conjugué de (O). Elevant au carré les
valeurs des AX, AY, et ajoutant, on vérifie de nouveau que les élassoides conjugués
sont applicables I'un sur 'autre.

§ 70.

Deux élassoides conjugués se correspondent par orthogonalité des éléments.

Mais le groupe (53) met en relief un résultat beaucoup plus important, a sa-
voir que les €lassoides conjugués (O) et (O') se correspondent par orthogonalité des
éléments.

Il suffit pour le démontrer de mettre en regard les AX, AY, AZ des points O
et O

sur (O) sur (O')
AX =D~z du AX'= D zdv ,
: AZ =0, : A7 =0.
AY =D "2 dv AY' = -D72du

On a donc bien, identiquement, quels que soient du et dv :

AX-AX + AY - AY' + AZ-AZ = 0.

Ainsi peut-on énoncer ce théoréme :

A tout élassoide en correspond un autre, 1° par le parallélisme des plans tangents ;
2° par égalité des éléments ; et, 3° par orthogonalité de ces mémes éléments.

Nous montrerons tout a 1’heure dans quelles conditions de généralité a lieu la
réciproque.
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§ 71.

Deux segments relatifs aux €lassoides conjugués sont, en tous points
correspondants, égaux et rectangulaires.

On peut encore déduire des calculs qui précédent un résultat intéressant :

Joignons dans le plan tangent a 1’élassoide (O) le point O au point M de la
droite D, appartenant & la congruence isotrope.

Semblablement, dans le plan tangent a I’élassoide (O'), joignons le point O' au
point N, pied de la perpendiculaire abaissée du point fixe P sur le plan tangent
considéré.

Je dis que les segments OM et O'N sont égauz et rectangulaires.

Formons en effet le tableau des coordonnées instantanées des différents points de
la figure :

POINT O POINT M POINT N POINT O
,—/H . A\ ~ y A\ ~ P A
_1dp _1d(y _1 (d¢  dp
g fry D 2 — fry —D 2 — ;) = —D 2 —_
_1dp _1d(y _1(d(y  dp
g frg —D 2 — frg —D 2 — ;) = —D 2 _— .
no =0, M 700 N 2. 7o du )

il en résulte

SO/ - £N — M
nor = 1NN + &,

ce qui démontre la proposition annoncée.

§ 72.

Construction ponctuelle simultanée des élassoides conjugués et des €lassoides
stratifiés.

Nous allons déduire de nos calculs la construction ponctuelle simultanée des élas-
soides conjugueés.

Dans 'ordre d’idées énoncées au § 46, on peut manifestement déduire des sur-
faces (O) et (O’) deux familles de surfaces applicables par couples les unes sur les
autres.

Considérons en effet les surfaces (O) et (O') simplement comme deux surfaces
applicables 1'une sur l’autre ; joignons a chaque instant les points O et O’, prenons
les points m milieux des segments ; puis, portons de part et d’autre sur OO’ deux
segments mO7 et mO’ égaux & mO multiplié par une constante k, il est visible que
les surfaces, lieux des points O1 et O9, sont encore applicables I'une sur 'autre.
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Comme les surfaces (O) et (O') ont leurs plans tangents paralléles, ces plans
seront aussi paralléles aux plans tangents des surfaces (m), (O1), (O'1).

§ 73.

Seconde famille d’élassoides stratifiés.

Les considérations du chapitre III montrent méme que toutes ces surfaces sont
des élassoides.

Considérons maintenant les surfaces (O) et (O’) comme correspondantes par
orthogonalité de leurs éléments. Prenons en outre un point fixe arbitraire P dans
I’espace. D’apres la remarque du § 46, si 'on joint & chaque instant le point P au
point O, puis, que de part et d’autre du point O on porte parallélement & PO’ des
segments OC et OC’ égaux au produit de PO’ par une constante k, on obtiendra
deux surfaces (C) et (C’) applicables I'une sur Pautre.

En donnant & k toutes les valeurs, on obtiendra une famille de surfaces applicables
par couples, surfaces qui sont visiblement des élassoides.

Les deux familles ainsi obtenues ne sont pas identiques. C’est ce qui résultera de
I’étude que nous allons en faire.

Commencons par la famille dont les élassoides conjugués (O) et (O’) font partie.

§ 74.

Les élassoides de la premiere famille sont tous applicables sur des €élassoides
homothétiques a l'un d’entre euz.

D’aprés le tableau de coordonnées du § 71, on obtient immédiatement les coor-
données instantanées des points Op et O’y ; calculons les valeurs des AX, AY, AZ
de ces points : on a manifestement, pour les AX, par exemple,

1+K 1-K
AXo; ZAX@( %) +AX0( 9 )
1-K 1+K
d’ou I'on conclut :
D~z Dz
AXo, = =5~ [dv(1 +K) +du(l = K)|, AYo, = =~ [~du(l + K) + dv(1 - K)],
AXp, = D; [dv(1 = K) + du(1 + K)], AYq, = D; [—du(1l — K) + dv(1 +K)].

On en déduit, pour les carrés des éléments linéaires des surfaces (O1) et (O)) :

_ _ D!
S0, = oy, = —5—(1+ K)(du® + dv?).
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Ainsi les deux surfaces (O1) et (O}) sont applicables 1'une sur 'autre, et, toutes
les surfaces analogues de la famille, convenablement réduites par homothétie, sont
applicables les unes sur les autres.

§ 75.

Une famille d’élassoides stratifiés comprend toujours deuz développables isotropes.

Mais le fait important & déduire vient de ce que, si
K=4+v—1,

le carré de I’élément linéaire s’annule.

Dans cette hypothése, les AX, AY ne s’annulent pas, bien que le d_82 se réduise
a zéro. Des lors les surfaces (O1) et (O)) se réduisent a deux courbes de longueur
nulle. D’ou cette proposition décisive :

Soient (O) et (0') deux élassoides conjugués ; joignez, a chaque instant, les points
correspondants O et O’ ; portez de part et d’autre des milieux m de ces segments, et
sur leurs directions, des longueurs égales entre elles et au produit par /—1 du demi-
segment OO’ ; les lieux des extrémités des segments imaginaires, ainsi construits,
sont des lignes de longueur nulle.

§ 76.

Les élassoides de la seconde famille sont également stratifiés.

Occupons-nous maintenant de la seconde famille : comme les plans tangents
sont paralléles, aux points correspondants des surfaces de la famille, il résulte de
la construction méme que leurs distances aux plans tangents de 1'élassoide (O)
sont marquées par la valeur du produit de p (paramétre de la congruence isotrope
originelle) par la constante K.

On est donc en droit d’énoncer cette proposition :

Les plans paralléles au plan moyen d’une congruence isotrope et distants de ce
plan de quantités proportionnelles au paramétre de la congruence, ont pour envelop-
pées des surfaces applicables par couples les unes sur les autres.

Mais nous avons montré au § 38 que les plans distants du plan moyen de quantités
égales a py/—1 ont pour enveloppées les lignes isotropes, arétes de rebroussement
des développables focales de la congruence.

On voit par conséquent que les deux familles de surfaces auxquelles nous avons
été conduit, sans étre identiques [puisque la seconde ne contient pas 1’élassoide (0)],
répondent & une méme définition : ce sont toujours des familles d’élassoides obtenus
en divisant par segments proportionnels les cordes s’appuyant a leurs extrémités sur
deux lignes de longueur nulle.
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Mais il faut se souvenir que nous avons déja déduit des réseaux isométriques
trajectoires les uns des autres une famille d’élassoides groupés, tous applicables sur
I'un d’entre eux.

§ 77.

Les familles d’élassoides groupés et stratifiés sont composées de surfaces semblables.

Nous montrerons que les diverses familles se composent d’élassoides identiques ou
semblables, de famille & famille, non identiques ni semblables, dans chaque famille, en
établissant que les images sphériques des lignes de courbure de ces diverses surfaces
sont, dans tous les cas, trajectoires (sous des angles constants) les unes des autres.

Nous vérifierons en méme temps (ce qui a été prouvé jusqu’a présent, seulement,
par les considérations directes du chapitre second) que toutes les surfaces des familles
sont ¢lassoides.

Portons, sur la droite instantanée D d’une congruence isotrope, dont (O) est
I’élassoide moyen, un segment MA égal au produit du paramétre p par une constante
k. Sur chaque surface élémentaire de la congruence les plans tangents en M et A
feront entre eux un angle w dont la tangente sera égale a K; il est donc naturel de
remplacer k par tgw.

Une surface de la famille que nous voulons étudier est touchée par le plan conte-
nant A et paralléle au plan XOY ; cette surface est donc enveloppée par le plan dont
I’équation instantanée est

Z—ptgw = 0.

On cherchera comme d’habitude la caractéristique de ce plan et I'on trouvera pour
les coordonnées instantanées du point de contact :

_1dp _1dp

- kD% - _kp:?

$ de’ g 2du
¢ = Kp.

On trouve ensuite pour les AX, AY, AZ du point de contact :

AX =D 2(du — kdv),
AY = D2 (dv + kdu),
AZ =0,
par conséquent,
2 -1 2 2 2 dS%
ds? = DY (du® + dv?)(1 + k%) = —2-.
COS” w

Ainsi 'enveloppée du plan considéré a ses éléments proportionnels a ceux de (O).
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Nous suivrons sur (O) l'image d’une ligne de courbure de la surface considérée,
si le déplacement du point de contact est perpendiculaire a la caractéristique du
plan P. Ayant les équations de la caractéristique :

7Z—Kp=0,
1 dp dp
D :2(Xdv+Ydu)+ K| —du+—dv | =0,
du dv

et les AX, AY, AZ, rien de plus facile que de trouver la condition :

™ W
w(7-3)
;Z—Z:—Ki 1+K2= ou
tg(?’—ﬂ—g).
4 2

Mais si ¢ désigne 'angle que I'image de la ligne de courbure de (P) sur (O) fait avec
une ligne de courbure de (O), on a :

@ _ (Z+¢)
du_g 4 ()07

puisque les lignes de courbure de (O) sont bissectrices des angles des axes. En consé-
quence, on trouve, en valeur absolue :

_w
(p_2'

Exprimons, au contraire, que le déplacement du point de contact a lieu suivant
la caractéristique, nous obtiendrons ainsi I’équation différentielle des images sur (O)
des lignes asymptotiques de la surface (P). On vérifie que les directions obtenues
sont rectangulaires.

§ 78.

Construction d’une famille d’élassoides stratifiés dérivés d’une congruence isotrope
déterminée.

Combinant ces résultats avec les remarques suivantes :

1° Que les images sur un élassoide et sur la sphére donnent des angles corres-
pondants égaux ;

2° Qu’en général les lignes asymptotiques d’une surface correspondent par or-
thogonalité des éléments a leur image sphérique, nous serons en droit de dire :

Les enveloppées des plans tels que P, distants, du plan moyen de la congruence
1sotrope, de quantités proportionnelles au parameétre, sont des élassoides applicables
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apres réduction par homothétie. Sur [’élassoide moyen ou sur la sphére, les images
de leurs lignes de courbure sont trajectoires, sous des angles constants, des lignes de
courbure de [’élassoide moyen, ou de leurs images sphériques.

On vérifie a 'aide des AX, AY, AZ du point de contact :

1° Que deux des plans P, également distants du plan moyen, touchent deux élas-
soides applicables ['un sur [’autre sans réduction par homothétie;

2° Que parmi les surfaces analogues a (P), il en existe seulement deux se cor-
respondant par orthogonalité des éléments; elles sont obtenues en égalant a l’unité
la constante k.

§ 79.

Caractéres distinctifs des familles d’élassoides groupés et stratifiés.

En résumé, il n’y a, en réalité, que deux familles d’élassoides distinctes parmi les
trois, primitivement envisagées.

La premiére famille, déduite d’un réseau isométrique sphérique, comprend des
élassoides tous applicables les uns sur les autres, ce sont les élassoides groupés. A
un point d’un élassoide correspondent sur les autres élassoides des points distribués
sur une ellipse.

La seconde famille, déduite d'une congruence isotrope arbitraire, peut étre iden-
tifiée a la précédente en ce sens qu’elle peut étre composée avec des élassoides sem-
blables & ceux de la premiére famille ; mais il faudra toujours en laisser un de coté.
Nous dirons (pour la distinguer) qu’elle est composée d’élassoides stratifiés.

Une famille d’élassoides groupés se décompose d’une infinité de maniéres en
couples d’élassoides conjugués.

Une famille d’élassoides stratifiés ne comprend qu’'un couple d’élassoides conju-
gués. Les points correspondants sont en ligne droite.

Enfin la seconde famille comprend toujours comme élassoides limites deux déve-
loppables isotropes; la premiére famille n’en contient jamais.

§ 80.

Quand deuz surfaces se correspondent avec réalisation de deux des trois
conditions : 1° parallélisme des plans tangents; 2° égalité des éléments ;
3% orthogonalité des éléments, ce sont deux élassoides conjugués.

Nous terminerons ce chapitre en recherchant s’il est d’autres surfaces que les
élassoides conjugués qui se correspondent par égalité et orthogonalité des éléments,
avec parallélisme des plans tangents.

Si I'on exige que les conditions soient réunies toutes les trois, il ne parait pas
possible d’obtenir autre chose.
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Si I'on n’exige que la réalisation de deux des conditions & la fois, on a trois
problémes a résoudre :

1° Trouver les couples de surfaces se correspondant a la fois par le parallélisme
de leurs plans tangents et 1'égalité de leurs éléments.

2° Obtenir deux surfaces dont les plans tangents sont paralléles deux a deux et
dont les éléments correspondants sont rectangulaires.

3° Former les couples de surfaces se correspondant a la fois par égalité et ortho-
gonalité des éléments.

Le premier probléme peut étre ramené au second, car étant données deux surfaces
(O) et (O') satisfaisantes, la surface (M), lieu des milieux des cordes OO’ a ses
plans tangents paralléles a ceux de (O) et de (O'); de ce que ces derniéres sont
applicables I'une sur I'autre il résulte que, si, par un point fixe de ’espace, on méne
des rayons égaux et paralléles aux demi-segments OO’, la surface, lieu des extrémités
des rayons (R), correspondra par orthogonalité de ses éléments a (M). Il est en outre
visible que les plans tangents de (R) sont paralléles a ceux de (O), (O') et de (M);
donc les surfaces (M) et (R) donnent la solution du second probléme.

Soient maintenant (M) et (R) ces deux surfaces satisfaisantes. Considérons une
asymptotique de (M), son image sur (R), ainsi que sur la sphére (S). Nous savons
que I'asymptotique de (M) correspond par orthogonalité de ses éléments a son image
sphérique ; il faut donc que celle-ci corresponde par parallélisme d’éléments a I'image
de 'asymptotique, sur (R); cette image est donc une ligne de courbure. Ainsi les
asymptotiques de (M) correspondent aux lignes de courbure de (R) et réciproque-
ment. Il faut en outre que les images sphériques de ces lignes soient rectangulaires
(en tant qu’images de lignes de courbure). Il en résulte immédiatement que (M)
et (R) sont des élassoides conjugués.

Reste donc a traiter le troisiéme probléme : les éléments des deux surfaces sont
deux a deux égaux et rectangulaires. Considérons sur ces surfaces les lignes de lon-
gueur nulle; elles se correspondent manifestement, comme étant égales éléments a
¢léments, mais deux éléments correspondants ne peuvent étre rectangulaires sans
que leurs tangentes isotropes rencontrent I’ombilicale au méme point ; dés lors, si les
lignes de longueur nulle sont distinctes sur les deux surfaces, les plans tangents sont
paralléles comme contenant deux couples de droites isotropes paralléles.

Ainsi, dans tous les cas, on n’obtient que les élassoides conjugués.

§ 81.

Sur deuz élassoides conjugués, de deux familles de courbes correspondantes
dérivent comme lignes conjuguées des lignes qui seraient orthogonales, rapportées
sur l'une des surfaces.

Une conséquence intéressante de la propriété fondamentale des élassoides conju-
gués doit étre signalée.
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Tragons sur (O) une famille de courbes (u) et sur (O') les transformées des
courbes (v) trajectoires orthogonales des courbes (u), les courbes conjuguées de
lignes (u) sur (O) et des transformées des (v) sur (O') se correspondent.

Nous allons maintenant appliquer les résultats qui précédent a la solution géo-
métrique du probléme de Bjorling.



CHAPITRE XI.

SOLUTION GEOMETRIQUE DU PROBLEME DE BJORLING.

§ 82.

Si on planifie deux développables circonscrites a deux élassoides conjugués suivant
deux contours correspondants, on peut superposer les transformées de ces contours,
et les transformées des génératrices seront des droites deux a deux rectangulaires.

Soient (O) et (O') deux élassoides conjugués, considérons, sur ces surfaces, deux
contours correspondants (C) et (C); aux points correspondants les plans tangents
sont paralléles et les développables circonscrites le long de (C) et de (C') aux élas-
soides, ont leurs génératrices paralléles.

D’un autre coté, puisque (O) et (O') sont deux surfaces applicables I'une sur
Iautre, les courbures géodésiques des courbes correspondantes (C) et (C’) sont égales,
aux points correspondants.

Si donc l'on étend les deuzx développables sur deuz plans, les courbes (C) et (C')
se transformeront en deur courbes (v) et (v') dont les éléments et les rayons de
courbure seront égaux; conséquemment, les courbes (v) et (v'), transformées, se-
ront superposables. Effectuant la superposition, tous les points correspondants des
deux contours coincideront ; quant aux transformées rectilignes des génératrices des
développables, elles seront deux a deux rectangulaires.

Ceci posé, proposons-nous de construire 1’élassoide inscrit & une développable
donnée (A) le long d’un contour déterminé (C) (c’est-a-dire de résoudre le probléme
de Bjorling).

§ 83.

Construire un élassoide inscrit dans une développable donnée le long d’un contour
déterminé (PROBLEME DE BJORLING).

Les opérations a effectuer comportent trois degrés.

En premier lieu on déroulera (A) sur un plan et on tracera dans ce plan les
perpendiculaires aux transformées des génératrices de la développable menées par
les différents points du contour (C) transformé. Les droites ainsi obtenues peuvent
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étre considérées comme les transformées de génératrices d'une certaine développable
(A") planifiée.

En second lieu on formera cette seconde développable (A’) en lui donnant méme
cone directeur qu’a (A); et on lui assignera une telle position dans l’espace, que les
génératrices correspondantes des développables (A), (A’) soient paralléles.

En troisiéme lieu on joindra les points correspondants des contours (C) et (C')
transformés; enfin, de part et d’autre des milieux des cordes, et sur celle-ci, on
parlera des longueurs égales aux produits des demi-cordes par v/—1.

Les courbes imaginaires, lieux des extrémités des segments ainsi construits, sont
les lignes isotropes génératrices des deux élassoides.

Les deux premiéres séries d’opérations peuvent conduire a des résultats non
algébriques, la troisiéme série ne donne lieu qu’a des opérations algébriques.

Les deux premiéres séries n’entrainent que des opérations essentiellement réelles,
mais la troisiéme série introduit nécessairement des constructions imaginaires.

§ 84.

Des contours conjugués.

En résumé, si l’on veut construire un élassoide passant par un contour donné (C),
il faut tout d’abord construire un contour conjugué (C') correspondant au premier,
par égalité et par orthogonalité des éléments.

Ce résultat obtenu, des opérations, simplement algébriques, détermineront les
deux élassoides conjugués passant par les deux contours.

Nous avons montré par quelles opérations il faut passer pour obtenir le contour
(C") conjugué de (C) lorsqu’on se donne la développable circonscrite a I’élassoide le
long de (C), mais rien n’oblige & passer par l'intermédiaire du probléme de Bjorling,
dans tous les cas. Il est bien clair que, si, par un procédé quelconque, on a obtenu
deux contours conjugués (C) et (C'), les tangentes de ces contours en deux points
correspondants, étant situées dans deux plans tangents paralléles, déterminent ces
plans eux-mémes.

§ 85.

FEtant donnée une surface gauche, construire les contours conjugués qu’elle
détermine.

Si 'on veut simplement obtenir des élassoides, sans s’assujettir a les faire pas-
ser par un contour déterminé, le procédé le plus simple est encore celui que nous
avons déduit de la notion des congruences isotropes, & savoir : partir d’une surface
gauche arbitraire. Nous avons montré au chapitre VII comment on doit construire
le contour (C) suivant lequel les plans moyens touchent 1’élassoide. Il peut paraitre
intéressant d’indiquer comment s’obtiendrait le contour conjugué (C’).
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Par un point fixe P de I'espace on ménerait des paralléles aux génératrices de
la surface gauche, et, sur ces droites, on porterait des segments PN égaux aux
valeurs des parameétres ; par les extrémités on éléverait des plans perpendiculaires
aux droites; on obtiendrait ainsi les plans tangents a 1’élassoide conjugué le long
du contour cherché (C'); celui-ci s’obtiendrait point par point en tirant parti de
la proposition démontrée au § 71, en vertu de laquelle le segment NC/ est égal et
perpendiculaire au segment joignant le point central d'une génératrice de la surface
gauche au point de contact correspondant de 1'élassoide sur (C).

Examinons quelques cas particuliers dans lesquels on peut obtenir immeédiate-
ment le contour (C’) conjugué d'un contour déterminé.

Si (C) est le lieu des centres de courbure d’une courbe gauche (Cy), (C') est le lieu
des extrémités de segments issus d’un point fixe de ’espace égaux et perpendiculaires
aux rayons de courbure de (C).

Dans ce cas la surface gauche élémentaire est la développable lieu des tangentes
de (Cl)

Si (Cq) est algébrique les deux élassoides conjugués sont algébriques. Tout cela
a déja été démontré au chapitre V1.

Dans le cas ou (Cq) est une courbe plane, le probléme prend, naturellement, une
simplicité toute particuliére.

§ 86.

Contours conjugués d’un contour plan.

Soit (C') le contour conjugué de (C); projetons (C') en () sur le plan de la
courbe (C); appelons Z la hauteur variable du point C’ au-dessus du plan : pour
que les contours soient conjugués il faut que les tangentes a (C) et () aux points
correspondants soient rectangulaires ; en outre

en désignant par d(c) et d(7y) les éléments d’arc des courbes (C) et (7).

Si les éléments d(y) et d(c) faisaient entre eux un angle constant, méme nul, la
courbe (C') obtenue deviendrait satisfaisante par une simple rotation autour d’un
axe perpendiculaire au plan de (C).

Le probléeme est, dans tous les cas, ramené aux quadratures.

Supposons, tout d’abord, que I'on prenne pour () un point ; (C’) se réduit a une
droite. Le Z de celle-ci est égal a I’arc de (C). Le premier élassoide admet pour géodé-
sique la courbe (C). Si celle-ci est la développée d’une courbe algébrique, on pourra
algébriquement obtenir la correspondance sur la droite (C') et, par conséquent, les
deux élassoides conjugués seront algébriques.
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§ 87.

Un élassoide admettant pour ligne de courbure une courbe plane sera algébrique en
meéme temps que la développante de cette courbe.

Supposons maintenant que (vy) soit une courbe semblable & (C); le rapport de

similitude étant k, on aura
dZ = d(c)V'1 — k2.

Ainsi Z sera proportionnel a I’arc de (C) ; et, si cet arc peut s’obtenir algébrique-
ment, c’est-a-dire si (C) est la développée d’une courbe algébrique, la courbe (C')
et les deux élassoides conjugués seront algébriques.

I1 est facile de pousser plus loin I’étude de ce cas intéressant : en effet, de ce que
dZ est proportionnel & d(v) résulte que les tangentes a la courbe (C') font des angles
constants avec la normale au plan de (C).

Mais les plans tangents le long de (C) ont leur lignes de plus grande pente
paralléles aux tangentes de (C’) ; conséquemment, I’élassoide passant par (C) coupe
le plan de cette courbe sous un angle constant.

D’aprés un théoréme bien connu, (C) est alors ligne de courbure de 1'élassoide.
Ainsi, on est en droit d’énoncer cette généralisation du théoréme d’Henneberg :

Tout élassoide, admettant pour ligne de courbure une courbe plane, sera algé-
brique si cette courbe est la développée d’une courbe algébrique.

Il n’est pas besoin d’insister pour établir qu'un élassoide ne pourrait étre algé-
brique sans que son conjugué le fit. Tous les élassoides groupés ou stratifiés sont
algébriques si l'un d’entre eux l'est.

§ 88.

Surfaces dont les lignes asymptotiques et leurs images sphériques sont des contours
COMJUGUES.

Citons un exemple fort curieux de contours conjugués. Soit une surface (S)
telle qu’en chacun de ses points le produit des rayons de courbure principaux soit
constant, négatif et égal, en valeur absolue, a a?. Considérons, d’autre part, une
sphére de rayon a et faisons sur la sphére I'image du réseau des asymptotiques
de (S).

Soit df a2 l'aire sphérique d’un élément de la surface (S). Ry et Ry désignant les
rayons de courbure principaux de (S), on sait d’aprés Gauss, que

d(S) = df - RqRo.

Il en résulte que, dans ce cas, l'aire d’une portion de la surface (S) est égale a
l’aire sphérique correspondante, prise sur la sphére de rayon a.
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Manifestement, toutes les fois que deux surfaces se correspondent avec conser-
vation des aires, on peut tracer sur elles un double réseau de courbes égales par
correspondance, et réelles. Il est manifeste également qu’en deux points correspon-
dants les courbes de longueur conservée se coupent sous des angles supplémentaires
(car leurs sinus doivent étre égaux, pour que la correspondance homalographique ait
lieu).

Dans le cas actuel, on voit facilement que les images sphériques des asympto-
tiques de (S) (faisant entre elles un angle supplémentaire de celui des asympto-
tiques), sont, sur la sphére, les lignes de longueur conservée. Mais nous avons déja
eu l'occasion de faire observer qu'une ligne asymptotique et son image sphérique se
correspondent toujours par orthogonalité des éléments.

On voit, par conséquent, qu’une ligne asymptotique de la surface (S) et son
image, sur la sphere de rayon a, sont deux contours conjugués.

Les élassoides conjugués correspondants sont circonscrits a la surface (S), le long
de 'asymptotique, et, a la sphére, suivant I'image (*).

§ 89.

FElassoides conjugués inscrits dans une méme développable.

Peut-il se faire que deuz €lassoides conjugués soient inscrits a une méme surface
développable ?

Si 'on planifie cette développable, les deux courbes de contact doivent étre su-
perposables, aprés la transformation, et leurs tangentes aux points correspondants
doivent étre rectangulaires. Rien de plus simple que de les obtenir : choisissons arbi-
trairement, dans le plan, un point P ; de ce point, abaissons sur chacune des généra-
trices limites de la développable, des droites faisant avec elles des angles de 45°, les
lieux des points de rencontre seront des courbes identiques, semblables a la podaire
par rapport au point P de I'aréte de rebroussement planifiée.

Que 'on forme a nouveau la développable, le point P décrira une courbe gauche
(P) dont les plans normaux seront tangents a la développable considérée ; la podaire
du point P devient le lieu des centres de courbure de la courbe trajectoire de P.

Les élassoides conjugués font partie d’une famille d’élassoides stratifiés dont
I’élassoide moyen est inscrit, le long de la podaire de P, dans la développable donnée.

Ainsi, deuz élassoides conjugués, inscrits a une méme développable, seront algé-
briques si cette développable est ’enveloppe des plans normauzx d’une courbe algé-
brique.

(*) Nous avons démontré que sur (S) quatre asymptotiques quelconques, par deux, de familles
différentes, forment toujours un parallélogramme courbe, en ce sens que les segments opposés sont
égaux. Il en est de méme des images sphériques.
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Dans ce cas, la développable contient les deux lignes de longueur nulle généra-
trices des deux élassoides, ce sont les transformées des deux droites isotropes passant
par le point P et tracées dans le plan de la développable aplatie.

§ 90.

Construire deux €lassoides conjugués inscrits dans deux développables ayant méme
cone directeur.

On peut, dans la méme voie, obtenir un théoréme beaucoup plus général : soient
données deux développables (A) et (A') satisfaisant & la seule condition d’avoir
méme cone directeur ; supposons que 'on demande de leur inscrire deux élassoides
conjugués de telle fagon qu’elles leur soient tangentes le long de contours conjugués.
Il s’agit de construire ces contours.

(A) et (A') peuvent étre considérées comme les enveloppes des plans normaux
de deux courbes (P) et (P’) dont les tangentes correspondantes sont paralléles.

Amenons le point P’ en P, en y faisant coincider les tangentes de (P) et de (P')
transportée : les génératrices correspondantes G, G’ de (A) et de (A') seront alors
dans un méme plan normal & (P). Faisons tourner autour de la tangente a (P) la
génératrice G’ de (A) correspondant au point P’/; jusqu'a ce qu’elle ait pris une
position Gi, & angle droit sur sa position premieére, les deux droites Gi et G se
rencontreront en un point M qui appartient au contour de contact de (A) et de
’élassoide satisfaisant.

On construira, de la sorte, les deux contours conjugués par des opérations pure-
ment algébriques, pourvu que (P) et (P’) soient obtenues d’avance.

Nous dirons, en conséquence, que deux élassoides conjugués assujettis a toucher
deux développables données ayant méme cone directeur seront algébriques si les
deux développables sont les polaires de deux courbes gauches algébriques.

Comme on peut remplacer les points P et P’ par deux points arbitraires des plans
des deux développables infiniment aplaties, on voit que le probléme en question est
susceptible d’une oo® de solutions (*).

Un cas tres-simple se présente lorsque le point P décrit une courbe sphérique, la
surface polaire est un cone et les courbes de contact de ce cone avec deux élassoides
conjugués sont deux cercles géodésiques passant par le sommet du cone.

(*) Comme on peut effectuer la rotation autour de P de deux cotés différents, les mémes courbes
(P) et (P’) donnent lieu & deux systémes de contours conjugués; c’est ce qui conduit & I'oo® de
solutions.
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§ Ol

Construction des deux contours conjugués résultant de la connaissance d’une
surface gauche.

Le probléme de la recherche des contours conjugués peut étre abordé de bien
des fagons; comme il présente en lui-méme un réel intérét, il ne sera pas inutile
de montrer, avec plus de précision que nous ne ’avons encore fait, comment la
connaissance d’une surface gauche permet de construire deux couples de contours
conjugués.

Nous avons indiqué, au § 37, comment se construisent les points du contour le
long desquels les plans moyens de la surface gauche touchent 1’élassoide moyen, et
au § 85, comment s’obtiennent les points du contour conjugué ; nous n’y reviendrons
pas; mais, rappelons que parmi les élassoides stratifiés que détermine directement
la surface gauche, il en est deux qui sont conjugués. Soient (C) et (C’) les courbes
tracées sur ces élassoides et correspondant & la surface gauche choisie (comme surface
élémentaire de la congruence isotrope). Soient C et C’ les points correspondant a la
génératrice D de la congruence.

On sait que C et C’ sont dans des plans distants du plan moyen de quantités
égales au parameétre de la droite D.

Si O est le point de contact du plan moyen, C et C/ sont sur une droite COC’
paralléle a la normale & la surface moyenne en M, droite située dans un plan per-
pendiculaire & OM et dans le plan normal a la ligne de striction. Les droites CP,
C'P’ font des angles de 45° avec le plan mené par D et par OM (*).

Nous terminerons cette étude des contours conjugués en montrant comment on
en peut déduire une infinité de la connaissance d’une surface moyenne de congruence
isotrope.

§ 92.

La connaissance d’une surface moyenne conduit a celle d’une infinité de couples de
contours conjugueés.

On sait qu'une surface de cette nature correspond par orthogonalité de ses élé-
ments a la sphére. Prenant donc une sphére de rayon déterminé, il y aura toujours
sur la surface une famille double de courbes égales en arc a leurs correspondantes
sur la sphére, ayant par conséquent ces courbes pour conjuguées. Une équation dif-
férentielle régit le probléme.

A ce propos, il est intéressant de connaitre les surfaces les plus simples corres-
pondant a la sphére par orthogonalité des éléments.

(*) P et P’ sont situés dans les plans tangents aux élassoides conjugués et sur la droite D.
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L’élassoide moyen peut se réduire & un point. Dans ce cas, il faut, d’aprés (28),
que la surface moyenne ait sa courbure nulle. La considération de (26) montre im-
médiatement que la surface est plane.

La correspondance par orthogonalité de la sphére et d’un plan diamétral, par
exemple, s’obtient en projetant un point de la sphére sur le plan, puis en faisant
tourner cette projection autour du centre, de 90°.

Dans ce cas, les contours conjugués sont imaginaires.

Il convient de signaler que si l'on recherche les élassoides groupés, dérivés du
réseau isométrique formé de cercles orthogonaux passant par un méme point de la
sphére, on trouve seulement des points.

On pourrait développer bien davantage, mais il convient de poursuivre I’exposé
des considérations générales, afin d’aborder, sans retard, les monographies d’élas-
soides.

Il est naturel, aprés avoir cherché a déduire les congruences isotropes de la sphére,
de voir comment on peut les déduire du plan; c¢’est ce qui fera I'objet du prochain
chapitre.



CHAPITRE XII.

CONGRUENCES ISOTROPES DEDUITES DU PLAN.

§ 93.

Calcul d’un réseau orthogonal plan duquel on peut déduire une congruence isotrope.

Etablissons tout d’abord les conditions exprimant quune congruence de droites
émanant des points d’une surface de référence est isotrope. Ce calcul nous sera néces-
saire dans sa généralité, un peu plus loin, et, pour notre objet actuel, particularisé,
il conduira immédiatement au but.

Nous supposerons toujours que les droites D de la congruence sont situées dans
les plans ZOX. Désignons par ¢ I’angle de D avec la normale OZ.

L’équation de la surface élémentaire, établie comme d’habitude, donne pour
I’angle 6 du plan tangent en un point M de D avec le plan ZOX

gdv+ L |dv dg sini + Qcost | — du isini—kacosi
fdu gdv

di di
feosidu+ L [dv (—Z+gD> +du( ! —l—P)]
dv du

tgf =

L’équation des plans focaux, établie comme précédemment, est

di tg di d
tg28 -D+ ! + & , gP—chos%—i—g—Z—cosz'sinz'—g
gdv du d

fgcost U
d
+D +tg z—f =0.
gdv
La congruence sera isotrope si
di d
gP—chos27l+g—Z —cosisinid — ¢ (54)
du du
en méme temps que
di d
2Dg——+t i— / =0. (55)

dv Fdv
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Supposons maintenant que (O) se réduise & un plan, il vient (P, Q, D étant nuls),

di 1 _dg
du sinicosi gdu’
di cosi  df
dv sini  fdv’
on en déduit
gcoti =V,
o
sin ¢

Eliminant I’angle 4, on trouve la relation

Uz 2

Inversement, toutes les fois qu’on aura, dans le plan, un réseau orthogonal ca-
ractérisé par ’équation (56), on en déduira une congruence isotrope. Les calculs pré-
cédents démontrent également cette réciproque. Mais on voit facilement que d’un
réseau satisfaisant on peut déduire deuzr congruences isotropes définies par les sys-
témes

geoti =V, feotw=+/—1U,
sin g sin w

On peut méme, puisque U et V sont des fonctions indéterminées de u et de v,
considérer U et V comme de méme signe dans (56), en général.

En fait, lorsque les signes de U2 et de V2 seront tous deux positifs, les congruences
isotropes seront imaginaires toutes les deux ; lorsque les signes seront contraires, 'une
des congruences sera formée de droites réelles et 'autre de droites imaginaires.

On est également en droit de compter les congruences formées des droites symé-
triques, par rapport au plan, de celles des (D). Donc, en général, d'un réseau sa-
tisfaisant, on pourra déduire quatre congruences isotropes, symétriques par couple,
relativement au plan (O).

Il est facile de voir qu’il y a seulement quatre plans isotropes focaux pour ces
quatre congruences, et que ces plans eux-mémes se groupent par couples coupant le
plan (O) suivant deux droites imaginaires.
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§ 04.

D’un réseau orthogonal satisfaisant on déduit quatre plans isotropes en chaque
point du plan, se coupant suivant deux droites de ce plan.

C’est ce qu’on vérifie sans peine en cherchant en dudv I'équation quadratique
des traces sur (O) des plans focaux de la congruence. On trouve, en général, pour
une surface de référence arbitraire

di di d
0= dv? 2D—l—g +dudv | gP — Qf cos z—l—g——coszsmz—g
dv du du
d,
+ du? (f Dcos?i +smzcoszz —f)
g dv
mais, dans l’espéece, il vient
g2 dv® + f?cos®idu® = 0.
Pour les autres congruences satisfaisantes, on aurait, symétriquement,
f2 du® + g2 cos? wdv® = 0;
et ces deux équations sont équivalentes a
9 f4 4
du 02 + dv® V2 =0. (57)

Ces directions seront imaginaires, lorsque, parmi les congruences, deux seront
réelles ; inversement lorsque ces directions seront réelles toutes les congruences iso-
tropes satisfaisantes seront imaginaires.

On sait par la théorie des congruences isotropes que ces directions imaginaires
sont les traces, sur le plan de référence, des plans tangents aux développables iso-
tropes focales des congruences satisfaisantes. Conséquemment, les directions en ques-
tion doivent former dans le plan deux familles de droites imaginaires enveloppant
les traces, sur le plan, des deux développables isotropes focales.

§ 95.

Définition géométrique du réseau orthogonal satisfaisant.

Si I'on considére deux développantes des traces focales, le réseau orthogonal
(u,v) est formé par 'ensemble des courbes telles que la somme ou la différence des
distances de leurs points aux deux développantes soient constantes.
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Vérifions au moyen de ’équation (56), que le réseau (u,v) satisfait toujours a la
définition précitée. On peut, dans chaque cas, particulariser ces variables U et V| et
ramener ’expression du carré de 1’élément linéaire a la forme

dv? du?

ds? = + :
cos ¢ sin?p

qui caractérise d’aprés M. Weingarten tout réseau orthogonal formé (sur une surface
arbitraire) par les courbes dont tous les points sont & des distances géodésiques de
deux courbes fixes dont la somme ou la différence est constante (*).

Ici, quand l'angle ¢ est réel, les congruences isotropes sont toutes imaginaires,
et inversement.

Comme vérification, on doit trouver que les lignes définies par I’équation (57)
sont des géodésiques.

§ 96.

Cas ou le réseau satisfaisant est isométrique : il est composé de coniques
homofocales.

Le réseau (u,v) ne peut, a la fois, étre isométrique et étre caractérisé par la
relation (56), que si le carré de 1’élément linéaire du plan peut se mettre sous la
forme

dS? = (U2 — V2)(du? + dv?);

mais alors, d’apres une théorie bien connue de M. Liouville, I'intégrale des géodé-
siques du plan peut s’écrire

Usin® ¢ + Vcos? o = k()

et chaque valeur de la constante k& définira une double famille de géodésiques, en-
veloppant, par conséquent, deux courbes. Lorsque les valeurs de k seront telles que
I’angle ¢ soit imaginaire, on déduira des droites ainsi obtenues deux congruences
isotropes réelles.

Ainsi le réseau orthogonal plan, particulier, qui est a la fois isométrique et de la
forme permettant Uintégration des géodésiques, donnera lieu d une co® de congru-
ences 1sotropes. Nous ne nous arréterons pas a démontrer, aprés M. Liouville, que ce
réseau plan, remarquable, est unique et qu’il est formé par des coniques homofocales.

Dans ce cas les congruences isotropes satisfaisantes ne sont autre chose que l’en-
semble des génératrices des hyperboloides homofocaux ayant pour trace, sur le plan

(*) M. OssiaN BONNET a donné, de ce fait, une démonstration simple (p. 96 du XLII® cahier
du Journal de I’Ecole polytechnique).

(T) C’est d’ailleurs l'intégrale qu’on obtiendrait immédiatement en cherchant & résoudre (57)
qui est 'équation des traces principales des congruences isotropes.
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de référence, les ellipses du réseau (u,v) et dont une quelconque de ces ellipses est
la focale.

Autant on choisira de focales distinctes, autant on obtiendra de congruences
isotropes différentes.

Nous n’insistons pas davantage sur ces propriétés qui mettent a part les con-
gruences isotropes formées des génératrices de quadriques homofocales; dans le
chapitre XVII nous montrerons, en effet, comment tout ce qui précéde est un cas
particulier d’'une proposition plus générale et pourtant caractéristique.

Pour obtenir, en termes finis, les équations d’élassoides et surtout des élassoides
algébriques dont s’est préoccupée spécialement I’Académie de Belgique, il convient
d’établir (maintenant que nous avons ¢élucidé les propriétés des congruences), sous la
forme la plus simple, des formules qui permettent d’effectuer en langage algébrique,
et par avance, les opérations géométriques dont nous avons montré I’agencement.
Cette nouvelle étude ne laissera pas de mettre en relief d’intéressantes propriétés
des élassoides auxquelles nous n’avons pas encore été conduit.

§ 97.

Plans isotropes passant par une droite déterminée.
Equations.

Soit une congruence de droites. Si, par chaque droite, on méne les deux plans
isotropes qu’elle détermine, ceux-ci couperont, suivant deux droites, un plan fixe
arbitraire.

Inversement si dans un plan on se donne deux droites, on peut en déduire, par
1sotropie, quatre droites dans 'espace.

Supposons que les droites considérées aient pour équations

rcosp +ysing =0,
xcosy +ysiny =0,
ot les angles ¢ et 1 sont arbitraires et complexes (c’est-a-dire imaginaires, conjugués
ou non).
Les plans isotropes, passant par la premiére droite, ont pour équation quadra-

tique
Xcosp + Ysinp 1417 = 0.

De méme, les plans isotropes, passant par la seconde droite, sont représentés par
I’équation & double signe

Xcosy + Ysiny +iZ = 0.

Les deux doubles signes sont indépendants.
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Les droites d’intersection des plans isotropes (en ne considérant pas les symé-
triques) ont pour équations, soit

X — iZ(sin p — sin)) v — iZ(cos ) — cos )
sin(¢ —¢) sin(¢ — @)
soit
X _iZ(sinp +sin ) v — _iZ(cos ¢ + cos )
sin(¢ — ) sin(y — )

Il ne faut considérer, naturellement, que les équations pouvant représenter des
droites réelles quand ¢ et ¢ sont imaginaires conjugués. Posant

QOIOé—l-ﬂi, w:a_ﬁia

les deux systémes d’équations deviennent

217 cos a 217 sin «
X=———rnr——— Y=—7—+
ef +e b’ el + e P’
ou
X 27 sin « 27, cos a

:eﬂ—e_ﬁ’ Y:e_ﬂ—gﬁ.

Ainsi la seconde combinaison doit seule étre conservée.

§ 08.

Intégrale générale analytique d’une congruence isotrope.

Donnons-nous arbitrairement les traces, sur le plan de référence, de deux déve-
loppables isotropes; ces traces peuvent étre deux courbes arbitraires, imaginaires.
On peut toujours les considérer comme les enveloppes de deux droites variables
définies par les équations

zcosp +ysing — F(p) =0,
xcosy +ysiny — f(y) =0,
ou F et f sont des fonctions, données, des angles complexes ¢ et 1. D’aprés ce
qui vient d’étre dit, les droites de la congruence isotrope, dérivant de ces courbes
imaginaires, sont définies ainsi
sinp +siny  Fsiny — fsingp
- + -
sin(¢) — ) sin(¢) — )
(58)
cosy +cosp  Fcosy — feosyp
sin(y — ) sin(Y — ¢)
Telle est, si I’'on veut, sous une forme simple, I'intégrale générale des congruences
isotropes.

X =—iZ

Y= 1Z
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§ 99.

Calcul du parametre d’une congruence isotrope.

Il s’agit maintenant de calculer les équations du plan moyen et la valeur du
parametre.
Soient, en général,
rx=al+p, y=0bl+q,

les équations d’une congruence, ou a, b, p, ¢ sont des fonctions de deux paramétres
variables. Etablissons 1’équation de variation des plans tangents a une surface élé-
mentaire, le long de la droite D, dont la trace est le point A.

Soit DA¢ le plan projetant de la droite D sur le plan de référence ; considérons
une position D’ de la droite, infiniment voisine de D. Soit M’ un point de D’ situé a
la hauteur Z ; projetons-le en m, sur le plan DA¢ et en p sur D. 6 désignant toujours
I’angle du plan tangent a la surface élémentaire avec le plan projetant de D, on a

M'm
mu

tgh =

L’équation du plan projetant est

b(x —p) —aly —q) =0,

les coordonnées du point M (que, pour plus de simplicité, on suppose se déplacer
dans un plan horizontal) croissent de

AX = Aa-7Z+ Ap,
AY = Ab-7Z + Ag.

On en conclut, par les régles élémentaires,

M — b(Aa-7Z — Ap) —a(Ab-Z — Aq) )
Va2 + 0% +1

D’un autre coté, le plan passant par D, perpendiculaire au plan projetant, a pour
équation
a(x —aZ —p)+bly —bZ —q) =0,

my n’est autre chose que la distance de M’ & ce plan. Conséquemment, nous aurons

= a(Aa-Z+ Ap) + b(Ab-Z + Aqg)
Va2 + )1+ a2 +02)

(*) M’'m étant la plus courte distance des deux droites.
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En définitive,

b(Aa-Z+ Ap) — a(Ab-Z + Aq)

_ 2 12
80 = Ra-Z+ Ap) 1 bAb-Z 4 Ag Y T
Ici
Y _i(sinp +sin) _i(cosp +cos )
sin(y) — ) sin(y) — @)
_ Fsing — fsing __Fcosw—fcosgo

sin( — ) 1T sin(y — )

Si on laissait arbitraires les variations des paramétres ¢ et 1, les calculs seraient
longs, mais la théorie générale nous ayant appris que les résultats recherchés sont
invariables quelles que soient les surfaces élémentaires choisies, on est libre de les
particulariser et, par exemple, de supposer la relation

w — Y= K7
constamment vérifiée. Comme

2[1 + cos(v — ¢)]
sin?(¢ — )

on voit que, par cet artifice, on a constamment

(a® +b?) = —

alAa + bAb = 0.

En somme, on obtient

22 +i(F — )] [1 + cos(® — 9)] +i[F' + f]sin(v — )

tgt = —i[F — f1] [1+COS(¢—SO)] +i[F + f]sin(¢ — )

(59)

Z et tgf sont infinis en méme temps. On aura, par conséquent, la valeur de Z
afférente au point central en annulant tg@ :

sin(y) — o)

270 + i[F — f] +i[F'+f/]1 + cos(v) — )

—0. (60)

Le parameétre se trouve dés lors mis en évidence dans ’équation (59), il est défini
par la relation
sin(y — o)

2P0:i[F’—f’]+¢[F+f]1+cos(w_¢).

(61)
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§ 100.

Calcul des équations des plans tangents aux élassoides conjugués.

Connaissant le Z du point central, on obtient immédiatement pour 1’équation du
plan moyen

0 = —2X(sinp +sine) + 2Y(cos ¢ + cos )

+sin(y — ) |=2Zi + (F — f) — (F' + f') cot % : (62)

La distance de l'origine des coordonnées au plan moyen, distance égale au para-
métre d’'une congruence isotrope conjuguée de (58), c’est-a-dire ayant pour élassoide
moyen le conjugué de 1'élassoide défini par (58), a pour expression

Y-y

2P = —(F' + )+ (F = g " 2. (63)

Inversement, I’équation (61) donne, pour le plan tangent de 1’élassoide conjugué :

— 2X(sin ¢ + sin ) + 2Y (cos ¢ + cos 1))

+i{sin(y — p)[F + f —2Z] + (F' — f')[1 + cos(v — )] } = 0. (64

Pour obtenir une congruence isotrope génératrice de ’élassoide conjugué, il suffit
de faire tourner, de 7, la droite (58) autour de l'origine. Nous trouvons de la sorte
par des calculs dont nous supprimons les détails

X = _z’(si.ncp i Sinw)Z + (Fcosy) — feosp)A
_i(cosp 4 cos ) .
Y = (0 — ) Z+ (Fsinty — fcosp)A,

ot A2 a pour valeur

A2 2F f
[1 + cos(v) — go)} [FQ + f2 —2F f cos(y) — 90)} '

Il serait trés-facile, s’il y avait intérét, de former les équations de toutes les
congruences isotropes satisfaisantes, en utilisant la transformation du § 34 ; mais en
général, quand on en aura besoin, ce sera pour chercher toutes les surfaces moyennes,
et il sera toujours plus rapide d’effectuer la transformation sur les congruences par-
ticuliéres définies par des paramétres réels.

Cherchons maintenant a déterminer les coordonnées des points des deux élas-
soides, en fonction des paramétres complexes ¢ et 1.
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Posons pour un instant

Y—p Y+
—_a7 T

2 =
Les équations des plans tangents aux deux élassoides deviennent, pour 1’élassoide

moyen :

F-f
2

F/ !/
—Xsin S+ Y cos § + sin« {—Zi—l— } — ;f cosa =0, (62)

pour l'élassoide conjugué

F
—Xsin 3+ Y cos § + sin « {—Zi—l—i ;f

FI_ /
}—z’ 2fcosa:O. (64")

§ 101.

Coordonnées des points des élassoides conjugués.

N’oublions pas que F et f sont des fonctions de ¢ et de ¢ individuellement, et
représentons comme d’habitude, par exemple

d2F y
d_sp2 par F ,
comimme on a

dep d
“_ 1 ®_
do 0ot
dyp dy
@w_q _
do b oag T

on peut considérer maintenant les équations (62) (64') comme formées de fonctions
des parameétres « et 3, et chercher les caractéristiques.
Tout d’abord, pour 1’élassoide moyen, on trouve

2Zi = (F+F") - (f + /"),
F o f 10 "
f + cos a+f =

repassant maintenant aux expressions en ¢ et 1, il vient, en résumé,
F'sing +F"cosp  f'siny + f" cosvp
ELASSOIDE X 5 + 5 =0,
Flcosp —F'sinp  f'cosyp — fsiny _0
2 2 -
(F+F") —(f+.f")

7 = —i .
2 )

XcosfB+ Ysinf —sina

0;

\

Y (66)
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De la méme maniére on calculera les coordonnées du point correspondant de
I’élassoide conjugué; on trouve

X  F'sing+F'cosep  f'sin + f" cos )
ELASSOIDE N + 5 - 5 =0,
/ !l _: / /.
CONIUGUE. % B F'cosp ; F"sin ¢ N flcosvy ; fsing 0, (67)
g E+F)+(f+ /")
N 2 ' J

Ces deux groupes d’équations fort simples sont susceptibles d’interprétations
géométriques importantes.

Soient (A) et (B) les deux courbes imaginaires, sections des deux développables
isotropes par le plan de référence, P une origine fixe. Soient A et B les points des
deux courbes déterminés par les deux valeurs ¢ et ¢ des parameétres. Enfin, soient

a et b les centres de courbure correspondants. Désignons par Ry, Rp les rayons de
courbure de (A) et (B) en A et B.

On sait que le centre de courbure a, par exemple, est déterminé par I’équation
de la normale en A a (A)

—zsing +ycosg —F =0,
et par celle de la caractéristique qui est la normale de la développée

—zcosp —ysing — F” = 0.

§ 102.

Définition géométrique des points des élassoides conjugués.

Désignons par O et O les points correspondants des deux élassoides, par w et w’
leurs projections sur le plan de référence.

1° La projection w du point O de [’élassoide moyen (O) est au milieu du seg-
ment ab;

2° Le 7 du point O de l’élassoide moyen (O) est égal a la demi-différence des
rayons de courbure Ry et Rg multipliée par /—1;
3° Si l’on joint lorigine P, five, au point w' projection sur le plan de référence
du point O' de Uélassoide conjugué (O') le segment Pw' est égal a la moitié du
segment ab multiplié par /—1, de plus Pw' et ab sont paralléles
.ab

Pw =i—.
2
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4° Le 7 du point O de I’élassoide conjugué (O') est égal a la demi-somme des
rayons de courbure Ry et Rp.

Les deux premiéres propriétés sont des conséquences immédiates de la construc-
tion ponctuelle de 1’élassoide moyen comme lieu des milieux des cordes s’appuyant
a leurs extrémités sur les arétes de rebroussement de deux développables isotropes,
si 'on tient compte de cette proposition (énoncée pour la premiére fois par M. Mou-
tard) : La projection de l’aréte de rebroussement d’une développable isotrope, sur un
plan donné, est la développée de la section, par le plan, de la développable.

§ 103.

Définition des sections planes d’un élassoide.

Arrétons-nous un moment, afin de tirer de ce qui précéde des conséquences.
Supposons que les courbes (A) et (B) se superposent ; elles coincideront alors avec
une courbe (C) qui sera toujours réelle si les élassoides sont réels.

On sait, et 'on vérifie d’ailleurs a premiére vue, que la développée (D) de la
courbe appartient a I’élassoide moyen, qu’elle est une géodésique de cette surface.
On voit de nouveau que le contour conjugué est une droite perpendiculaire au plan
de la courbe (C). Pour obtenir le point O’ de cette droite correspondant 4 un point D
de la développée (D), il suffit de prendre PO’ égal a AD.

Le plan de (C) coupe l’élassoide moyen suivant une courbe double, lieu des milieux
des cordes joignant les centres de courbure des cercles osculateurs, de méme rayon,
de la courbe (C).

Considérons maintenant une courbe (D) symétrique par rapport & une droite
PP’. 11 est clair que tous les couples de points symétriques a et b donneront lieu &
un point O situé dans le plan perpendiculaire au plan de (D) et passant par l'axe
de symétrie, mais deux cas sont a distinguer, ou (D) coupe I'axe PP’ & angle droit
ou elle y présente un rebroussement de premiére espéce.

Dans le premier cas (C) présente en P un rebroussement et les rayons de courbure
Aa, Bb doivent étre considérés comme étant de signe contraire ; dés lors le point O
est dans le plan de symétrie a une hauteur au-dessus de w marquée par le produit
de la longueur de Uarc imaginaire Pb par /—1. On voit que le plan de symétrie
coupera ’élassoide moyen suivant une nouvelle géodésique dont les points réels cor-
respondront auz couples de points symétriques, imaginaires, de (D) et inversement.
Nous reviendrons plus loin sur ce cas particulier. Le contour conjugué n’est autre
chose qu’une droite perpendiculaire au plan de symétrie.

Au contraire, si la courbe (D) présente un rebroussement sur I’axe de symétrie, la
développante (C) coupant cet axe a angle droit en P, les rayons de courbure en deux
points symétriques ont méme signe, leur différence est donc nulle. En conséquence,
le plan de symétrie de (D) coupe I’élassoide moyen suivant 'aze de symétrie PP’.
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Le contour conjugué est, au contraire, une géodésique située dans un plan perpendi-
culaire & l'aze PP’.

§ 104.

On peut tracer sur des élassoides, méme algébriques, des droites n’ayant que des
parties réelles situées sur ces surfaces.

Au point de vue de la réalisation physique par le procédé de M. Plateau, il
convient de faire observer que, toutes les fois qu’un élassoide, algébrique ou non, ad-
mettra un plan de symétrie, lui et son conjugué, simultanément algébriques, contien-
dront des droites; mais il est fort remarquable que certaines de ces droites soient
seulement réelles partiellement. Donnons un exemple.

Soit proposé de construire ’élassoide admettant pour géodésique la développée
d’une ellipse; il est algébrique ainsi que son conjugué, mais, sur celui-ci, le contour
correspondant a la développée est une droite égale en longueur (nous parlons de la
partie réelle) au quart du périmétre total de la développée.

Aussi dans la réalisation physique devra-t-on obtenir des nappes se reliant d’elles-
mémes a des segments de droite limités.

On peut déduire, des formules interprétées ci-dessus, des conséquences d’'un genre
tout différent.

Si les arcs (a) et (b) des courbes développées de (A) et (B) s’expriment algébri-
quement, les élassoides seront algébriques.

§ 105.

Elassoides transcendants admettant des lignes algébriques.

Bornons-nous a examiner le cas de ’élassoide admettant pour géodésique une
courbe plane (D) ; si celle-ci n’est pas la développée d’une courbe algébrique (C), les
€lassoides seront transcendants, mais dans certains cas ils contiendront des courbes
algébriques.

Les courbes algébriques d'un élassoide transcendant correspondront aux groupe-
ments de points a et b tels que la différence ou la somme des longueurs correspon-
dantes des arcs (a) et (b) soient algébriques.

Un exemple éclaircira : Soit proposé de chercher 1'élassoide admettant pour géo-
désique une ellipse donnée (D). Cette surface est transcendante, puisque le Z est
proportionnel & la différence des deux arcs de I'ellipse.

Mais, considérons les points du plan rangés suivant une hyperbole homofo-
cale (H), ou suivant une ellipse (E) également homofocale & (D). On sait, d’aprés
un théoréme dit & M. Chasles, que si le point M décrit Uellipse (E), par exemple,
les arcs décrits par les points de contact des tangentes & (D) issues de M ont une
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différence algébrique (*). Dés lors, les points de 1’élassoide correspondant a ceux de
Iellipse (E) seront situés sur une courbe algébrique.

Au contraire, sil’on suit I'hyperbole (H), ce sont les points de ’élassoide conjugué
qui se rangent suivant une courbe algébrique.

Etant donnée la nature des transcendantes déterminant les longueurs d’arcs d’el-
lipse, on voit que sur chacun des deux élassoides précités il n’y a qu'une famille de
courbes algébriques. Au demeurant, s’il y en avait deux, les élassoides seraient algé-
briques.

§ 106.

Les lignes de niveau d’un élassoide admettant pour géodésique une courbe plane
algébrique dont l’arc s’exprime par une fonction elliptique de premiere espece, sont
algébriques.

Soit pris en général pour (D) une courbe algébrique dont I'arc s’exprime par
une fonction elliptique de premiére espéce [M. Serret a montré qu’il en existe une
infinité, toutes unicursales ; la plus simple est la lemniscate de Bernoulli|. L élassoide
qui admet (D) pour géodésique, et son conjugué, sont coupés par des plans paralléles
a celui de (D) suivant des courbes algébriques.

Il importe d’observer que ces diverses courbes algébriques ne se correspondent
pas d'un élassoide a 'autre. On sait d’ailleurs qu’en thése générale, si I'on trouve
deux contours conjugués algébriques, les élassoides conjugués sont algébriques.

Ajoutons que, le long d’une courbe algébrique d’un élassoide transcendant, la
développable circonscrite est algébrique. En effet, 1'équation (62") donne pour la
trace du plan tangent & I’élassoide moyen sur le plan de référence

F—f F/+f/
2 2

—Xsin 8+ Y cos 3 4 sin« cosa = 0.

§ 107.

Sur l’algébricité des développables circonscrites a un €élassoide le long de courbes
algébriques.

On peut toujours supposer que l'origine est transportée pour un instant au point
de rencontre des tangentes en a et b, et que I'axe des X coincide avec la bissectrice
de I'angle aMb (car si les points a et b sont imaginaires conjugués, l'origine et 1'axe
seront réels), 'équation précédente devient alors

Y +sin« =0.

(*) A la fagon de compter les arcs, adoptée ci-dessus, il faut dire ici la différence.
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La trace du plan tangent est donc paralléle a la bissectrice de ’angle aMb. Parce
que la courbe suivie est algébrique, le Z est algébrique, conséquemment (voir § 101)

F_f+Fl/_f//,

est une expression algébrique ; or F” et f” distance de I'origine aux normales en a
et b sont manifestement algébriques; dés lors la différence F — f est algébrique.

Conséquemment, les traces des développables circonscrites a un élassoide le long
d’un contour algébrique, traces prises sur un plan arbitraire, sont algébriques. L’al-
gébricité des développables elles-mémes est donc complétement démontrée.

On vérifierait facilement que la trace du plan tangent a 1’élassoide moyen passe
par le milieu de la corde AB (voir § 101). On donnerait une définition aussi simple
du plan tangent a 1’élassoide conjugué.

§ 108.

Lignes de longueur nulle se projetant sur un plan donné suivant des courbes
algébriques. Exemples.

Les considérations précédentes ne sont vraies que si les courbes (a) et (b) sont
algébriques. Il est d’ailleurs bien facile de former autant d’exemples que ’on voudra
d’élassoides satisfaisant & cette condition : nous avons montré a la § 87 qu’a toute
section plane d'un élassoide correspond un contour conjugué dont la projection sur le
plan de la courbe peut étre arbitraire. Si donc la premiére courbe et la projection de
la seconde courbe sont prises algébriques, les lignes isotropes des élassoides conjugués
auront pour projections des lignes algébriques.

Par exemple, si ’on considére 'élassoide admettant pour ligne de courbure une
conique, on voit facilement que ses lignes isotropes ont pour projections sur le plan
de la conique deux familles de coniques identiques.
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CHAPITRE XIII.

LIGNES DE COURBURE OU LIGNES ASYMPTOTIQUES DES ELASSOIDES
DEDUITS DU PLAN.

§ 109.

Calcul des éléments d’un €lassoide dépendant du deuziéeme ordre.

Déduisons, des calculs précédents, ce qui a trait a I'image sphérique des élas-
soides, afin de pouvoir appliquer les résultats obtenus au § 55.

La formule (62) fait voir que les coordonnées du point de I'image sphérique (sur
une sphére de rayon R) sont définies par le groupe

—-X B Y B YA B R
sinw—ﬂo cosw—“p sinw_(p cosw_go.
2 2 2 2

On en déduit, pour le carré de I’élément linéaire,

R2
2 _
dS*® = —COS2 g dip dep.

2

On voit que les lignes isotropes de la sphére correspondent, comme cela devait
étre, aux tangentes des lignes (A) et (B). Nous trouvons

0= _i{p_f—F’sin(l/J—¢)+F/l[1+008(¢_¢)}}’
b= E{F—f—f’sin(w—w)—f”[HCOSW_M}’

et nous en concluons

do _ _(F+F") L, (—y)

—_— = — co ,
de 2 2

b (") 2 —)
@—— B COS 5 .

Conséquemment, nous déduirons :
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1° pour le carré de I’élément linéaire de 1’élassoide moyen

ds? = (F' + F")(f' + [") cos® @ dip dip. (68)
2° pour les rayons de courbure principaux
R? = (F' + F")(f' + f") cos® (@D_;SD) (69)
39 pour I’équation de directions conjuguées
(F' +F")dpde" + (f + ") dv dy’ = 0. (70)

En particulier, ’équation des lignes de courbure peut s’écrire

dipr [F/ + F" = +dip\/f + .

§ 110.

Equations des lignes de courbure et des asymptotiques. Introduction des mémes
intégrales, en cherchant des élassoides passant par un contour plan.

Désignons par R, et Ry les rayons de courbure en (a) et (b) des développées
de (A) et de (B) projections des arétes de rebroussement des focales isotropes;
I’équation précédente est équivalente a

dp\/Rq = £di\/R,, (71)

Il est bien clair, également, que les lignes de courbure des élassoides stratifiés,
dérivés de I’élassoide moyen, sont définies par ’équation

mdp\/Rq = £ndy \/ﬁb

Si donc les expressions

[aovRa e [avyR,

qui dépendent de quadratures, sont algébriques, les projections des lignes de cour-
bure de tous les élassoides stratifiés sont toutes algébriques (*).

(*) Les projections sur le plan de (a) et (b) sont alors algébriques parce que 1'on suppose (a)
et (b) algébriques. Les images sphériques des lignes de courbure des élassoides dérivés sont aussi
toutes algébriques, elles peuvent méme 1’étre si les intégrales caractéristiques sont algébriques sans
que (a) et (b) le soient.
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Il pourrait se faire que les lignes de courbure d'un seul des élassoides de la
famille fussent algébriques. Ce cas se présenterait si les expressions précitées étaient
des fonctions elliptiques de premiére espéce.

La théorie des contours conjugués conduit aussi & considérer les mémes intégrales
a un point de vue tout différent.

Soient trois courbes planes paralléles et équidistantes (¢) (a) () ; désignons par a
les distances constantes et égales ca et avy.

Cherchons le Z du contour (¢’) conjugué de (c) et qui admet pour projection sur
le plan de la figure la courbe (), aprés une rotation de 90° autour d’un point du
plan. Comme

d(c) = (R+a) db,
d(v) = (R —a)do,

si R et df désignent le rayon de courbure et I’angle de contingence de (a) au point a;
d’apres ce qui a été dit au § 87

dZ = \/d(c¢)? — d(7)2 = V2a - dO VR.

Conséquemment

Z:\/Q_a/dG\/F_{.

Sans entrer dans aucun nouveau détail, nous dirons, par exemple, que :

Toutes les fois qu’un élassoide admet une géodésique plane (a) et que les pro-
jections de ses lignes de courbure, sur le plan de la géodésique, sont algébriques, on
peut faire passer un élassoide algébrique par chacune des courbes paralléles a (a).

Arrétons-nous un instant & montrer comment se déterminent les lignes de cour-
bure d’élassoides simples, algébriques ou non.

§ 111.

Les lignes de courbure d’un élassoide dont une parabole est géodésique dépendent
des fonctions elliptiques.

Elassoide admettant pour géodésique une parabole.
L’¢lassoide n’est pas algébrique puisque 'arc de la développante de la parabole

dépend des logarithmes. Prenant pour origine le foyer et pour axe polaire I'axe de
la courbe, on voit, d’aprés les propriétés élémentaires de la parabole, que
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si p désigne le paramétre de la courbe. Conséquemment l'intégrale caractéristique
de I'équation des lignes de courbure (car les deux intégrales sont de méme forme
quand les deux courbes (a) et (b) coincident) est

df
D T
vp /\/00539

1
cos 2w ’

posons

cosf =

on obtient 'intégrale transformée

\/ﬁ\/—_l/dw\/l—QsiHQw.

Ainsi la détermination des lignes de courbure (ou des asymptotiques) dépend des
fonctions elliptiques.

§ 112.

Lignes de courbure d’un élassoide admettant pour géodésique la développée d’une
parabole. (Fonctions elliptiques.)

Elassoide admettant pour géodésique la développée d’une parabole.

Cette surface est algébrique :

Le rayon de courbure de la développée n’est autre chose que la dérivée du rayon de
courbure de la développante ; on aura donc, en conservant les notations précédentes,
pour l'intégrale caractéristique,

/ df /sin 6

cos2 6

posons cette fois,

1
cosf = :

72(008 w + sinw)

nous obtenons l'intégrale transformée
/dw V1—2sin?w.

Ainsi, la détermination des lignes de courbure ou des asymptotiques de [’élassoide
admettant pour géodésique la développée d’une parabole dépend aussi des fonctions
elliptiques.

(*) 6 étant Pangle de la normale avec l'axe de la parabole.
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§ 113.

Lignes de courbure des élassoides admettant pour géodésique une épicycloide.
(Fonctions elliptiques.)

Considérons maintenant tous les €lassoides admettant pour géodésiques des €pi-
cycloides ou des hypocycloides planes. On sait que ces courbes sont semblables &
leurs développées, par conséquent toutes celles qui sont algébriques [et il y en a une
infinité| donnent lieu & des élassoides algébriques.

R désignant le rayon du cercle, base de l’épicycloide, et r le rayon de la roulette
génératrice, p la distance, a la tangente, du centre de la base, w étant 'angle de la
normale et de I'axe polaire,

= (R + 2r)sin w,
p=( ) R+ 2r
de méme, pour une hypocycloide on trouverait
/ .
= (R —2r)sin w
p= ) R—2r

Conséquemment, d’une fagon générale pour les deux genres de courbes,
p = asin kw,

et les courbes correspondantes seront algébriques chaque fois que k sera un nombre
commensurable.

L’intégrale caractéristique des lignes de courbure prend la forme

/dw Vsin kw,

posons

et nous transformerons l'intégrale précédente en celle-ci

/dgp\/l — 2sin? .

Donc on peut énoncer cette proposition générale :

La détermination des lignes de courbure ou des asymptotiques des élassoides ad-
mettant pour géodésiques une épicycloide ou une hypocycloide, dépend des fonctions
elliptiques.
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§ 114.

Elassoide d’Enneper a lignes de courbure algébriques.

Donnons maintenant des exemples d’élassoides dont les lignes de courbure sont
algébriques.

Considérons [’¢lassoide admettant pour géodésique la premiére podaire négative
de la parabole, prise par rapport au foyer.

La podaire de la courbe considérée n’est autre chose que la parabole ; conséquem-
ment, si p désigne la distance de 'origine & une tangente, et 6 ’angle de la normale

avec ’axe polaire
a
p=——p
2
cos® =
2

(a désignant cette fois le demi-parameétre de la parabole) comme d’ailleurs
d2p 3 1

NPt g = 0

9 Y
cos? 3
on voit que l'intégrale caractéristique a pour valeur
tg Q
2 Y
par conséquent I'équation des lignes de courbure est

tg L + tg % = constante,
2 2
et 'on voit que les lignes de courbure ou les asymptotiques sont algébriques.
D’un autre coté, on aura manifestement une développante de la courbe choisie

en considérant 1’équation tangentielle

Pz/pd@,

ou P désigne la distance de l'origine a la tangente de cette développante et ¢ 'angle
de la tangente et de I’axe polaire. Or,

0

P =2a-tg 5

La développante est donc algébrique.

On voit que [’élassoide qui admet pour géodésique la premiére podaire négative
de la parabole prise par rapport au foyer, est algébrique; il a ses lignes de courbure
et ses lignes asymptotiques algébriques.

Nous montrerons plus loin que cet élassoide a ses lignes de courbure planes. Il a
été découvert par Enneper.

Les considérations du § 109 peuvent étre invoquées ; elles montrent que par les
courbes paralléles a la premiére podaire négative de la parabole (le pole étant au
foyer) on peut faire passer des élassoides algébriques.
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§ 115.

On peut déduire de l’élassoide d’Enneper un nouvel élassoide algébrique dont les
lignes de courbure s’intégrent.

Mais on peut déduire de ce qui précéde un nouvel élassoide algébrique dont les
lignes de courbure ou les asymptotiques s’intégrent.

Si nous considérons en effet 1’élassoide admettant pour géodésique la dévelop-
pée de cette premiére podaire négative de la parabole (surface manifestement algé-
brique), nous trouvons pour l'intégrale caractéristique des lignes de courbure

Dés lors I'intégrale des lignes de courbure ou des asymptotiques est donnée par
une relation de la forme

3 ¢ %
m <tg g) ‘+n (tg 5) = constante.

Enfin, ce qui précéde met en évidence une application des plus remarquables sur
laquelle il convient d’insister.

§ 116.

Deux exemples de lignes de courbure transcendantes.

La podaire négative dont il vient d’étre question est la développée d’une courbe
algébrique (C) dont I’équation tangentielle est, comme nous ’avons montré,

0
P=2a—-tg-.
a—tg g

Les développantes de celles-ci sont a leur tour définies par I’équation
/ 0
P" = —4alog cos 3 + C,

laquelle est transcendante, par conséquent [’élassoide, qui admet (C) pour géodé-
sique, est transcendant.

Les lignes de courbure et les asymptotiques sont également transcendantes ; donc
de ce coté il n’y a rien a découvrir au point de vue de I'algébricité.

Mais il n’en sera pas de méme si nous considérons la transformée par rayons
vecteurs réciproques de la parabole en prenant pour poéle de transformation le foyer.
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Soit 6 I'angle de la paralléle a la normale en ¢ a la courbe considérée (C). Soit P
le pied de la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la tangente. Enfin soit b le point
correspondant de la premiére podaire négative de la parabole. On sait que Fb est
paralléle & la normale en ¢ & (C) et que F, P et b sont en ligne droite.

On a manifestement

Fb - L@ 5
cosd =
3
comme d’ailleurs
Fb x FP = a2,

(a2 étant pris pour la puissance de transformation)
0
FP = a cos® g;

mais, si I’on forme I’équation de la développante

0 0 1 0
P= /d0a0083§ = Sasing (1 — gsin2 §> .

On voit qu’elle est algébrique ; conséquemment :

L élassoide qui admet pour géodésique la transformée par rayons vecteur s réci-
proques d’une parabole (le pole étant au foyer) est algébrique (*).

On trouve en opérant comme d’habitude, pour le rayon de courbure de (C),

2 0
Re = ga cos 3

Deés lors 'intégrale caractéristique des lignes de courbure et des asymptotiques

devient
do [ 20 [do [ 0
/E COSE—/E 1 —2sin 6

La détermination des lignes de courbure de cet élassoide dépend encore des fonc-
tions elliptiques.

(*) Cette courbe est une cardioide, variété d’une épicycloide algébrique; conséquemment, on
devait prévoir que 1’élassoide serait algébrique, mais ce qui précéde conduit a la généralisation
qu’il importait de signaler.



OU SURFACES A COURBURE MOYENNE NULLE. 129

§ 117.

Etude d’une famille d’élassoides algébriques ou dépendant de fonctions circulaires.

Plus généralement, considérons la courbe (C,,) dont 'équation tangentielle est

_ nf
Pn = acos’’ —;
n
on trouve pour son rayon de courbure Ry,
n—1 _9 0
R,=a- cos" "2 2
n n

Conséquemment la développante serait définie par 1’équation

do 0
Pp =mna [ — cos" —,
" n n

et l'intégrale caractéristique des lignes de courbure des élassoides dérivés de (Cy,)

serailt 9
/ df cosz 1 =
n

.0 10 n-—1 30 2-4---(n—3)(n—1)
P — v n—1Y n-3Y , ..
D, asmn[cos n+n_2(?os n—i— 13 (n—4)(n—

Si n est impair,

par conséquent la développante est toujours algébrique.

Il en résulte, alors, que tout élassoide admettant pour géodésique une courbe
(Coma1) est algébrique. |[Nous indiquons par les notations (Cop,), (Copmyy1) des
courbes satisfaisantes pour lesquelles le coefficient n prend des valeurs paires et
impaires.|

Si n est pair,

NI DO R B St Uit Ut | DY
n o n—2 n 2:4---(n—4)(n—-2) n
1-3---(n=3)(n—1) 6

2.4 (n—2)n —_

6 _
Pp = asin — |cos”
" n

Conséquemment tout élassoide admettant pour géodésique une courbe (Coy,) dépend
des fonctions circulaires.

Mais il est remarquable que, dans ce cas, les intégrales caractéristiques, et par
conséquent les lignes de courbure des élassoides dérivés dépendent aussi seulement
des fonctions circulaires. En effet, on a

n=4m; ou n=2m,
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suivant que le nombre pair n est ou n’est pas divisible par 4.

Supposons tout d’abord que n soit divisible par 4 ; il vient alors
/d@\/ﬁ = k/dw cos®m—1

dont [’expression intégrale est algébrique. Il en résulte que les projections des lignes
de courbure et des asymptotiques des élassoides dérivés d’une courbe (Cyy), sur le
plan de cette courbe, sont algébriques. Les courbes elles-mémes, comme les élas-
soides, dépendent des fonctions circulaires.

Supposons maintenant que n ne soit divisible que par 2

/d@\/P_{:k/dw cos™ 1y,

et comme la puissance du cosinus est paire, les projections des lignes de courbure
des €lassoides dérivés de la courbe (Coy) dépendent des fonctions circulaires.
Considérons encore le cas ot n est pair et négatif. Soit, par exemple,

n=-—4m, ou n=-—2m

Dans le premier et le second cas

0
Pp . =ua / df séc®™ —
—2m 2m

N’
S1n — 2 -9
oo om (g2n—1 O 2m =2 oy O
_ 2m—1 2m  2m —3 2m
2-4---(2m—4)(2m —2) 0

3 @m—5)2m—3) Sec%} +C

par conséquent les élassoides dérivés sont tous algébriques.

Dans le premier cas [n = —4m)|
/dﬁ\/P_{:k/dw sec?m Ly,
i 29m — 1 3.5 (2m—1
:ks;r;nw [séc2mw+22_2Séc2m_1w+---+2.4.“22:;_5 séc%u}
13- (2m —1)

log t <w+ﬁ>
O — —
2-4--2m e\ )

donc les projections des lignes de courbure des élassoides dérivés, sur le plan de
(C_4m), dépendent des logarithmes.
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Dans le second cas [n = —2m]
/d@\/_ k/dw s6c2™ w
i : 2m’ — 2 :
= k% [séczm o+ %_?)Sé(@m Bt

2.4-.-(2m' — 4)(2m’ — 2)
1-3---(2m/ —5)(2m/ — 3)

sécw| + C;

par conséquent les lignes de courbure des élassoides dérivés de (C_gy,) sont algé-
briques.

§ 118.

Récapitulation de la nature des élassoides et de leurs lignes de courbure.

On peut résumer les résultats établis ci-dessus, dans un tableau récapitulatif. (*)
Remarquons tout d’abord que les courbes (C) sont des podaires positives ou négatives
d’un point fize (T), que par conséquent une podaire positive et la podaire négative
de méme rang peuvent étre considérées comme les transformées par rayons vecteurs
réciproques l’'une de l’autre.

§ 119.

Autres élassoides algébriques a lignes de courbure intégrables.

Il serait bien facile de former les équations d’élassoides dont les lignes de courbure
ou les asymptotiques peuvent s’intégrer ; démontrons-en simplement la possibilité.
Tout élassoide admettant pour géodésique la développée d’une courbe (Cy,) po-
daire, positive ou négative d’un point fixe, sera algébrique. Mais puisque
n—1 n—2 0

COS
n n

Rn:a

on obtient par dérivation pour le rayon de courbure de la développée

d aln—1)(n—-2) , .36 .6
d@Rn__ 3 CoS nsmn

Conséquemment l'intégrale caractéristique des lignes de courbure du nouvel élas-
soide sera de la forme

n=3 !
dw cos 2 w-sinz? w,

(*) Voir page 132. —TRANS.
() Si n est entier seulement.
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Valeurs Indices Désignation Nature Lignes de courbure ou asymptotiques.
du des podaires de la des
coefficient n. | de points. courbe (C). élassoides dérivés. NATURE
des projections. des courbes mémes.
-8 -9 » Algébrique Fonctions logarithmiques | Fonctions logarithmiques
-7 -8 » » » »
—6 -7 » Algébrique Algébriques Algébriques
-5 —6 » » » »
—4 ) » Algébrique Fonctions logarithmiques | Fonctions logarithmiques
-3 —4 » » » »
-2 -3 Gi?;?f;;qél;ferfe Algébrique Algébriques Algébriques
-1 —2 Parabole Logarithmique Fonctions elliptiques De deuxiéme espéce
0 -1 Droite Plan » »
+1 0 Point Point Fonctions elliptiques De premiére espéce
+2 +1 Cercle Fonctions circulaires| Fonctions circulaires Fonctions circulaires
+3 +2 Cardioide Algébrique Fonctions elliptiques De deuxiéme espéce
+4 +3 » Fonctions circulaires Algébriques Fonctions circulaires
+5 +4 » Algébrique » »
+6 +5 » Fonctions circulaires| Fonctions circulaires Fonctions circulaires
+7 +6 » Algébrique » »
+8 +7 » Fonctions circulaires Algébriques Fonctions circulaires
+9 +8 » Algébrique » »

qui se raméne immeédiatement aux intégrales binomes. En particulier si n est égal a

da+2 ou 4da+1,

I'intégration s’effectue complétement, v étant un nombre entier arbitraire.

A propos de I’étude des élassoides applicables sur des surfaces de révolution, nous
aurons l'occasion de montrer de nouveaux exemples d’élassoides dont les lignes de
courbure sont algébriques.

§ 120.

Relations entre deux géodésiques planes réciproques, d’un méme élassoide.

Nous terminerons ce chapitre en établissant une propriété fort curieuse des élas-

soides admettant un plan de symétrie. Un élassoide de cette nature est coupé par
le plan suivant une géodésique; si celle-ci admet un axe de symétrie, le plan mené
par cet axe perpendiculairement au premier est encore plan de symétrie; il coupe
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donc I'élassoide suivant une nouvelle géodésique et ce sont les relations de ces deux
géodésiques réciproques que nous allons mettre en évidence.
Soient pris pour plan des XY et des ZX les deux plans de symétrie, le plan des
Y7 étant pris perpendiculairement aux précédents, et ’origine étant arbitraire.
Considérons une développable isotrope dont les tangentes sur le plan des XY ont
pour équation
Xcosp+ Ysinp —F =0.

Soit d'un autre co6té pour ’équation des traces des plans tangents de cette dévelop-
pable sur le plan des ZX

Xcosa+ Zsina—p=0.
L’équation du plan tangent isotrope étant
Xcosp+ Ysing+iZ—F =0,
sa section par le plan des ZX aura pour équation
Xcosyp+1Z —F =0,

on l'identifiera a la trace déja considérée en posant

_F iF
Cising  sing’
tga = d’ot  cosa = *£icoty,
cos
on en déduit

dp .
—— = {sin .
da 14

Désignons par (M) et (N) les traces de la développable isotrope sur les plans des
XY et des XZ, par M et N les points de contact des tangentes correspondantes;
par (m) et (n) les développées respectives de (M) et (N); par m et n les points
correspondants de ces courbes; enfin par Ry et Ry ou Ry, et Ry, les rayons de
courbure des courbes (M) et (N) ou (m) et (n). Comme

dp _

F' — Fcot
do cot ¢,
d2
dTg = i(F"sinp — F cos ) + e
on voit que
d2
Ry=p+ ap _ i(F" sin o — F cos ).

da?
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Pour le rayon de courbure de la développée on obtient de méme

d
R), = SRy = —(F" + F')sin? .

Enfin, désignons par m et n les longueurs des normales menées en m et n aux
courbes (m) et (n) et prolongées 'une jusqu’a la rencontre de I'axe OY, l'autre
jusqu’a la rencontre de I'axe OZ. Nous trouvons

n = (F” cos p + Fsin ) sin ¢.
Parallélement on a

R, =F"+F,
_ Flceosp+ F'sing

m :
sin ¢

Le tableau suivant, dans lequel nous avons introduit les coordonnées des points
m et n, résume 'analyse précédente.

DANS LE PLAN DES X, Y. DANS LE PLAN DES X, Z.

—xp =F"cosp+F'sing, | —x, = F” cos ¢ + F'sin o,

+ym = F" sinp — F'sin ¢, zn = i(F" 4+ F),

1 ! o
m:F COS?—FFSID('O, n = (F” cos p + Fsin ) sin ¢,
sin
R;n =F" 4+ F. R;l = —(F/” + F/) sin? Q.

Prenons pour (m) une courbe réelle et cherchons ’élassoide qui 'admet pour
géodésique. Cet élassoide est double; les deux arétes de rebroussement des focales
isotropes génératrices coincident avec une seule ligne de longueur nulle dont la pro-
jection sur le plan des XY sera (m), comme elle sera (n) sur le plan des XZ. Consé-
quemment le tableau précédent donne les relations existant entre deux géodésiques
particuliéres de 1’élassoide. Si S(m) et S(n) désignent les longueurs des arcs de ces
deux courbes (toutes deux réelles si OX est axe de symétrie) on a

Zn — iS(m), Ym = ZS(n),

In = Tm,
/ /
Ry Ry
m n

Les deux premiéres relations sont de simples vérifications de ce fait que les
courbes (m) et (n) sont les deux projections d’une courbe de longueur nulle.
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§ 121.

Géodésiques planes pour lesquelles R = +kn ; elles sont toujours associées sur un
méme élassoide.

La troisiéme relation présente un intérét tout particulier. Il est clair qu’aux points
réels de la courbe (m) correspondent des points imaginaires de (n) et inversement ; la
relation qui nous occupe n’aurait donc qu’'un intérét secondaire si elle ne caractérisait
pour certaines courbes une double propriété invariante.

Considérons en effet une courbe (m) telle que le rapport du rayon de courbure a
la normale (comptée jusqu’a 'axe OY) soit constant et égal a k. La relation précitée
exprime que la courbe (n) jouit d’une propriété analogue, le rapport du rayon de
courbure et de la normale étant cette fois égal & —k.

L’étude des élassoides qui donnent lieu a ces propriétés fera 'objet du chapitre
qui suit.
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CHAPITRE XIV.

ETUDE D’UNE FAMILLE D’ELASSOIDES PARTICULIERS.—LIGNES
ALGEBRIQUES. LIGNES DE COURBURE.

§ 122.

Il y a deux élassoides satisfaisants déja connus, ['alysséide et la surface de
M. Catalan.

Il convient tout d’abord d’observer que 'on connait déja deux élassoides de la
famille.

L’élassoide de révolution a pour méridienne une chainette qui est une ligne géo-
désique plane; il admet une autre géodésique plane qui est le cercle de gorge. Pour
cette courbe le rayon de courbure est égal a la normale, et, conformément au théo-
reme général, le rayon de courbure de la chainette est bien égal et de signe contraire
a la normale comptée jusqu’a la base. L’élassoide de révolution est transcendant,
mais il admet une famille de lignes algébriques qui sont les sections par des plans
perpendiculaires a ’axe de révolution.

En second lieu, M. Catalan a fait connaitre un trés-bel élassoide engendré par
des paraboles et une cycloide, admettant deux géodésiques planes, 'une parabolique,
I’autre cycloidale, comportant aussi une famille de courbes algébriques, les paraboles
du second degré. Or la parabole, comme la cycloide, jouit de cette propriété que son
rayon de courbure est double de la normale. Dans le premier cas, le rapport est
négatif (la normale est comptée jusqu’a la directrice), dans le second cas, le rapport
est positif (la normale est comptée jusqu’a la base).

C’est en faisant a priori ce rapprochement et en cherchant pourquoi s’associent
sur un méme élassoide des courbes algébriques et transcendantes disparates, comme
la parabole et la cycloide, que nous avons été amené a soupgonner le théoréme
général.
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§ 123.
Les roulettes génératrices des courbes pour lesquelles R = np ont pour équation

p =acos" —.
n

Cherchons les courbes planes (O) pour lesquelles le rayon de courbure Ry est
égal au produit de la normale comptée jusqu’a la rencontre d'une droite DD’ par
un coefficient n arbitraire, mais constant. Bien que le probléme soit résolu dans
tous les traités, il convient pour notre objet d’en donner une solution fort simple
et qui a 'avantage d’introduire & nouveau des courbes intéressantes, rencontrées
précédemment.

Considérons la roulette (C) qui, roulant sur DD’, ferait décrire & un point O de
son plan la courbe satisfaisante (O) : p désignant a chaque instant I’angle de OC
avec DD/, r désignant le rayon de courbure en C de (C), on obtient sans difficulté
la relation (*)

2
Rg= —F" .
p—rsinu

Dans le cas actuel, de ce que
Ro = np,
on déduit

p n—1

— - =7
sin n

Considérons maintenant la roulette (C) dans son plan, XX’ étant un axe fixe
passant par le pole O, w désignant 1’angle polaire COX’, § 1'angle de la normale
a (C) avec l'axe fixe. On sait que, si d(C) représente 1’élément d’arc

‘) _ o
dw sin p1’

d(C)

do

Conséquemment 1’équation du probléme devient

n—li

df = dw.

n
Donc, en choisissant pour XX’ une direction convenable

n—1

0

n

(*) p désigne la distance OC.
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mais d’'un autre coté, on a généralement

™

0=——
2 ILL + w?
ce qui, dans 'espéece, donne
T 0
g T HT

Il est maintenant facile d’intégrer I’équation des courbes (C). Si p désigne la
distance OP de 'origine a la tangente, comme 'angle de la tangente a la podaire (P)
avec OP est égal a u, on sait que

= ——
VR = e

Il en résulte pour 'équation différentielle des courbes (C)

d ao 0
—p—l—n—tg—:O.
D n o-n

En définitive
p=acos" —.
n

Ainsi les roulettes (C) sont précisément les courbes étudiées au chapitre précédent.
Si nous revenons aux courbes (O), nous voyons que

I'ordonnée y = p,

I’abscisse x = /pd@;
car cette derniére intégrale est, comme il a été dit déja, ’expression de la distance
de T'origine (O) a la tangente d’une développante (D) de (C), et, la courbe (D)
entrainée dans le roulement de (C) sur DD’ passe constamment par un point fixe
qu’on peut prendre pour origine des abscisses.

Conséquemment la courbe (O) sera algébrique en méme temps que l’élassoide
admettant la roulette correspondante (C) pour géodésique.

§ 124.

Les deuz roulettes génératrices des courbes pour lesquelles R = +np sont
transformées l'une de ’autre par rayons vecteurs réciproques.

D’aprés le théoréme général qui a motivé cette étude, I’élassoide, admettant (O)
pour géodésique, en admet une autre (O') telle qu’en chacun de ses points

Ro = —np.
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Dés lors, la roulette (C’) correspondante a pour équation tangentielle

/ —-n
p =acos ' —,
n

et I'on a

pp = d*.

Les podaires des roulettes (C), (C') correspondantes, sont transformées, par rayons
vecteurs réciproques, l'une de [’autre.

Le rayon de courbure R a pour valeur

)

0
Ro=np=n P nacos™1 7,
sin n

par conséquent l'intégrale caractéristique de I'élassoide qui admet pour géodésique

(O) (I'angle de contingence de (O) étant précisément du) a pour valeur

n—1
/d@ cos 2

et 'équation des lignes de courbure ou des asymptotiques de 1’élassoide sera algé-
brique toutes les fois que l'intégrale précédente le sera. Les projections de ces lignes,
ou seulement leurs images sphériques, seront alors algébriques.

)

S|

Occupons-nous en premier lieu des courbes (O) seules. D’aprés ce qui vient d’étre
dit, on voit qu'il convient de distinguer quatre classes de courbes (O).

§ 125.

Courbes du genre cycloide.

Premiére classe caractérisée par des valeurs paires et positives de n. Les points
de la courbe correspondant & une valeur du parameétre sont définis par les équations
simultanées

_ n
Yy = acos w,

-1 35 3
gzsinw Cosn_1w+Z_Qcosn_3w+-~-2'4 EZ—4;ETL— )Cosw
+1-3---(n—3)(n—1)w;
2:4---(n—2)n

ces courbes sont périodiques, elles présentent une suite d’ondes cycloidales; la cy-
cloide en est le type.
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§ 126.

Paraboles du degré n.

Deuxieme classe caractérisée par des valeurs paires et négatives de n. Les points
d’une courbe correspondant & une valeur du paramétre (considéré ci-aprés en valeur
absolue) sont donnés par les équations simultanées

_ —n
Yy =acos w,

x n 1 n—2 1 2:4---(n—4)(n—2)

= t
a n—1°8" cos”_2w+n—3cos”_4w+ 1-3---(n—=>5)(n—3)

Si I'on donne & y une certaine valeur il n’y a que n valeurs de x correspondantes, car
les valeurs de cosw affectées des signes + donnent le méme résultat dans la paren-
these et comme tgw comporte le double signe, on voit que les courbes considérées
sont algébriques et du n'®™e degré. 11 faut vérifier qu'il n’y a pas de points a l'infini
sur les directions paralléles a ’axe des x pour que le raisonnement qui préceéde soit
légitime ; or pour que x devienne infini il faut que

y 2n-1) 1

lim = = lim — = o0;
T n sin 2w

d’ailleurs comme y est infini en méme temps que x, on voit que les courbes sont
des paraboles de degré n dont la direction asymptotique est perpendiculaire a la
directrice ou base. Le type est la parabole du second degré. On aura des courbes de
la méme famille du quatriéme, du sixiéme, du huitiéme degré, en un mot de tous les
degrés pairs.

L’équation de la parabole du quatriéme ordre est

9 22 y 17 y[. . y]?
2 Vg 2 Y
{16 a? a—l—} a[+a,

§ 127.
Cercles de degré 2n.

Troisieme classe caractérisée par des valeurs impaires et positives de n. Les points
d’une courbe de la famille sont déterminés par les équations

_ n
Y =acos w,

n—1 ,_3 2-4---(n—3)(n—1)
2 YT T I T S —2)

T . _
Z —sinw |cos" L w +
a
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Remarquons tout d’abord que ces courbes algébriques sont fermées, car elles n’ont
d’autres points a l'infini que les ombilics puisque

lim 2 = +i,
T

lorsque sinw ou cosw tendent vers l'infini, ce qui est nécessaire pour que les coor-
données croissent indéfiniment.

L’azxe des y est un axe de symétrie; aussi la courbe est-elle du degré 2n; les
degrés de ces courbes seront donc 2 (cercle), 6, 10, 14..., etc. Le cercle en est le

type.
Le cercle du sixiéme degré a pour équation

(2% + % — 4a®)3 + 27a%y* = 0.

§ 128.

Courbes transcendantes du genre chainette.

Quatrieme classe caractérisée par des wvaleurs impaires et négatives du para-
meétre n. On a (en prenant la valeur absolue de n)

R 1 n—2 1 3:5---(n—2) 1
e n_1°n¥ cos”_1w+(n—3) cos”_2w+”'2-4---(n—3) cos? w
+1.3”'(n_2)logtg(g+z>'

2.4 (n—3) 2 T 4)

ces courbes, dont la chainette est le type, sont toutes transcendantes.

On voit par cette énumération qu’aucun des élassoides admettant des courbes
(O) pour géodésiques ne peut étre algébrique, car tant que n est entier, a toute
courbe (O) algébrique correspond une courbe (O') transcendante et inversement.
Lorsque n est fractionnaire, aucune des géodésiques (O) et (O') n’est algébrique.

§ 129.

Longueurs des courbes satisfaisantes.

Désignons par F’ la distance de l'origine aux tangentes d’une courbe (O), w,
I’angle auxiliaire employé précédemment, est l'angle que fait la normale avec la
base prise pour axe polaire, on a, en conservant les notations relatives aux courbes

génératrices (C),
/

— = +nsinw/pdw+cosw - p;
a
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par conséquent
F/l

- = +ncosw/cosnwdw — sinw - cos” w.
a

Soit en intégrant par parties

F
— = —ncosw/cosnwdw—i-(n+1)/cosn+1w-dw.
a

Mais d’aprés la formule de réduction bien connue
(n+1) /CosnJrl wdw = sinwcos" w+n / cos" 1 w dw,
il vient aussi

F _ .
—=n [ cos" T wdw +sinwecos™w —ncosw [ cos™ wdw.
a

On en déduit pour 'arc de la courbe (O)
So)=F+ F’ = na/cosn_l wdw,

ce qui peut étre considéré comme une vérification.

§ 130.

Lignes algébriques des élassoides (Ey,) et de leurs conjugués (El). Leurs images
sphériques forment un réseau orthogonal de grands et de petits cercles.

Cherchons maintenant a déterminer sur les élassoides, admettant une courbe (O)
pour géodésique, les lignes algébriques. Les calculs s’appliqueront immédiatement
aux élassoides conjugués en utilisant les formules des §§ 101 et § 109.

Nous désignerons par [Ep] et [E]] les élassoides dérivés 'un d’une courbe (O),
dont le paramétre est n, 'autre conjugué du précédent.

D’aprés le théoréme sur l'association des géodésiques (O), caractérisées par les
parameétres +n, il suffira de considérer deux cas :

1° n positif et pair [(O) est du genre cycloidal]. Remplagant w par ¢ et 9,
comme dans la théorie générale, on trouve d’aprés (66), (67), pour les coordonnées
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de 'élassoide [Ey]

) -1 '
;x:zzsinw cos"’lw—l—z_ cOSniSW‘f'"';Z EZ—ii(n_Qicosw
+1-3---(n—3)(n—1)
2:4---(n=2)n
2y © n
<;_chos w,
2n—1 =z
=
n a
AP n—2 n—2 n—4 24(n_4)(n_2)
\ _A¢81nw cos w+n_3cos w + 1‘3,..(n—5)(n—3)’

groupe ot les symboles Zi et Ai représentent les sommes et les différences des

deux expressions obtenues en remplagant successivement w par ¢ et ¢, dans les

expressions régies par ces symboles.
En ce qui concerne I’élassoide conjugué du précédent, on trouve pour les coor-

données de 1'élassoide [E]]

(224 n—1 3-5---(n—3)( )
— AP o n—1 n—3 ..
- Awsmw cos" "t w+ g Cos w+ SRR )cosw
_'_1 3---(n—=3)(n-1)
2-4---(n—2)n ’
2y
ﬂ:AZcos”w,
a
2(n—1) =z
n a
P -2 n—2 .4 .“2-4---(71—4)(71—2)
_Zwsmw[cos w+n_3cos w + 3 m—5n_3|

\

2° n positif et impair [(O) est du genre circulaire|, on a de méme, pour les

coordonnées de l'élassoide [Ey]

( %Tx :Z$sinw{cosn_1w+Z:;cosn_3w+---f:g:::gg:iigg:;;],
%Ty zzzcosnw,
2(n—1) z
n a
= Aisinw[cos””w—l—Z:gcos”_4w+ 22 EZ:ggn:; cosw]
B
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Pareillement, pour les coordonnées de 1'élassoide [E/]

(22 n—1 4 (n=3)(n-1)
2. Ap n-1 N3, L
CLZ Awsmw[cos w—|—n_2cos w+ 1‘3'”(71_4)(”_2)],
2/
li:Aicos"w,
a
2n—=1) =z
n a
NP n—2 n—2 .4 3:5--(n—4)(n—2
Zwsmw[cos W g eos" W o (n=5)( _3)c0sw
1-3---(n—4)(n—2)
\ NP O

Il est bien entendu que dans ces formules ¢ et i représentent des angles imagi-
naires conjugués
90:04‘”5, Y =a—if.
Les formules qui précédent montrent immédiatement par quelles associations de
valeurs de ¢ et 1 on obtiendra des lignes algébriques des élassoides.
1° n étant positif et pair [(O) étant du genre cycloidal| les lignes algébriques sont
déterminées sur [E;| par

¢ + 1 = 2a = constante,
sur [E},] par
@ — 1 = 213 = constante;

Inversement
2° n étant positif et impair [(O) étant du genre circulaire| les lignes algébriques
sont déterminées sur [Ey| par

@ — Y = 213 = constante,
sur [E]] par
© + 1 = 2a = constante.

Les images sphériques de ces courbes algébriques sont, dans tous les cas, déter-
minées par les équations

X Y Zi R

sinaw cosa  sinif cosif’

Conséquemment, elles sont tantét de grands cercles admettant 'axe des Z pour
diameétre, tantot les petits cercles dont les plans sont perpendiculaires a l'axe des 7.
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Ainsi, lorsque n est positif et pair : sur [Ey] les lignes algébriques sont les courbes
de contact de cylindres dont les génératrices sont paralleles au plan de la courbe
cycloidale (O).

Il en est de méme sur [E})] lorsque n est positif et impair.

Par exemple, si n = 2, [Eg] est 1'élassoide de M. Catalan, ou s’associent la
cycloide et la parabole; les lignes algébriques sont des paraboles dont les plans sont
perpendiculaires a celui de la cycloide et les développables circonscrites a 1’élassoide
le long de ces courbes sont des cylindres.

Sin =1, [E]] est la surface de vis a filet quarré.

Lorsquen est positif et impair, les développables algébriques circonscrites a l’élas-
soide [Ep] ont leurs cones directeurs circulaires. Il en est de méme en ce qui concerne
[El], lorsque n est positif et pair.

Par exemple, si n = 1, I’élassoide [Eq] est de révolution et les développables
algébriques sont les cones ayant leurs sommets sur I’axe de révolution.

§ 131.

[E5] (*)a pour lignes algébriques des biquadratiques.

Sin = 2 l'élassoide [Ef] a ses lignes algébriques définies par les équations

2x1 )

— — (1 = cos 2« - sin 243,
a

2y1 ) o .

“Z — —sin 2« - sin 240, ou [ est constante.
a

z . .
— =2sina - cosif,
a

Soit, en éliminant «

2x1 22
2 e wn9ig |l
a fi = sin2i [ 2a2 cos? zﬁ}

avec 9 5
2 4
[—w —ﬁ} + =2 4+ sin®2i6 = 0,
a a

on a donc des biquadratiques qui se projettent suivant des cercles ou des paraboles
sur les plans des XY ou des XZ.

Nous verrons dans une autre occasion comment on peut établir avec généralité
de nouvelles propriétés de ces courbes algébriques, mais il faut se limiter.

(*) Il s’agit de 1'élassoide conjugué de celui qui comporte un assemblage de paraboles et de
cycloides.
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§ 132.

Sur les lignes de courbure des élassoides [Ey).

Examinons rapidement dans quels cas les lignes de courbure ou les asymptotiques
donnent lieu a des propriétés se rapportant a l'algébricité.

Nous avons montré que I’équation caractéristique de ces lignes sur [E,] est
ntl n—1
/dgpcos 2 gpi/diﬂcos 2 =0,
obtenue en partant de la géodésique (Op,); on aurait, au contraire,
/ —n—+1 / / —n—1 /
/dgpcos 2 go:l:/dw cos 2 ¢ =0,

si 'on partait de la géodésique (O_y,).

On peut facilement vérifier I'identité des deux formules en partant des relations
du § 119 qui lient les éléments des deux courbes transformées.

Tenant compte de la nouvelle direction des axes, on aura, par exemple,

1
COS = 7
COs
d .
d_spl = 1 COS .

Conséquemment, en substituant, on trouve

—n—

n—1 1
do cos 2 p=1idy cos 2z ¢,
et I'identité est vérifiée.

Pour n = 1 I’élassoide [Eq] est l'alysséide, qui est de révolution; on a en effet
pour l'intégrale des lignes de courbure prises par rapport au cercle de gorge,

pxp=0,

équation qui caractérise le réseau sphérique des grands cercles ayant un diamétre
commun et coupés par de petits cercles a plans paralléles.

Pour n = 2, I'élassoide [Es| est celui de M. Catalan; les lignes de courbure
dépendent des fonctions elliptiques de seconde espéce.
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§ 133.

Le réseau sphérique, image des lignes de courbure de [Ey], est formé de
biquadratiques ; une projection des lignes de courbure est algébrique.

Pour n = 3 l'intégrale des lignes de courbure est
sin ¢ + sin vy = constante,
soit en passant aux angles réels

sina cosiff = m,

cosasinif = ni,

ou m et n sont les paramétres des lignes de courbure. Les images sphériques sont
les deux familles de biquadratiques

m(X? +Y?%) + RX =0,

X2+ Y2 +722-R2 =0

{ n(X?+Y?) —2Y =0.
on sait d’avance que le réseau formé par ces deux familles de courbes est orthogonal
et isométrique, et que toutes les trajectoires des courbes d’une méme famille sont
algébriques.

Les lignes de courbure de [E3] se projettent sur le plan du cercle [O3], du degré 6
(voir § 126), suivant des courbes algébriques. Il est remarquable que les asymp-
totiques de I'élassoide [Ef] transformées des lignes de courbure de [Es] ont aussi
leurs projections algébriques sur le plan de (O3). Pour n = 1 on a un résultat sem-
blable avec cette particularité, qui ne se retrouve plus ici, que les deux projections
coincident avec des droites et des cercles orthogonaux.

Il est facile de voir que si l'on a

n =4a+ 3,

a étant un nombre entier quelconque, les images sphériques et les projections des
lignes de courbure des élassoides (Ej) et [E/] seront algébriques. Il faudra, bien
entendu, ne considérer que les projections des lignes de courbure effectuées sur les
plans des cercles (O) de degré 2n.

§ 134.

Au sujet des courbes (O) quand n est fractionnaire.

Dans tout ce qui précede, il n’a été question que des séries dérivées de n = 1,
séries qui comprennent tous les élassoides caractérisés par des valeurs entiéres de n.
On pourrait également considérer le cas beaucoup plus étendu ot n est fractionnaire.
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Les élassoides [Ey] correspondants possédent toujours deux géodésiques (O4n). Ces
courbes elles-mémes font partie de deux séries de courbes, podaires les unes des
autres, correspondant & toutes les valeurs du parameétre augmentées ou diminuées
de nombres entiers. Ces deux séries seront toujours distinctes hormis dans le cas
oun = :t%. Dans ce cas la courbe (O_%) est une hyperbole équilatére, (O%) est
la lemniscate de Bernoulli, podaire de I’hyperbole par rapport au centre. Tous les
élassoides qu’on déduirait de ces courbes sont transcendants, aussi bien ceux qui
admettent les courbes (O) pour géodésiques que les élassoides [Ey).

Nous aurions pu préciser davantage certaines propriétés des courbes algébriques,
mais il sera plus commode d’en déduire des propriétés générales nouvelles ayant
trait a la dérivation des congruences isotropes d’un plan donné, propriétés qui feront
I’'objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE XV.

NOUVELLES PROPRIETES DES CONGRUENCES ISOTROPES DERIVEES
D’UN PLAN DONNE.

Conservant les notations et les définitions du chapitre XII :
—zsinp + ycosp — F' =0,
—zsiny +ycost — f =0

seront les équations des normales Aa et Bb aux courbes (A) et (B) traces de deux
développables isotropes, focales d’une congruence isotrope. Soit N le point commun
aux normales en A et B 4 (A) et (B); et w le milieu du segment ab.

§ 135.
Au sujet des courbes orthogonales (X) et ().

Posant

V- vty
— =, e 67
2 2
on trouve que
NA—po Feos2a—f1 o
sin 2a
NB = p— F/ —‘f/COSQOé B
sin 2a

On en déduit
A=P+p=(F —feota— (F+f),

A et u désignant les parameétres des courbes orthogonales, lieux du point N, les unes
analogues & des ellipses homofocales [ce sont les courbes ()], les autres analogues
a des hyperboles homofocales [ce sont les courbes (A)] (*).

(*) Soit en effet (AB) une développante d’ellipse (E); si M décrit une ellipse homofocale a (E),
on sait que
Ma + Mb = arc ab + constante.
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Rappelons que, I'équation du plan tangent a 1’élassoide moyen est
—2Xsin 3+ 2Y cos B+ sina[—2Zi — (F' 4+ f/)cota +F — f] =0
et que celle du plan tangent a 1’élassoide conjugué peut s’écrire

—2X'sin B+ 2Y’ cos B+ isina[-2Z + (F + f) — (F — f')cota] = 0.

On voit donc que Zb désignant I'ordonnée a I’origine du plan tangent a 1’élassoide
conjugué
270 + A = 0.

Il en résulte que si l'on fait décrire au point N une courbe (X), la courbe suivie
sur ’élassoide conjugué est la courbe de contact de [’élassoide et d’un cone.

Tous les cones correspondant aux diverses valeurs du parameétre \ ont leurs som-
mets sur une perpendiculaire au plan auziliaire d’ou l'on fait dériver les élassoides.

§ 136.

Auz courbes (X) correspondent, comme développables circonscrites a l’élassoide
moyen, des polaires de courbes gauches.

D’aprés la théorie des contours conjugués, si l'on suit une courbe (\), les plans
tangents a l’élassoide moyen sont les plans normaux d’une certaine courbe gauche
qui est la ligne d’intersection des deux développables isotropes supposées relevées
et abaissées de quantités égales et imaginaires, au-dessus ou au-dessous du plan
auziliaire. La courbe de contact des plans tangents et de [’élassoide moyen est le lieu
des centres de courbure de la courbe gauche indiquée.

Ceci fait entrevoir la possibilité d’obtenir sur le plan, non-seulement une repré-
sentation conforme des élassoides moyen et conjugué, mais encore une image des
surfaces et des courbes gauches qui jouent un role dans leur étude.

Conséquemment :
Ma + Mb = bB — aA + constante,

et, en définitive
MA — MB = constante.
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§ 137.

Les courbes gauches en question ont pour lieux des centres de courbure les lignes de
plus grande pente d’une certaine surface.

Cherchons tout d’abord la courbe gauche dont le lieu des centres de courbure
se projette suivant le lieu de w, lorsque N décrit la courbe A. On sait que si P
désigne le point de cette courbe, S étant le sommet du coéne circonscrit a I’élassoide
conjugué, les segments PO et SO’ sont égaux, situés dans les plans tangents aux
deux élassoides, et rectangulaires.

Transportons 'origine des coordonnées au point N et prenons pour axe des x
la bissectrice de I'angle ANB, de facon & annuler 3. Les coordonnées du point de
I’élassoide moyen deviennent

F 4
Xo + Lf cosa = 0,
Rl
e

LY G EITET )

sina =0,

L’équation du plan moyen est

F—
Y 4+ sin« <—Zi—i—Tf> =0.

Les coordonnées du point de 1’élassoide conjugué sont

X/ Fl/_ i
O+ 2f cosa = 0,

1
YO’ F// + f//
1

sina = 0,

F—FF”—l—f—{—f”
9 .

ZO/ —

L’équation du plan tangent a 1’élassoide conjugué est

F
Y +isina {—Z—l— %f} =0.

Le sommet du cone S étant le point ot ce plan moyen est percé par I'axe des Z,
le Z de S est
_F+7

7
5 9
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Conséquemment
XO/ . YO/ o ZO/ —_— ZS . 1 i ZESO/
1 _ 12 - 1 12 - 1 12 - - .
—icosaw isina(F ;f ) F ;f COS i/ E7 1

La droite OP perpendiculaire & SO’ et située dans le plan moyen est paralléle a
I'intersection du plan moyen et de

—X1 cos Oé(F// _ f//) —|—YZ sina(F” + f//) + Z(F// + f//> _ O,
elle est donc paralléle a la droite définie par les équations

X Y i/ +VX2+Y2 472

77 mo T gy = — )
_icosaw ZSIHOJ(F 2f) (F zf) 1 COS (v /F//'f//

Deés lors les coordonnées du point P sont

<F//+f//)

Xp = X v T/

p=Xo Feosa— ",

F//_ i

Yp=Yp=* sina%,
FI_ !

Il n’y a manifestement qu’une combinaison de signes qui soit satisfaisante, c¢’est
celle qui réduit la valeur de Zp. On en conclut

Xp = Yp =0,
F-f)_.n

I = —i ) E
P=7 9

D’ailleurs, cet important résultat se vérifiera en étudiant les variations des para-
meétres A\ et p.

Revenons maintenant aux axes primitifs, différentiant les valeurs de A et p, il
vient

—d\ = dB[F' + f' — (F" — ") cot a] + dacot a[F” + " + (F' — f") cot a,

—dp = dp[F" — f'+ (F" + ") tga] + da - tga[—(F" — f7) + (F' + [') tga].

Cherchons les équations des projections, sur le plan auxiliaire, des caractéris-
tiques du plan moyen et de son conjugué, nous trouvons

Aa - cot of(F” — f"ysina + (F' + ') cos a + 2Xsin 3 — 2Y cos ]
+AB[(F = fysina — (F” + f) cosa — 2X cos 3 — 2Y sin 5] = 0,
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pour la caractéristique du plan moyen projetée, et

Aa-cota-i[(F” + f)sina + (F' — f/) cosa + 2X'sin f — 2Y’ cos 3]
+AB[I(F + f)sina — i(F” — f") cosa — 2X/ cos 3 — 2Y’sin 3] = 0,

pour la caractéristique projetée du plan conjugué.

Commencgons par vérifier la propriété de la surface, lieu du point P, qui se projette
en N, et dont le Zp est égal a %i A cet effet, nous chercherons les Az, Ay, Az du
point P, d’'une facon générale, puis en supposant que les axes sont particularisés;
c’est-a-dire en annulant F/, f’ et sin 3. On a manifestement

—Axsing + Aycos — (xcosp +ysing + F”)dp = 0,
—Axzsiny + Aycostp — (zcosth + ysiny + f) dip =0,

d’ott 'on déduit, en particularisant comme il a été dit :

dﬁ(F” _ f”) . dOé(F” + f”)

QAI‘ = N )
sin «
d F// 1/ —d F// o
oy = QO+ 1) = da(F" = ")
cos o
et puisque, par hypothése
2Zpi = — W,

2AZ1 = —dp = tg a[dﬁ(F” + f”) - da(F” - f”)]§
mais on a dans 'espéce
—d\ = ~[dA(F" — f") ~ da(F" + ")) cotor

Il en résulte que si A reste constant, Ax s’annule et que

Az -1
Ay

= sin«

Ainsi se trouve démontrée, sans ambiguité de signe, la propriété trouvée plus
haut et qu’on peut énoncer ainsi :

Les courbes (P) dont les plans normauz touchent ’élassoide moyen, caractérisées
par les diverses valeurs du paramétre A, sont, par rapport au plan auxiliaire, les lignes
de plus grande pente d’une surface dont les lignes de niveau se projettent sur le plan
auzxiliaire suivant les courbes (11).



156 ETUDE DES ELASSOIDES

§ 138.

Nouwvelle dérivation des €lassoides du plan.

Cette proposition conduit & une définition géométrique nouvelle de 1’élassoide
considéré comme l'enveloppée des plans normaux aux lignes de plus grande pente
d’une certaine surface. La définition de celle-ci est fort simple, puisque les courbes ()
et (u) constituent dans le plan auxiliaire un réseau orthogonal tel que 1'élément
linéaire soit exprimé par la relation

d\? N dpi
cos2a  sin?

4dS? =

"

Toutes les fois qu’on aura obtenu, dans le plan, un réseau orthogonal satisfaisant,
il suffira d’élever en chacun des points du plan une perpendiculaire et d’y porter un
segment égal a 325 ou %, les lieux des extrémités donneront des surfaces (P), dont
'une sera réelle et I'autre imaginaire toutes les fois que 'angle « sera imaginaire [les
courbes (\) et (p) étant réelles| (*).

Il est manifeste que les surfaces (P) ainsi trouvées sont d’un genre particulier
caractérisé par la nature du réseau (A)(u) plan. Elles sont ainsi suffisamment définies.

§ 139.

Sur les développables circonscrites auz élassoides correspondant aux courbes ()
et (1)

Considérons maintenant les équations des projections des caractéristiques, en les
rapportant aux axes particularisés.
En ce qui concerne 1’élassoide moyen, ’équation est

2Xdp -tga+2Y da = cosa - dpu.
En ce qui concerne 1’élassoide conjugué, on trouve

2X'dB +2-Y'icota = —isina - d\.

Si done lon suit une courbe (p), la projection de la caractéristique passe par le
point N, en ce qui concerne l’élassoide moyen.

Si l'on suit une courbe (M) la projection de la caractéristique du plan tangent a
I’élassoide conjugué passe par l'origine. Cette derniére remarque est d’ailleurs une
conséquence de ce fait que la développable, enveloppe des plans conjugués, est un
cone.

(*) Elles seront toujours imaginaires si ’angle « est réel.
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Mais si ’on observe que les caractéristiques des plans moyens et conjugués sont
toujours paralléles quand elles sont correspondantes, on peut énoncer deux élégantes
propriétés des développables, enveloppes des plans moyen et conjugué, obtenues en
suivant les lignes () et (u).

Lorsqu’on suit dans le plan auziliaire une courbe (N) [du genre hyperbole] les
génératrices de la développable, enveloppe du plan moyen, se projettent sur le plan
sutvant les droites ab, dont ’enveloppe est, par conséquent, la projection de [’aréte
de rebroussement de la développable considérée.

Lorsqu’on suit dans le plan auziliaire une courbe (u) [du genre ellipse] les droites,
telles que Nw, représentent les projections, sur le plan auxiliaire, des génératrices de
la développable, enveloppe des plans moyens.

§ 140.

Elassoide admettant pour géodésique une conique et €lassoide conjugué.

L’application la plus simple de ces propriétés générales est celle que 'on peut
faire en prenant pour courbes (A) et (u) des coniques homofocales.

Dans ce cas, les surfaces (P) ont pour lignes de niveau des ellipses qui se pro-
jettent sur le plan auxiliaire suivant un réseau homofocal. Les lignes de plus grande
pente sont transcendantes, mais elles se projettent suivant des hyperboles homofo-
cales ; de plus leurs surfaces polaires ont pour conjuguées des cones dont les sommets
sont en ligne droite. Les lignes, lieux des centres de courbure des lignes de plus grande
pente, appartiennent a I’élassoide moyen.

D’un autre coté, les lignes ab étant les polaires des points N, par rapport a
ellipse (a,b), les surfaces polaires des lignes de plus grande pente ont des arétes
de rebroussement qui se projettent sur le plan auxiliaire suivant des coniques po-
laires réciproques des hyperboles (\) par rapport a lellipse (a,b) [ellipse qui est une
géodésique de I’élassoide moyen)|.

§ 141.

Cones du second degré circonscrits a l’élassoide.

Enfin, les droites, telles que Nw, passent par le centre de l’ellipse ; conséquem-
ment, les développables circonscrites a 1’élassoide moyen sont des cones ayant leurs
sommets sur la perpendiculaire au plan auxiliaire, élevée au centre des coniques ho-
mofocales. On a vu que ces développables contiennent individuellement les courbes
(u). Les cones considérés sont donc du second degré.

Il est bien facile de compléter cette étude particuliére en montrant que les cones,
correspondant aux hyperboles (\) et circonscrits a 1’élassoide conjugué, ou corres-
pondant aux ellipses () et circonscrits a 1’élassoide moyen, sont les cones supplé-
mentaires de cones homofocaux [pourvu qu’on les transporte convenablement].
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§ 142.

Les lignes algébriques des deux élassoides ont pour image sphérique un réseau de
coniques homofocales.

Si I'on considére en effet les plans isotropes passant par les droites Aa, Bb, ils
se couperont suivant quatre droites, génératrices des quadriques homofocales ayant
pour traces, sur le plan auxiliaire, les diverses coniques homofocales (\) et (). On
sait que les cones asymptotes de ces quadriques sont homofocaux. Mais I'une des
génératrices passant en N occupe, par rapport a ’angle aNb, la méme position que
la droite de la congruence isotrope originelle, par rapport a ’angle supplémentaire
de ANB ; donc, si 'on fait tourner de 90°, autour de la verticale, la génératrice de la
congruence, on aura une paralléle a la génératrice de 'hyperboloide passant en N et
ayant pour trace (u). Conséquemment les traces sphériques des cones asymptotes,
tournées de 90° autour de la verticale, constitueront I'image sphérique compléte des
courbes algébriques des élassoides moyen et conjugué. On peut donc dire que ces
lignes ont pour image sphérique une famille de coniques sphériques homofocales.

La plupart de ces propriétés ont été énoncées par M. Schwartz, en ce qui concerne
I’élassoide admettant pour géodésique une conique [Journal de Borchardt, page 293,
année 1874].

§ 143.

Le réseau () est le seul du plan qui corresponde a un réseau orthogonal de
[’élassoide.

Dans le cas général, les courbes correspondant, sur les deux élassoides, aux lignes
(1) et (M) sont rectangulaires; les calculs du § 137 montrent en effet que leurs
conjuguées sont orthogonales, ce qui équivaut a la proposition ; mais cette propriété
peut s’établir directement comme il suit.

Calculons, sur la sphére, le carré de 1’élément linéaire rapporté au réseau des
images sphériques des lignes correspondant aux (i) et (\). On sait que, d’une fagon
générale, on a sur la sphére de rayon unité (§ 109)

g2 _ de 'Qd%/J,
COS~ «x
ou encore
as? = P do”

COS2 «
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Mais on déduit des valeurs de d\ et du particularisées

du A
AR . 48 = B " F_ gl
F1-d8 = S F 1) (= 1),
4R o = dp (F"—f’/) 1 dA (F”—i-f”).
tg o cot «

On en conclut

B dp? cot? o — d\? tg2 a
AR 1. cos? a
Ce qui montre bien que l'image sphérique est formée de courbes orthogonales.

Comme, sur les élassoides et sur la sphére image, les angles se conservent dans
la correspondance :

ds?

Le réseau orthogonal plan (X, ) correspond, sur les deux élassoides, a un ré-
seau orthogonal. 11 est méme clair qu’il n’y a pas d’autres réseaux orthogonaux se
correspondant sur le plan et sur les élassoides.

Nous venons de voir que, dans le cas o le réseau (A, p) est formé de coniques
homofocales, le réseau sphérique correspondant est formé également de coniques
sphériques homofocales, constituant un réseau isométrique. On sait, d’aprés un théo-
réme de M. Ossian Bonnet, que les courbes correspondantes des élassoides sont aussi
isométriques.

§ 144.

Si le réseau (Ap) de l'élassoide est isométrique, son correspondant du plan est
formé de coniques homofocales.

Il est intéressant de chercher dans quel cas cette propriété subsistera, a raison
du caractére du réseau (A, p).

Il faut que le logarithme du quotient des coefficients du carré de I’élément linéaire
soit la somme de deux fonctions, 'une de A, 'autre de p. Ce qui conduit a la condition

2
du dv

2 -logtga = 0.

D’ailleurs on trouve la méme condition en exprimant que le réseau plan (Au) lui-
méme est isométrique. Mais nous avons montré d’aprés M. Liouville que le réseau
(A, ;) ne peut étre dans ce cas composé que de coniques homofocales ; conséquem-
ment les élassoides admettant une conique pour géodésique jouissent d’un caractére
distinctif tout particulier, qui permet d’énoncer la proposition suivante :

Que, de tous les points d’une droite, comme sommets on circonscrive des cones
a un €lassoide ; que l’on trace sur celui-ci les trajectoires orthogonales des courbes de
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contact ; si le réseau orthogonal ainsi obtenu est isométrique, [’élassoide est conjugué
de celui qui admet une conique pour géodésique.

C’est le moment de faire une remarque sur l’expression du carré de 1’élément
linéaire d'un élassoide.

(a) et (b) désignant les projections planes des arétes de rebroussement des déve-
loppables génératrices, on a d’aprés (68) ’expression

\Y

d§:dmyﬂ®w¥§,
ou d(a) et d(b) désignent les longueurs des éléments correspondants et V I’angle
des tangentes aux courbes (a) et (b). Il en résulte que si les courbes (a) et (b) sont
algébriques, I'élassoide moyen correspondant aura son élément linéaire exprimé par
une formule algébrique.

§ 145.

dS? de Uélassoide sur lequel le réseau (A, ) est isométrique.

A titre d’exemple, prenons pour courbes (p) et (A) un réseau de coniques homo-
focales, et cherchons I'expression de 1’élément linéaire de 1'élassoide admettant 'une
d’entre elles pour géodésique.

L’élément linéaire du plan, rapporté aux coniques dont I’équation est de la forme

peut s’écrire

d\? dpi

. 2: — —
L= TN N T @ n @)

La condition (56) est vérifiée et I'équation (57) donne pour les traces d’une
congruence isotrope la relation bien connue

,ucosQi—l—)\sinzi =k,

qui donne les directions des deux tangentes a I'une des coniques du réseau définie par
le paramétre k, tangentes issues du point (A, u). Soient (a) et (b) les deux branches
de la conique enveloppe. Pour calculer I’élément linéaire de 1’élassoide I'admettant
pour géodésique, il faut obtenir I'expression

dS% = Ry dyp - Ry dip cos? i,
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Ry et Ry désignant les rayons de courbure en (a) et (b), dp et di les angles de
contingence, en ces points, de la conique enveloppe. On a

Ar—1¢ ~1 {ka—M—dA%—u)

IEARCEIMICEDY T

Prenant pour réseau de référence celui des coniques (A, p) on a les formules
générales, analogues a (2)

;- d\ w— A
X"X_EWAﬁ—Awﬂ—n

Y V=1 dp d\
VNN 00 [~ Gy )
I~ d_,u A—p
vy 2\/(a2—u)(bz—ﬂ)
X /=1 dy X
a0 | G~ )

L’équation instantanée de la tangente a l'ellipse fixe est
Y cost F Xsine =0,

son point de contact avec la conique est le méme quels que soient du et d\; il est
déterminé par I’équation de la normale instantanée

—A
—Y sint F Xcosi £ I’lj:F—M =0,

ou L et M désignent les fonctions de A et u seules que voici

. \/<a2—A><b2—A>, " \/(a?—uxb?—m_

k—\ k—u

En posant
_ kA
LFEM’
on trouve [par les procédés habituels de périmorphie, en observant que le résultat
est indépendant de du et dA] pour I’équation déterminant le centre de courbure

a? — 2 _ —
(%§1+%)vk 2¥Z —M::ljiaw%z¢xmn@mka;
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apres différentes réductions on obtient ’équation indépendante des variations par-
ticuliéres

a2 — V(B2 —
((k: _géz — )\];) i\/_\/ k(u ) N ) (YCOS@'IFXSini)(L2 — MQ)(L:FM)_

Cette équation donne immédiatement
(a® = k)*(b* = k)% (u = A)°
Tl — = NP2 - MR

Il s’agit maintenant de calculer les angles de contingence. Az, Ay étant relatifs
au point (Ax) on a manifestement

RaRb:

Pdy = AY cosi F AXsin i

conséquemment

AY cos Z—AX sin? i
dp - dp = PP

Si P/ désigne la seconde valeur de P lorsqu’on change le signe, on trouve ainsi

L2 — M2 (k= \)(k — p)
(n—X)? 4
y [ dp? B )\ }
(* =) (02 =) (k —p)  (a® =N =N(k =N ]

On en déduit immédiatement

do - dp =

gs2 — (a? — k)2(b? — k)% (n — \)?
Ak — p)?(k — A) (L2 — M2)2
y { dp® B d\? }
(a2 = p)(0? —p)(k—p) (a2 =N = N)(k=N) ]’

car cosZ ¥ V est égal a cos? .

Si enﬁn I’on observe que

on obtient en somme
1 (@ =k = k)= Nk =)
k= Nk =) — (k—a?)(k — 02)]?
y [ dp? d\2
(a2 = @)(b* = p)(k — ) (a2 = A)(b* = A)(k = A)

ds? =
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Quant a I'image sphérique, ’expression du carré de 1’élément linéaire est, d’aprés
la théorie générale,

2 R2 (k' - a2)(k‘ - b2)
dp? B d)\2

. [<a2 @ —wk—p) (@ - N -NE-N]

Les deux réseaux sont bien isométriques, et, le réseau sphérique, comme le réseau
plan, est de la forme signalée par M. Liouville, forme qui permet I'intégration des
lignes géodésiques; il devait en étre ainsi, puisque le réseau est composé de coniques
sphériques homofocales.
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CHAPITRE XVI.

AU SUJET DES LIGNES DE NIVEAU DES ELASSOIDES.

§ 146.

Conditions pour qu’un réseau orthogonal tracé sur un élassoide soit formé de lignes
de niveau et de lignes de plus grande pente.

Nous avons déja montré que tous les élassoides groupés provenant de la déforma-
tion d’un méme ¢élassoide ont leurs lignes de courbure correspondant sur 1’élassoide
originel aux trajectoires sous un angle constant des lignes de courbure de cette sur-
face.

Une propriété toute semblable a lieu pour les lignes de niveau ; c’est ce que nous
allons établir.

Considérons, en général, une surface de référence (O) prise arbitrairement ; pre-
nons pour réseau (u,v) celui des sections planes toutes paralléles & un plan (P)
donné, ainsi que leurs trajectoires orthogonales. ¢ désignant I'angle qu’en chaque
point de (O) fait la normale & la surface avec la perpendiculaire au plan (P), on
trouve facilement par nos procédés habituels, pour déterminer les éléments du ré-
seau (u,v)

di
P=——
du’
dg
=
df tord
=— 7
fg dv g Y
équations auxquelles il faut ajouter les conditions
df
— + —-coti =0
Fdo + p cote ,

di dg 1 (df\% o d [ df d [ dg
S e (Y g Sl A T (e
du fdu'®' T 7g (dv) e it o\ ) T\ Faw) =0
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Si la surface est élassoide, on a a la fois

df di , dg di .
—— + —coti =0, —— + —coti=0;
fdv—l-dvcoz , gdu+duCOZ ;
on peut donc poser
T

Dés lors la seule équation non résolue devient

dz’2+ i\ @ 1+d21 1
— — ) =—-—F5log— + —5log—.
du dv du? gsinz' dv? gsinz’
Soit, en passant aux coordonnées symétriques imaginaires
di di | d?logsini
dx dy dedy

et par conséquent '
1

§ 147.

Les trajectoires sous un angle constant des lignes de niveau d’un élassoide
correspondent aux lignes de niveau des élassoides groupés.

On voit que 'on peut poser indifféremment

di ) ( di

P=—— P= —

du’ dv’

di di

Q +du’ Q d’U’
D:siniﬁ, D:siniﬂ,
y, \ du

sans que 1’équation canonique soit modifiée et sans que la surface cesse d’étre élas-
soide, mais ces valeurs sont comprises dans les formules générales

di ) di
P= —cosgoa —|—sm<p%,
di di

= Ccosp— —sinp —

D — sing di +di )
=sin¢ 70 cos T siny |,
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ou ’angle ¢ est considéré comme une constante. On vérifie facilement que ces valeurs
correspondent bien a des solutions des équations de Codazzi; conséquemment elles
représentent des valeurs de P, Q, D correspondant & une forme particuliére de la
surface, et, comme dans chaque cas la somme P + Q est nulle, chacune des surfaces
déformées (puisque le réseau u, v est isométrique) reste élassoide.

I est facile de voir que les élassoides correspondant aux valeurs 0 et 5 de I'angle ¢
sont conjugués. Tous les autres appartiennent naturellement a la famille des élas-
soides groupés dérivés de la surface de référence.

§ 148.
Nouwwelle forme du \ d’un réseau isométrique sphérique.
On trouve, d'une facon générale, que 'image sphérique a pour élément linéaire

dS? = du® (P + f°D?) + dv* (Q* + g°D?);

5 [(%)2 ; (gﬂ i ),

soit en passant aux coordonnées symétriques imaginaires

dans 'espéce on a

di di

dsz = 4. == . 22
> dr dy

dx dy.

Désignant par A le coefficient des du, dv sur la sphére, on trouve

1 VXY
AT+ (X+Y)?

ce qui constitue une forme digne d’intérét.

§ 149.

Sur un théoréme général.

Plus généralement : toutes les fois qu’on peut déformer une surface, de telle fagcon
que deuz familles de courbes orthogonales deviennent successivement des lignes de
niveau de surfaces transformées, les trajectoires sous un méme angle constant, de
ces deux séries de courbes, peuvent, par une déformation convenable de la surface,
devenir a leur tour lignes de niveau.

Cette propriété tient a ce que les lignes de niveau d’une surface, les lignes de
plus grande pente correspondantes et leurs trajectoires sous des angles constants,
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sont telles qu’en un méme point de la surface les centres de courbure géodésiques
de toutes ces courbes sont sur une méme ligne droite.

La propriété énoncée ci-dessus s’applique a d’autres surfaces que les élassoides
dérivés par flexion les uns des autres.

§ 150.

Réseau plan dont les courbes se coupent sous un angle constant et peuvent étre
lignes de niveau de développables résultant de [’enroulement du plan.

Si 'on prend, par exemple, pour surface de référence un plan, on parvient a
construire les surfaces développables suivant lesquelles il faut enrouler le plan pour
que deux courbes, prises au hasard, se transforment successivement en lignes de
niveau se coupant mutuellement sous un angle donné.

Les deux développables déformées sont applicables 'une sur 'autre par de simples
rotations autour des génératrices.

Ce n’est pas le moment de montrer comment la construction géométrique s’achéve
sans difficulté, ni comment le quarré de I’élément linéaire du plan s’obtient avec deux
fonctions arbitraires [mettant ainsi en évidence les réseaux orthogonaux intéressants
dont nous venons de donner la définition, réseaux dont les trajectoires comprennent
également des courbes de méme nature] (*).

§ 151.

Une propriété générale des courbes de niveau.

Nous terminerons en observant que sur toutes les surfaces dont les lignes de
niveau sont trajectoires les unes des autres, la forme variant, les conjuguées des
courbes de niveau se correspondent toutes; on peut dire que ces conjuguées sont
immobiles, et cela correspond & une propriété tout a fait générale : sur une surface
arbitraire, en un méme point les centres de courbure de la ligne de niveau et de toutes
ses trajectoires sont sur une méme droite perpendiculaire & la direction conjuguée
de la courbe de niveau.

(*) Soient deux courbes arbitraires (a) et (b), faisant correspondre des points a et b tels que les
tangentes y fassent entre elles un angle constant, enroulant le plan de telle fagon que la corde ab
devienne génératrice et que (a) reste plane, toutes les lignes de niveau de la développable situées
dans des plans paralléles & (a) formeront les courbes de la premiére famille ; on obtiendra de méme
les courbes de la seconde. Telle est I'intégrale avec deux fonctions arbitraires.



CHAPITRE XVII.

PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE LA CONGRUENCE ISOTROPE
FORMEE DES GENERATRICES DE QUADRIQUES HOMOFOCALES.

§ 152.

St deux congruences incidente et réfiéchie sont isotropes, la surface dirimante est
une quadrique.

La théorie des congruences isotropes comprend, comme exemple particuliérement
intéressant, celui d’une congruence formée des génératrices de quadriques homofo-
cales. Nous allons établir que cette congruence jouit d’une propriété fondamentale.

Cherchons s’il est possible de trouver une surface de référence et une congru-
ence de droites, telles que les droites données et les droites réfléchies forment deux
congruences isotropes.

Considérons le réseau orthogonal (u,v) tel que les droites D de la congruence
incidente soient toujours comprises dans le plan des ZOX, soit i ’angle d’incidence,
on a pour ’équation de la surface élémentaire

d d
gdv+ L |dv J sini + Qcosi | —du —fsinz'—l—chosi
fdu gdv

feosidu+ L |dv ﬂ—gD + du d2+P
dv du

tgl =

on en déduit que la congruence des droites D sera isotrope si

di d
gP — Qf cos z+g——coszsmz—g:(),
du du
avec i of
2Dg— — +1t .
9= + ngdv 0

Si la congruence réfléchie est aussi isotrope, les deux équations qui précédent doivent
étre indépendantes du signe de i; on a donc D = 0. Ainsi le réseau (u,v) est formé
des lignes de courbure de la surface de référence.
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Posons % =Aet % = B. On devra avoir

A—Bcos2i:O,

di .. .dg
— = cosisini——,
du gdu
iy
v~ BFd
On a I’équation de Codazzi
df dA
—((A—B)+ — =0.
f dv( )+ dv

De la troisiéme des équations de Codazzi on déduit

d’ou résulte, d’aprés ce qui précéde,

A cosi = Uy,
_ U
~ cosdi
et, par conséquent,
A% 02
B U
D’un autre coté, on a

dg  di 1

gdu  du cosisini’

avec I’équation de Codazzi :

dg dB
M(B —A)+ e 0,
on obtient
ﬁ sin ¢ ﬁ _ 0o
du cosi  Bdu ’
d’ou résulte
B = Vcosi;

ce qui entraine, comme conséquence,

cos @':7;



OU SURFACES A COURBURE MOYENNE NULLE. 171

et, en définitive,
3

B® _ V2

3 .

Ainsi les quantités %3 et BKS sont respectivement des fonctions de U et de V;
d’aprés un beau résultat établi par M. Ossian Bonnet, on sait que cette double

condition caractérise des surfaces du second ordre (*).

§ 153.

Les congruences isotropes incidente et réfléchie sont les génératrices d’une famille
de quadriques homofocales.

Il n’est pas difficile de trouver maintenant ce que sont les rayons des congruences
isotropes : on vérifie, en effet, immédiatement, que les traces principales des con-
gruences isotropes, sur la surface de référence, coincident avec les asymptotiques de

celle-ci (T).
Conséquemment on peut énoncer cette importante proposition : Si une congru-
ence, réfiéchie sur une surface de référence, est isotrope avant et apres la réflexion,

19 la surface de référence est une quadrique; 2° les rayons de la congruence sont
formés des génératrices des quadriques homofocales a la surface de référence et qui

lui sont orthogonales.

(*) Voir page 113 du XLII® cahier du Journal de I’Ecole polytechnique.

(") La nécessité d’abréger nous fait supprimer ce calcul. De ce que les traces principales sont
les asymptotiques, il résulte, comme au chapitre XII, que les plans isotropes tangents se coupent
suivant les rayons des congruences; et, le long d’une ligne de courbure de la surface dirimante, ces

droites se rangent suivant un hyperboloide orthogonal & la quadrique.
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CHAPITRE XVIII.
ELASSOIDES ALGEBRIQUES PASSANT PAR UN CERCLE.

§ 154.

Par un cercle déterminé on peut faire passer autant d’élassoides algébriques qu’on
peut construire d’épicycloides ou d’hypocycloides algébriques.

D’apreés la théorie que nous avons donnée des contours conjugués, on sait com-
ment doit s’aborder la recherche des élassoides passant par un contour plan.

Une application de quelque élégance peut étre faite dans le cas ou le contour
donné est un cercle. Le probléme de la recherche de tous les élassoides passant par
le cercle revient, comme nous ’avons montré, a la découverte de tous les contours
conjugués au cercle. Chaque fois que les contours seront algébriques, les élassoides
seront algébriques.

Considérons la courbe, projection sur le plan du cercle, du contour conjugué;
faisons correspondre par parallélisme des tangentes les points du cercle et de la
projection. (Il suffira de tourner le cercle dans son plan, de % pour que les éléments
correspondants des deux courbes soient rectangulaires.) L’élément du cercle a pour
valeur

dS? = a? d6?,

I’élément de la courbe conjuguée a pour valeur
dS? = R% d6? + dz?,

expression ot R désigne le rayon de courbure de la projection sur le plan du cercle
et Z la distance d'un point du contour au plan.
Prenons, pour projection du contour indéterminé, 1’épicycloide ayant pour équa-
tion
p = bsin k0,

dans ce cas
R = b(1 — k?)sin k0,

et puisque les éléments des deux contours sont égaux, on obtient

47 = db\fa? — B2(1 — k2)2 sin? k.
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Pour que le contour soit algébrique, sa projection doit étre algébrique et la valeur
de Z doit également étre algébrique.

En général Z dépend des fonctions elliptiques, mais on peut toujours choisir a
de telle fagcon que

a=b(1—-K?),

et alors )

asin k6
7 =

K

Deés lors, si la projection est algébrique, les élassoides conjugués, dont I'un passe

par le cercle, seront algébriques.

Mais la projection sera algébrique toutes les fois que le coefficient R sera un
nombre commensurable; conséquemment : par un cercle déterminé ou peut faire
passer autant d’élassoides algébriques qu’on peut construire d’épicycloides ou d’hy-
pocycloides algébriques.

Le contour conjugué est défini par les équations suivantes entre lesquelles il faut
éliminer 6 :

xcosl + ysinf = bsin k6,
ycost — xsinf = bk cos kb,

b(1 — K?)

7= sin k0;

on en déduit immeédiatement 1’équation
K2

2 2 2172 2
2 =K+ ,
xr Yy Zl—KQ

qui représente une quadrique de révolution.

Si I’on désigne par R le rayon du cercle de base d'une hypocycloide et par r celui
du cercle roulant, ’équation précédente peut s’écrire

72 yQ 2

ety ——— = 1.
RZ TR 4r(r — R)

Dans le cas des épicycloides, il suffirait de changer le signe de r.
Le rayon du cercle conjugué au contour est

_ 4r(r—R)
 R-2r

Nous réservons 1'étude détaillée des élassoides intéressants dont nous venons
d’établir ’existence.
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§ 155.

Congruence déduite du réseau isométrique sphérique formé de coniques
homofocales.

De toutes les congruences isotropes, la plus remarquable est celle que 'on déduit
de la considération des quadriques homofocales. Il y a lieu de traiter différemment le
cas des quadriques a centre et celui des paraboloides homofocaux. Dans ce chapitre,
nous ne nous occuperons que du premier cas.

On sait que le plan tangent au céone asymptote d’un hyperboloide coupe cette
surface suivant deux génératrices paralléles a la génératrice suivant laquelle le cone
asymptote est touché par le plan tangent. Conséquemment les cones asymptotes de
tous les hyperboloides homofocaux découpent, sur une sphére de rayon unité, ayant
leur sommet commun pour centre, une famille de coniques sphériques orthogonales
formant un réseau isométrique.

On voit que tous les élassoides groupés déduits de ce réseau isométrique sphé-
rique seront algébriques ; I'une des congruences (et elle sera double) sera formée des
génératrices des quadriques homofocales; la congruence conjuguée s’obtiendra en
portant sur les tangentes aux courbes du réseau des longueurs égales aux valeurs
du coefficient \ de 1’élément linéaire; cette longueur portée tangentiellement aux
coniques intersections avec la sphére des cones asymptotes des hyperboloides a une
nappe, donnerait le pied des rayons de la congruence formée par les génératrices des
hyperboloides homofocaux ; portée a angle droit et tangentiellement aux coniques
du réseau, intersection de la sphére et des cones asymptotes des hyperboloides & une
nappe, homofocaux, elle déterminera le pied de génératrices d’hyperboloides encore
homofocaux aux premiers. On obtiendra donc les deux congruences conjuguées en
considérant les génératrices des quadriques

a? — \

§ 156.

Les élassoides conjugués coincident.

Ainsi, les deux élassoides conjugués ont méme nature, méme degré, méme classe.
Ils forment la méme surface.

Désignant par u et v les paramétres des coniques homofocales sphériques, on
trouve pour I’élément linéaire de la sphére en fonction des éléments du réseau (u, v),
la sphére ayant pour rayon R

4dS? B (u—v) du? N (v —u) dv?
R2 (a2 —w) (b2 —u)(c®2—u) (a?2 —v)(b? —v)(c2 —v)
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Les coordonnées d’un point de I'image sphérique sont définies par le systéeme

§ 157.

Valeur du parametre de la congruence isotrope.

Par des calculs dont nous supprimons le détail on trouve que sur I’hyperboloide
(u) le parameétre des génératrices de la quadrique (u) a pour valeur

V@@= = ) — )

p= (u—v)

Quant a la distance de la génératrice et de sa paralléle menée par le centre de la
sphére, on trouve

L=+vv—u.

Rien n’est plus simple que d’établir ’équation du plan tangent & 'un des élas-
soides groupés, on a

(a® — u)(a® = v)
Z \/(b2 — @) (2~ a2>X

_ V@@ =)@ =) V@)@ =0 =)

(u— ) (v —u) ’

ou Y s’applique a trois termes permutés et ot m et n sont des constantes arbi-
traires dont 'annulation donne lieu aux deux élassoides moyen et conjugué ou, plus
exactement, aux deux nappes de ’élassoide unique.
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§ 158.

Discussion de [’élassoide.

Les coordonnées d’un point de I’élassoide stratifié sont données par trois formules
symeétriques de la suivante (*)

Xy/ (82 — a2)(¢? - a2)
V(@2 = 0)(0? — u)(e - u)
x [3(a? — u)(b = v)(c? = v) + (a® = v)(b* — u)(c* — u)]

0w 9 :

» V(@2 — )2 —v)(e — )

[ % [3(a® =)0 —u)(@ —u) + (a® = uw)(1? —v)( — )]

m

les valeurs des deux autres coordonnées s’obtenant par permutation circulaire.

On vérifie sans difficulté sur ces formules que les élassoides principaux sont coupés
par les plans coordonnés suivant les développées des coniques focales du réseau de
quadrique ; ces courbes sont des géodésiques de la surface. Les axes de coordonnées
appartiennent aussi au lieu comme lignes multiples ; mais on sait qu’il n’y a que des
segments de ces axes qui soient situés sur des nappes réelles ; on obtiendra les points
limites de ces segments en portant sur un axe a partir du centre des longueurs égales
aux rayons de courbure limites de la conique focale située dans un plan de symétrie
perpendiculaire et appartenant au systéme conjugué.

On sait que les plans de symétrie coupent encore 1’élassoide moyen suivant des
lignes doubles dont on construira les points en prenant les points milieux des droites
joignant les centres des cercles de courbure de méme rayon, d’une conique focale.

La classe de ’élassoide moyen est 12 et son degré 66.

Si I'on considére un des hyperboloides homofocaux, tous les plans moyens cor-
respondants enveloppent une développable de quatriéme classe.

Dans le cas ot 'on considére au lieu d’hyperboloides des paraboloides homofo-
caux, on voit directement en considérant les droites de 'élassoide situées dans le
plan de Uinfini que la classe est 5 et le degré 15 (T).

(*) L’élassoide moyen s’obtiendrait en faisant m = 1, n = 0, l’élassoide conjugué en faisant
m = 0, n = 1, un couple arbitraire de valeur de m et n correspond a un élassoide stratifié
arbitraire.

(") La considération de la développable imaginaire double circonscrite & toutes les quadriques
homofocales, surface complétement étudiée et connue dans ses plus grands détails, permet de traiter
géométriquement et du premier coup tout ce qui a trait au degré et a la classe de ces élassoides.
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CHAPITRE XIX.
ETUDE DES ELASSOIDES DERIVES DES PARABOLOIDES
HOMOFOCAUX.

§ 159.

Calcul des coordonnées de [’élassoide moyen en fonction de deuzr parameétres.

L’extréme complication des élassoides dérivés des quadriques homofocales a
centre conduit a examiner plus en détail le cas particulier qui a trait aux para-
boloides homofocaux : nous étudierons les propriétés de I'élassoide moyen et de son
conjugué, car ici les deux nappes se séparent.

Rappelons que la recherche des lignes de courbure dépend des fonctions ellip-
tiques ; nous 'avons déja établi en dérivant des élassoides du plan ; nous n’y revien-
drons plus.

L’équation la plus générale des paraboloides homofocaux rapportés a leurs plans
principaux (’origine étant au milieu du segment focal) est

2 2
Y z
aZo 57— = 8h(x — hcos2y).
©  Cos?p

Il en résulte que les équations d’une génératrice peuvent s’écrire

: bsi
y = sH;gom — s;\ngp(_z)\z + cos 2¢p),

coS ¢ h cos ¢
:L' p—
A A

I’équation de la ligne de striction est

z =

(222 + cos 2¢);

ycosggo—l— zsingcp = 0.
Des lors, on trouve pour les coordonnées du point central
2’ = hcos2p(1 — 2)02),
y' = 4h\ sin® ©,
2 = 4h) cos® ®.
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En conséquence 1’équation du plan moyen est
AZ + y sin ¢ + 2 cos o 4+ A cos 2p(3 + 20%) = 0;
on en déduit pour les coordonnées du point de contact du plan moyen et de 1’élassoide
X = —3hcos 2¢(1 + 2X?),
Y = 2\hsin @lcos 2p(4X2 + 3) + (2% + 3)],
7 = 2\h cos p[cos 2p(4N2 + 3) — (202 + 3)].

§ 160.

Calcul des coordonnées de [’élassoide conjugué.

Nous trouvons pour le paramétre de distribution
P = —2hsin2p(1 + A2).
L’équation du plan tangent a 1’élassoide conjugué est
AX + Ysin g + Zcos ¢ = 2hsin® o1+ )\2)3.

Les coordonnées de 1’élassoide sont définies par les équations

X' = 6hsin 2p\(1 + )\2)%,

Y = 4hcos p(1 + /\2)% [0032 @ + A?(cos? ¢ — 3sin? 0],

7/ = 4hsin p(1 + )\2)% [sin2 Y+ )\2(8i112 © — 3 cos? ©)].

§ 161.

Classe de l’élassoide moyen et des élassoides stratifiés.

Cherchons la classe de 1’élassoide central : nous trouvons pour 1’équation de la
surface polaire réciproque par rapport a une sphére du rayon h, ayant son centre a
’origine :

X(Z* = Y3)[3(Y? + Z%) + 2X?] = h(Y? + Z2)2.

L’élassoide est donc de cinquieme classe.

Nous trouvons de méme, pour la polaire réciproque de 1'élassoide conjugué,
I’équation

Y222(X2 + Y2+ 7%)3 = n2(Y? + 22)L.

L’¢élassoide conjugué est de dixieme classe.

On trouve avec la méme facilité 1’équation de la polaire réciproque d’un des
¢élassoides stratifiés quelconque

(h(Y2 +72)% = mX(Z% = Y?)[B(Y? + 72) + 2X?] — 4n?Y273(X2 + Y2 4 722);

on voit que leur classe n’est jamais supérieure a diz.
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§ 162.

Le degré de l’élassoide central est 15. Considération de la section par le plan de
l'infint et de la section par le plan des XY.

La développable isotrope unique touchant chacun des paraboloides homofocaux
a son aréte de rebroussement du sixiéme ordre; 'intersection de 1’élassoide moyen
et du plan de l'infini doit donc étre composée de %}1) droites ; conséquemment la
surface doit étre du quinzieme degré. On le vérifie bien facilement comme il suit :
cherchons l'intersection par le plan des XY ; il y a trois cas a examiner :

1° A =0, alors Y est nul et
X = —3h(cos? ¢ — sin ),
le plan tangent, tout le long de I’axe des X, qui forme ligne multiple, est défini par
I’équation
Y sing + Zcos p = 0,

le point de contact a pour abscisse
plotele

1+tg2¢’
on voit qu’a chaque valeur de X correspondent deux valeurs de tg ¢ et par consé-

quent deux plans tangents. L’axe des X est donc ligne double.
2° cos p = 0. Le plan tangent a son équation de la forme

AX £ Y — M3+ 2)2) = 0;

Xo = -3

il est parallele a 'axe des Z tout le long de la section qui est ligne simple; son
équation est
X—3n\* Y2
< 6h ) ~ 16h2°

c’est la développée de la parabole focale contenue dans le plan des XY ;

3° 3sin? (1 4+ A%) — cos? A2 = 0.

La ligne correspondante est double, les plans tangents en un de ses points sont

définis par 1’équation
Cos ¢

V1+2Z

Effectuant 1’élimination on trouve pour ’équation de la courbe double
—2423y2 + 3h(26$4 —23.32%% — 32. y4)
+32.23022(3y% + 22 -5 y%) + 21 - 32R3 (3% + %) = 0;

cosV =

elle est du cinquieme ordre et doit étre comptée pour dix unités.
Additionnant les degrés des courbes d’intersection, on trouve bien 15 pour le
degré de la surface.
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§ 163.

La section de [’élassoide par le plan des ZY se compose de deux droites triples et
d’une ligne de courbure imaginaire qui est une hypocycloide a quatre
rebroussements.

Si 'on cherche la section de la surface par le plan des ZY on trouve 1° comme
droites triples les bissectrices des angles des axes; 2° en rapportant la section a ces
lignes triples, on trouve pour I’équation du complément

B 2/2 % y/2 %
2 = ) + 7)o
ce qui dénote une hypocycloide imaginaire & quatre rebroussements. Tout le long de
cette courbe le plan tangent & la surface est défini par la relation

cosV =

5~

c’est donc une ligne de courbure imaginaire.

3° La droite de 'infini appartient tout entiére au lieu. On vérifie sans difficulté
que la section de la surface par le plan de I'infini se compose de cette droite nonuple et
des deux tangentes a 'ombilicale (comptées triples) menées aux ombilics du plan ZY.

§ 164.

L élassoide est inscrit dans un céone de révolution ayant son sommet a l’origine.

Si I’on cherche I'équation du cone circonscrit a la surface et ayant son sommet a
’origine, on trouve le cone de révolution

3\
(5) (Y? +7%) = X2,

dont la courbe de contact est définie par I’équation

X5 3\ o o
22 2oy =0
6h+<2)( )=0
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§ 165.

Les courbes de l’élassoide correspondant auz paraboloides homofocaux sont de
quatrieme ordre et de deuxiéeme espece, leurs trajectoires orthogonales sont du
sixiéme ordre.

Les lignes les plus simples que 1’on puisse tracer sur 1'élassoide moyen sont celles
qui correspondent a chacun des paraboloides homofocaux; ce sont les courbes de
contact de cylindres dont les génératrices sont perpendiculaires aux divers plans
directeurs des paraboloides. Tous ces plans directeurs sont paralléles a I'axe des X,
et si 'on meéne les plans paralléles passant par cet axe ils couperont les cylindres
circonscrits suivant les développées des paraboles, projections des lignes de striction.

Prenant toujours pour origine et pour axe des X les mémes données, mais pour
plan des XY le plan directeur correspondant & une valeur donnée de ¢ = %, nous
trouvons pour équation de la ligne de contact

2h? cos® wy? + (z + 3hcosw)? = 0,
2 6hcosw — x
=tgw———.
5% 3h cosw +x

Ces deux surfaces ont pour intersection la génératrice représentée par
xr=—3hcosw, y=0,

et la courbe de contact proprement dite, qui est du quatriéme ordre, & point de
rebroussement, et de deuxiéme espéce.

Sur la surface, ces courbes forment une famille dont les trajectoires orthogonales
sont des courbes du sixieme ordre tracées sur des quadriques de révolution.

§ 166.

Lignes de l’élassoide conjugué correspondant aux paraboloides homofocaux : courbes
de contact de cylindres dont la section droite, du sixiéme ordre, est la développée
d’une courbe du sixiéme ordre.

Il convient maintenant d’étudier I’élassoide conjugué. Commencgons par cher-
cher, dans le dernier systéeme d’axes, les courbes correspondant aux paraboloides
homofocaux successifs. Posons, pour plus de commodité,

A = cot p.
L’équation du plan tangent a 1’élassoide conjugué devient

h sin w

TCos 4+ ysinpu = 251n2u'
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On vérifie (comme l'indiquait déja la théorie générale) que la développable cor-
respondant & une valeur de w est un cylindre ; on sait que sa section droite doit étre
la développée d’une courbe algébrique. Il suffira de le démontrer pour le cas ol w
sera égal a 7.

Les coordonnées du point de tangence sont

_ 5h cosp (sin? j1 — 2 cos? p)

€Tr =

Y

_h
2 sin?p’ 2 sin3
mais, d’apres la théorie générale, le rayon de courbure de la développante cherchée
est

h 3sin? p + 2 cos? g
R = —cospu —3 ;
2 sin® 1

?

on en déduit sans peine que la développante est ’enveloppe de la droite ayant pour
équation

h
—xsinpu+ ycosp = §cotu.

On en peut donner la définition suivante : c¢’est 1’enveloppe d’un cété d’un angle

droit dont l'autre coté touche le cercle de rayon % et dont le sommet décrit un

diamétre du cercle.

On peut définir I’élassoide conjugué comme admettant pour géodésique la déve-
loppée de la courbe précédente ; celle-ci a pour équation cartésienne

2?80 +1)? = [4a® + 3(y* — a?)][(y* — 0*)* — 12a°27),

et sa développée

elles sont toutes deux du sizieme ordre.

§ 167.
Equation de la courbe de contact des cylindres dérivant des paraboloides

homofocauz lorsqu’on les a étendus sur un plan (siziéme ordre).

Pour compléter I’étude des courbes des deux élassoides correspondant aux para-
boloides, il convient de chercher ce qu’elles deviennent lorsqu’on aplatit les cylindres
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circonscrits sur un plan. On sait d’aprés la théorie générale que dans ce cas la courbe
de contact se transforme en une seule courbe algébrique ; elle a pour équation

43 2 R2 3
0= [ —5— — —5— — 12
33.h cos?2w  sin2w

. 42 52 - R2 2 2+3 52 4 R2 »
3-h%2 \cos?w sin?w cos2w 3 sinZw ’

Z et R étant les deux coordonnées; la courbe est donc du sixieme degré.

Pour déterminer le degré de I’élassoide conjugué, il convient de chercher sa section
par le plan des XY qui est un plan de symétrie.

§ 168
Degré de I’élassoide conjugué (26).

1° sinp = 0 l'axe des y sextuple appartient au lieu, quatre nappes sont imagi-
naires, deux sont réelles aux points tels que

y2 > h2.
2° (14 A?)sin® ¢ — 3X% cos? o = 0.

La courbe est double; remplacant A2 par w, l’équation s’obtiendra en éliminant
w entre les relations

4
w2+w<1i—3§)i )
32 b/ 3zp
3
35y2

(L w)(1 - 2w)? =0,

w

on trouve deux courbes distinctes suivant le signe donné a x ; elles sont du cinquiéme
degré et ont pour équation

4 12
Y T
2=— 4+ 3h (1 — 16?)

h
/N 2 / / /
_9.92p /2 r 2 62\, 8z 3%
Crn (1ea2) (142 e o (103) (22 1))

ol 'on a posé
3
+ = 23> (*).
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On en conclut que le degré est 26.

§ 169.

Formation d’un réseau isométrique sphérique composé de biquadratiques, comme
application de la théorie générale.

On sait que les génératrices des paraboloides homofocaux peuvent étre considé-
rées comme les rayons d’'une congruence isotrope dérivée d’un certain réseau iso-
métrique tracé sur la sphére, réseau qui variera par conséquent avec la position du
centre de la spheére; cherchons en particulier ce qu’il est dans le cas ou la spheére a
pour centre le point milieu du segment focal.

Nous trouvons pour intégrales des lignes du réseau

sin 2w .
= at,
cos 2¢
sin 2
n2p b,
COS 2w

ol a et b sont les constantes caractéristiques de ces lignes. En coordonnées carté-
siennes, on trouve

2RX
Ty 9 2 2, 2
Y7 avec R*=X“4+Y" 477

b=
2X2 + Y2 + 72

ce sont donc des biquadratiques.
Si I’on cherche I'expression du quarré de 1’élément linéaire de la sphére, on trouve

as* 1 (1+a2)(1+0%) da? N db?
RZ 214022+ /(1 +a2)(1+a202) [(1+0a?)?  (1-02)2]"

ainsi se vérifie cette conséquence de la théorie générale, que le réseau est orthogonal
et isométrique.

Voila bien assez de détails au sujet des élassoides dérivés des paraboloides ho-
mofocaux.

(*) 1l existe deux autres plans (& 45° sur les premiers) qui sont plans de symétrie, qui coupent par
conséquent ’élassoide suivant une ligne double laquelle se décompose en deux lignes du cinquiéme
degré. La section par le plan des ZY comprend comme ligne de courbure une hypocycloide & quatre
rebroussements.



CHAPITRE XX.
ETUDE DES ELASSOIDES APPLICABLES SUR DES SURFACES DE
REVOLUTION (*).

§ 170.

Les géodésiques principales, et leurs trajectoires orthogonales, sur des élassoides
applicables sur des surfaces de révolution ont pour image sphérique un réseau
orthogonal formé de grands cercles et de petits cercles.

Bour a montré qu’il existe une famille d’élassoides applicables sur des surfaces de
révolution ; nous terminerons cette étude des élassoides par une étude de ces surfaces
remarquables dont un grand nombre sont algébriques, sur lesquelles on peut intégrer
I'équation des lignes de courbure et de leurs trajectoires, et dont (par définition) les
géodésiques s’obtiennent par de simples quadratures.

Rappelons rapidement les propriétés fondamentales de ces surfaces. Tout réseau
orthogonal d’un élassoide a pour image sphérique un réseau orthogonal. Soient A,
B les courbures normales des courbes transformées, sur ’élassoide, des méridiens
et des paralléles des surfaces de révolution, D le parameétre de déviation, 1’élément
linéaire de 1’¢lassoide et celui de la sphére sont

dS? = 2 du® + ¢* dv?,
dS”? = (A2 + D?)(f? du® + g% dv?).

A et B sont égaux et de signe contraire, mais les lignes (v) et (u) étant sur
I’élassoide des géodésiques et des cercles géodésiques, f et g sont des fonctions de u
seule. D’un autre coté, la troisiéme équation de Codazzi, appliquée au réseau (u, v)

de I’élassoide, donne
d dg
A24+D%) = — (=

par conséquent A2+D? qui est fonction de g et de f est une simple fonction de u. Ceci
démontre que sur la sphére les coefficients du quarré de I’élément linéaire sont tous
deux fonction de u seule. Deés lors les lignes v sont des géodésiques et par conséquent

(*) Ce chapitre est le résumé d’une étude entreprise par M. Rouquet sur ma demande.
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des grands cercles; les lignes u sont des cercles géodésiques et par conséquent des
petits cercles.

On sait qu'un semblable réseau ne peut étre composé que de grands cercles
ayant un diamétre commun et de petits cercles ayant pour podles les extrémités de
ce diametre.

En conséquence le carré de I’élément linéaire de la sphére se mettra sous la forme
la plus simple

dS™? = du? + sin® u dv?.
Nous prendrons pour surface de référence la sphére rapportée a ce réseau particulier.
Désignons par ¢ la distance du centre de la sphére (de rayon unité) au plan tangent
de 1’élassoide ; posant

d%t
M=— +1t,
du?
1 d%t ¢
/_ .
M —SinquLcosu@—i—tsmu,
d% . dt
= — cotu —
du dv dv’

on trouve pour 1’élément linéaire de la surface-enveloppe du plan ¢, par les calculs
de périmorphie

2 M/

—) du® + (M2 + N?) dv? 4 2N ( — M) du dv.

sin“ u sin

ds? = <M2 +

La surface est élassoide si le réseau (u, v) correspondant au réseau sphérique est
orthogonal et n’est pas celui des lignes de courbure (ce qui élimine I’hypothése de
N=0).

Conséquemment nous devrons avoir
M’ = —Msinu,
et pour que I’élassoide soit applicable sur une surface de révolution (nous désignerons

par () les élassoides de cette nature) il faut et il suffit que (M2 + 5111\1]22 u) soit une

simple fonction de w.

§ 171.

Equation générale des cylindres circonscrits le long des géodésiques principales des
élassoides ().

Nous poserons donc

M =UcosV, = UsinV;

S u
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on démontre que V est une simple fonction de v. Par des calculs dont nous suppri-
mons le détail, on trouve

t= +_ cot™ E(m — cosu) cosm(v + vg) + sinu(Vy + Ug),
m(m?* — 1) 2

ol 'on a posé

Vi =bcosv+ b sinv, Us=ccotu.

Les constantes b, b’, ¢ n’ont d’influence que sur la position de la surface et a
sur son échelle de grandeur. La constante v influe seulement sur l'orientation de la
surface ; la constante m est donc la seule & considérer et toutes les autres peuvent
étre annulées sans inconvénient ; on aura donc

a u
t=——+——cot"" —(m — cosu) cos muv.
m(m2 —1) 2( )

L’élassoide (gy) est l’enveloppe de cylindres semblables entre euz dont les courbes
de contact sont des géodésiques de [’élassoide.

§ 172.

Forme des €lassoides (e).

L’élassoide est composé de nappes identiques dont une entiére s’obtient en faisant
varierudeOaﬂetvdeOa%.

La surface entiére s’obtiendra en faisant tourner cette nappe de I'angle %ﬂ in-
définiment. Si m est un nombre entier on retrouvera la nappe primitive, aprés m

rotations; si m est un nombre fractionnaire g, p rotations seront nécessaires pour

retrouver la premiére nappe <§ étant supposée irréductible).

2r

De ce que ¢ ne change pas quand on change v en <

nappe admet un plan de symétrie.

— v, il résulte que chaque

Les élassoides (&), algébriques, correspondent aux valeurs commensurables de m.
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§ 173.

Rectification des géodésiques principales. Lignes de courbure.

Les lignes (v) de I’élassoide ont pour longueur

u
q cot™ E(m — cosu)

S’U:

m2—1 sin

Si 'on cherche I’équation des lignes de courbure, on trouve, pour ’angle qu’elles

font avec la ligne (v),
mu

2 Y
mais I’angle muv est celui que fait la ligne (v) de I’élassoide avec son image sphérique,
conséquemment : En un point d’un élassoide () les directions des lignes de courbure
sont les bissectrices des angles que forment les directions de la ligne (v) passant en
ce point et de son 1mage sphérique; ces angles croissent proportionnellement au
module m et au paramétre v. Une méme ligne (v) coupe sous un angle constant les
lignes de courbure de la surface.
Les équations des lignes de courbure sont

m

mu . QTTZ’U 2
cot — -sin“ — =h
2 2 ’
mu va 2
cot — -cos® — =k
2 2 ’

ou h et k sont les parametres de chacune de ces lignes.

Les lignes de courbure comme les lignes asymptotiques sont algébriques. Il convi-
ent, pour se figurer ces courbes, de faire la projection stéréographique de leur image
sphérique sur le plan des YZ (le point de vue étant & un pole du grand cercle situé
dans ce plan).

§ 174.

Projections stéréographiques des images des lignes de courbure (Spirales de Lamé).

p désignant le rayon vecteur, dans le plan YZ, on a pour les perspectives des
images des lignes de courbure

muv

pm . SiIl2 7 = h2,
muv

"™ - cos? - = k2.

Ce sont des spirales dont M. Haton a résumé les propriétés (Nouvelles Annales
de mathématiques, 1876, pp. 97 a 108). Les lignes asymptotiques donneraient lieu a
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des perspectives identiques aux précédentes, ’axe polaire ayant simplement tourné
de 5. Ces spirales se coupent & angle droit ; elles forment un réseau isométrique
(LAME, Journal de Liouville, 1€ sér., t. I, p. 86).

Pour que les courbes précédentes deviennent des cercles ou des droites, m devra
étre égal a deux. Dans ce cas, les lignes de courbure ont pour image sphérique des
cercles et par conséquent sont planes. L’élassoide correspondant est celui d’Enneper.

L’¢élément linéaire de ’élassoide (&), rapporté aux lignes de courbure, est

2 2
ds? = S5 (02 + 1) |(B2 + k) + (B2 + k%)~ | (dh? + dk?).
m

§ 175.

Tous les élassoides groupés correspondant o un élassoide (g,) sont identiques a
celui-ci. Les élassoides groupés qu’on peut déduire du réseau isométrique des lignes
de courbure sont des (e;) identiques.

On pourrait manifestement déduire de nouveaux élassoides groupés de la connais-
sance des réseaux isométriques, images des lignes de courbure. Ces élassoides seraient
algébriques en méme temps que les spirales; il suffit de les signaler. Ces nouveaux
élassoides ne différent pas de ceux qui nous occupent. En effet, les trajectoires sous
un angle arbitraire des spirales représentant les lignes de courbure ne sont autre
chose que ces spirales tournées d'un certain angle; conséquemment tous les élas-
soides groupés seraient identiques entre eux, absolument comme les élassoides (&)
et les élassoides stratifiés. Les images sphériques de leurs lignes de courbure, tra-
jectoires les unes des autres, devront étre identiques, elles sont la perspective des
spirales indiquées ci-dessus.

§ 176.

Classe des élassoides (ey).

Il est facile d’établir la classe des élassoides (g).
Posant :
P =x2+v?2472

on obtient :

X =pcosu, Y = —psinucosv, Z = —psinusinv,

pt = a®,
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X, Y, Z désignant les coordonnées d’un point de la polaire réciproque. On trouve en
exprimant ¢ en X et Y

(=D)™a (Y 4+iZ)™ + (Y —iZ)™ mp—X

- D PEST b

~ 2m(m?

d’ou résulte pour ’équation cherchée

(Y +4Z)™ + (Y —iZ)™] (mp — X) = 2am(m?* — 1)(X — p)"".

Il y a trois cas a distinguer suivant que m est un nombre entier, fractionnaire ou
incommensurable.

1° Lorsque le module m est un nombre entier positif, la classe de ’élassoide (&)
est égale a 2(m +1).

2° Le module m est commensurable et égal & £, on a donc

b
q

(Y +iZ)5 + (Y —iZ)1] % (mp — X)T = k4(X — p)P,

en donnant & k la valeur
k= 2am(m? —1).

Pour faire disparaitre les radicaux d’indice ¢, il faut former la norme de ’équa-
tion, c’est-a-dire le produit

p=q—1
H [{(Y +iZ)e + au(Y — z’Z)f}q(mp — X)) — KX = p)P|,
u=0

ou «ay, désigne I'une quelconque des racines de I'équation binéme

wl—1=0.

On obtiendra ainsi une fonction entiére de X, Y, Z, p, de degré ¢(p+ ¢) qui sera
le premier membre d’une équation ot il ne subsistera plus qu’un radical contenant p.
Conséquemment ' équation de la polaire réciproque sera de degré 2q(p + q).

Par exemple, lorsque m = % la classe est 12.

3° Lorsque m est incommensurable, les élassoides ne sont plus algébriques.
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§ 177.

Valeurs des coordonnées d'un €lassoide (c;). Degré égal a (m + 1)2 si le module m
est entier.

Les coordonnées d’un point de 1’élassoide, en introduisant comme paramétre
auxiliaire la fonction désignée ci-dessus

LU
= cot —
p 9’
deviennent
X = gpm cos mu,
m
a perl m—1
=3 [m_i_lcos(m—i-l)v— m_lcos(m—l)v] :
a pm—i—l m—1
=3 {m+1sin(m+1)v+ p— 1Sin(m— 1)@] .

Ce sont, a des différences insignifiantes prés, les formules données par Bour.

Dans le cas ot m est entier et positif, on peut établir I'ordre de 1’élassoide. On
trouve, par des considérations assez détaillées, que le plan des YZ coupe la surface
suivant m droites, écartées de I'angle -, deux a deux, passant toutes par l'origine,
de multiplicité m + 1. Le plan contient en outre la droite de 'infini comme droite
de multiplicité égale & m + 1. Dans ce cas, Pordre de la surface est égal a (m + 1)2.

§ 178.

Chaque courbe (u) est située sur une quadrique.

On peut, sans sortir de la généralité, établir certaines propriétés des courbes (u) ;
on trouve, en effet, la relation

2
4 5 9 m2 5 pm+1 pm—l
2 (v2+z X2 = _ :
a2( L m+1 m-1) "

lorsque u reste constant et par conséquent p, on voit que la courbe (u) est située sur
une quadrique de révolution homothétique a la quadrique fixe

2
m
—X?=d>

Y2 4724 5
m_

On peut trouver une autre relation indépendante de v. En posant

cosv +isinv = A,
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on a les équations simultanées

) pm-i-l pm—l 1

Sy qizy=L—mit P

a( +i2) m+41 m — 1 xm—1’

9 m-+1 1 m—1
‘y—izy=""—. P ymel
a m+1 xym+tl mjm—1

entre lesquelles, si on éliminait A, on aurait une relation ne dépendant que de wu.

§ 179.

Les géodésiques principales (v) sont l'intersection de cones du second degré et de
cylindres, elles sont de degré 2m — 1 si m est entier.

De méme en cherchant & isoler les courbes (v) on trouve

22
. . m-X* . 9
[Z cos(m — 1)v 4 Y sin(m — 1)v][Z cos(m + 1)v — Y sin(m + 1)v] = oy sin”mw,
avec la relation
2 (mX sinmv)™ 1 . sin 2mu
1z v — Ysi 1] = :
a[ cos(m + 1)v sin(m + 1)v] (m — 1) ;

ces lignes sont les intersections de cones du second degré et de cylindres, ayant en
commun l'intersection des plans

X =Zcos(m+ 1)v — Ysin(m + 1)v = 0.

Conséquemment, lorsque m est un nombre entier, les courbes (v) sont d’ordre
2m — 1.

Enfin, on peut trouver deux plans correspondants a chaque courbe (v) et tels que
cette courbe s’y projette suivant deux courbes toujours semblables a elles-mémes.

§ 180.

Géodésiques principales planes. Equation.

On sait que les lignes (v) sont géodésiques, il en est de planes, toutes identiques
entre elles; une de ces courbes détermine 1’élassoide (¢;); on peut la définir par les
valeurs des coordonnées d’un point

1 -1
X:ipm, Y:g<pm+ P )7

m m—l—l_m—l

ou comme ’enveloppe de la droite

Xcosu —Ysinu = +cotm Q—L(m — cosu).
m(m?* —1) 2
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§ 181.

m = 2, élassoide d’Enneper du neuvieme degré. m = %, €lassoide de douzieme
ordre et de douzieme classe. Equations.

Pour ne pas prolonger indéfiniment ces monographies, nous rappellerons simple-
ment que dans le cas ot m = 2, I'élassoide est celui d’Enneper ; ses lignes de courbure
sont des cubiques planes ; en appliquant les considérations développées ci-dessus, on
trouve pour son équation

2 2 2 2
3 /(o o 8.9\ 2 3(Y2-17% 8X? Y?2-72 2
S(Y24+7224+2X2) -S4+ 5—Z7| =6 - -
Lﬂ ( AT 9 ) 3 + aX 9a? aX + 3

3

Un cas fort intéressant et qui justifierait une étude détaillée est celui o m = % ;
les lignes (v) dans ce cas sont des biquadratiques ; ’équation de la surface est

[12a*X% — (X3 — 6a%Y)?)?
2
= 27X (Y2 + 7%~ };) {27a*X?[9X(Y? + Z%) + (X? — 24a®Y)] — (X — 6a*Y)?};

on voit qu’elle est du douzieme degré ; on sait d’ailleurs que cette surface est aussi
de douziéme classe.
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CHAPITRE XXI.

PROPRIETES DIVERSES, RELATIVES AUX ELASSOIDES.

Nous terminerons cette étude en réunissant quelques propositions relatives aux
élassoides et ne se rattachant pas directement aux divers chapitres dont il a été
traité.

§ 182.

Les axes d’une congruence de cercles qui n’a que deux focales a distance finie,
forment une congruence isotrope. Transformation par rayons vecteurs réciproques.

Occupons-nous d’abord des congruences isotropes : cet élément géométrique s’in-
troduit d’une fagon tout a fait inattendue dans la théorie des congruences de cercles.
Lorsque des cercles remplissent ’espace comme les droites d’une congruence (lorsque,
par exemple, on trace un cercle unique dans chacun des plans tangents d’une surface
donnée), ces courbes touchent dans 'espace certaines surfaces qui, en général, ont
quatre nappes situées a distance finie et qui a I'infini rencontrent I’ombilicale, mazis
lorsque deuz des nappes-enveloppes passent a l'infini, les axes des cercles forment
toujours une congruence isotrope.

La réciproque est exacte. On peut donc former autant de congruences de cercles
que 'on veut, n’ayant que deux focales simples & distance finie, car les rayons des
cercles sont arbitraires [pourvu qu'’ils ne soient pas nuls].

Si, par exemple, on considére des congruences de cercles, ayant mémes axes, et
formant une congruence isotrope, les fonctions définissant la variation arbitraire des
rayons ne joueront aucun réle dans la nature de ’élassoide moyen ; mais, que 1'on
vienne a transformer ces congruences de cercles par rayons vecteurs réciproques,
il est manifeste qu'on obtiendra de nouvelles congruences de cercles n’ayant que
deux focales a distance finie. Seulement on aura fusionné, pour ainsi dire, les deux
fonctions caractéristiques de la congruence isotrope primitive avec deux autres—qui
définissent les cercles;—on aura donc créé une congruence isotrope nouvelle. On
congoit, de la sorte, qu’il soit facile d’obtenir une infinité d’élassoides algébriques
déduits tous les uns des autres (*).

(*) En réalité, bien qu’on ait introduit par une transformation deux fonctions arbitraires nou-
velles, elles se confondront en partie avec celles de la premiére congruence isotrope, de facon qu’il
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§ 183.

Transformation d’une congruence isotrope en congruence normale.

Nous avons montré que si I’on porte sur les tangentes a la sphére, dans la direction
des courbes (u ou v) d’un réseau isométrique des longueurs égales au A du réseau
isométrique, 'extrémité du segment est le pied mobile du rayon d’une congruence
isotrope. Si, au lieu de porter un segment égal & A\, on portait un segment égal
a “72, on construirait une nouvelle congruence, cette fois, formée de normales & une
surface. L’application aux quadriques homofocales introduit une surface dépendant
des fonctions elliptiques.

§ 184.

Congruence normale déduite d’un réseau isométrique tracé sur un élassoide.

Portant sur les tangentes aux courbes (u, v) d’un réseau isométrique des segments
égaux aux valeurs des A, et, par les extrémités menant des paralléles a la normale
au point (u,v), on sait que les congruences des droites obtenues sont isotropes, si la
surface de référence est une sphére. Au contraire, si cette surface est un élassoide,
les congruences sont formées de normales & des surfaces.

Les ¢élassoides (e;-) applicables sur des surfaces de révolution donnent lieu & des
lignes asymptotiques algébriques si le module m est commensurable ; d’aprés notre
théoréme sur la correspondance des asymptotiques d’un élassoide moyen et de la
surface moyenne, on voit que pour chaque valeur de m on aura une ool de surfaces
moyennes des congruences isotropes satisfaisantes sur lesquelles les asymptotiques
s’obtiendront immédiatement sans quadratures.

§ 185.

Les surfaces moyennes correspondant aux élassoides (er) et une surface par
élassoide, également applicable sur une surface de révolution, ont leurs
asymptotiques qui correspondent a celles des (&y).

Mais, d’aprés un théoréme de M. Weingarten, a tout élassoide (&,) applicable sur
une surface de révolution correspondra une autre surface (S) également applicable
sur une surface de révolution, mais non élassoide, constituant avec (¢;.) la développée
d’une certaine surface dont les rayons de courbure sont fonctions I'un de l'autre.
Cette derniére surface s’obtiendra chaque fois sans quadrature puisque nous avons
rectifié les géodésiques méridiennes de (g,); elle sera algébrique en méme temps
que (g,), c’est-a-dire toutes les fois que le module m sera commensurable.

ne figure réellement que deux fonctions arbitraires dans la définition de la nouvelle congruence.
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D’aprés un théoréme (qui nous appartient), sur les surfaces (&,) et (S), nappes
de la développée d’une surface dont les rayons de courbure principaux sont liés, les
asymptotiques se correspondent encore; conséquemment a chaque valeur du mo-
dule m correspondra une surface (S) dont on saura trouver sans quadrature les
asymptotiques.

On obtient ainsi une double famille de surfaces (g;) et (S) simultanément algé-
briques et toutes deux applicables sur des surfaces de révolution ; celles-ci ne peuvent
étre que transcendantes quand elles sont réelles.

§ 186.

Sur les deux nappes de la développée d’un élassoide les asymptotiques se
correspondent, ainsi qu’aux lignes de longueur nulle de [’élassoide.

Dans le méme ordre d’idées, la théorie des élassoides met aussi en évidence une
famille intéressante de surfaces applicables sur des surfaces de révolution ; en effet, on
peut envisager les deux nappes de la développée d’un élassoide comme satisfaisant
a cette condition ; toutes deux sont applicables sur une surface de révolution dont le
profil serait une développée de chainette (qui serait, par conséquent, transcendante) ;
pourtant chaque élassoide algébrique donne lieu a une développée algébrique.

Si 'on applique notre théoréme & ces nappes de développée d’élassoide, on voit
que leurs asymptotiques se correspondent ; elles sont toujours imaginaires, mais elles
correspondent aux lignes de longueur nulle de 1’élassoide dont elles constituent la
développée.

§ 187.

Propriété générale au sujet de doubles couples de surfaces applicables l'une sur
lautre.

Tout ce qui précéde n’est point une conséquence propre de la théorie des élas-
soides, mais bien de celle, beaucoup plus générale, des couples de surfaces applicables
I'une sur I'autre. Si les asymptotiques se correspondent sur ’élassoide moyen et sur
la surface moyenne d’une congruence isotrope, si, de méme, elles se correspondent
sur les deux nappes de la développée d'une surface dont les rayons de courbure sont
liés, c’est qu’il se présente une particularité commune, bien digne d’étre mise en
lumiére : les deux surfaces, dont les asymptotiques se correspondent, peuvent, dans
chaque cas, étre considérées comme les lieux des milieux de segments dont les ex-
trémités décrivent des surfaces applicables I'une sur 'autre. Or ces doubles couples
de surfaces applicables existent toujours associés, et le théoréme que voici montre
qu'un couple quelconque entraine avec lui son correspondant :

Soient (A), (A’) deux surfaces applicables, I'une sur 'autre, et (O) la surface lieu
des milieux des cordes joignant les points correspondants A et A’; il existe toujours
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un autre couple (B)(B’) de surfaces applicables tel que la surface (O) soit touchée
par tous les plans perpendiculaires sur les milieux des cordes BB’; les couples de
points AA’ et BB’ sont réciproques. Conséquemment les surfaces (O) et () lieux des
milieux des cordes AA’, BB, sont les focales d'une méme congruence de droites ; de
plus, les cordes elles-mémes sont paralléles aux normales en O et €2 des surfaces (O)
et (Q), AA’ étant paralléle & la normale de (). Enfin, entre les longueurs des
cordes AA’, BB/, et les autres éléments de la figure, il existe la relation

AA' x BB'sinV = k x 09,

ot V désigne 'angle des normales a (O) et (2) et k une constante. On voit qu’il y
a une infinité de couples associés correspondant a toutes les valeurs de la constante
et dérivant d’'une méme congruence de droites Of€); celle-ci jouit donc de propriétés
spéciales qui ont été mises en évidence dans le cas particulier traité au chapitre VIII.

§ 188.

Autre propriété générale de la correspondance par orthogonalité des éléments.

Mais comme nous ’avons dit, cette théorie des couples de surfaces applicables
peut aussi étre envisagée différemment : elle coincide avec celle de la correspondance
des surfaces par orthogonalité des éléments dont nous avons parlé constamment au
cours de l'étude qui précéde. Il ne sera pas inutile de donner ici (& raison d’une
application fort simple aux élassoides) le théoréme qui domine la théorie.

Soient deux surfaces (O) et (M) qui se correspondent par orthogonalité des élé-
ments; si par les points de (M) on méne des droites D paralléles aux normales
de (O), elles forment une congruence telle que : 1° (M) en soit la surface moy-
enne; 2° les plans principaux (tangents aux surfaces focales) sont perpendiculaires
auz asymptotes de 'indicatrice en O a (O).

Deés lors, si l'on trace les images sphériques («) et () des asymptotiques de (O),
ce sont précisément les images sphériques principales de la congruence (D).

Conséquemment, si 'on connait le réseau sphérique, image des asymptotiques
d’une surface (O), il faudra chercher toutes les congruences 'admettant pour image
principale et leurs surfaces moyennes donneront I'intégrale des surfaces (M) corres-
pondant par orthogonalité des éléments a (O).

On peut se donner le réseau sphérique, image des asymptotiques d'une surface
inconnue ; on sait que (si certaines conditions sont remplies) la surface (O) est dé-
terminée uniquement. Quant & la congruence (D), qui admet le réseau sphérique
pour image principale, elle est déterminée par un systéme canonique, c’est-a-dire
ramené a l'intégration d’une seule équation aux différentielles partielles, linéaire et
du second ordre, de cette forme, seule intégrable explicitement, mise en lumiére par
M. Moutard.
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§ 189.

Recherche des surfaces correspondant par orthogonalité des éléments a un élassoide.

L’application la plus simple de cette théorie a trait aux élassoides. Si (O) est
¢lassoide, le réseau sphérique, image de ses asymptotiques, est un réseau orthogonal
et isométrique; il n’est pas différemment assujetti. On voit d’abord que les congru-
ences (D) sont formées de normales a des surfaces, et en second lieu que ces surfaces
ont pour image sphérique de leurs lignes de courbure le réseau isométrique choisi.

Prenant la sphére pour surface de référence et le réseau isométrique pour ré-
seau (u,v) tel que

dS? = X2(du? + dv?),

on trouve pour I’équation canonique

1
2 (2
d*X d ()\)

p— 1 .
X du dv (X) dut do

(Voir pour l'intégration le mémoire de M. Moutard, au XLV® cahier du Journal
de I’Ecole polytechnique.)

§ 190.

Recherche des surfaces se correspondant par parallélisme des plans tangents et par
leurs lignes isotropes.

Ces diverses théories se rapprochent encore dans une question qui dérive tout
naturellement de I’étude des élassoides. La sphére et un élassoide arbitraire se corres-
pondent a la fois par le parallélisme des plans tangents et par leurs lignes isotropes.
Il serait intéressant de connaitre tous les couples de surfaces analogues, parce que
I’on pourrait faire sur 'une des surfaces la carte de 'autre, en conservant les angles.

Sur les deux surfaces les lignes de courbure se correspondent, et les rayons de
courbure principaux sont liés par la relation

R; R
=2 =0(");
1 T2

poussant plus avant, on introduit a nouveau la correspondance par orthogonalité

des éléments.
[Rq .
= g [
R2 ! ) ’

(*) Cette relation peut s’écrire
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Le développement des recherches qui viennent d’étre indiquées s’écarterait trop
du sujet de ce mémoire; il convient de le réserver pour un travail différent.

on voit que si w et w’ désignent les demi-angles des asymptotes de I'indicatrice
tgw = Fitgw'.

Donc les images sphériques des asymptotiques sont simultanément déterminées pour les deux
surfaces ; I'une est convexe et I’autre & courbures opposées.



CHAPITRE XXII.
CONCLUSIONS.

§ 191.

Indication d’une théorie générale dominante.

On a envisagé dans ce qui précéde, certaines questions d’ordre général soulevées
par la théorie des élassoides.

Les propositions importantes dominant notre mémoire sont des manifestations
plus ou moins élégantes des idées fondamentales émises & propos de 'intégration,
sous forme explicite et finie, des équations aux différentielles partielles du second
ordre, par M. Moutard ; idées indiquées a la Société Philomatique de Paris, le 23 oc-
tobre 1869, poursuivies dans le détail a propos de I’équation particuliére

1 d’z
7 dudv

dans le XVL® cahier du Journal de I’Ecole polytechnique.

§ 192.

Des compléments a donner a ce mémoire.

Si ce mémoire, déja étendu, comprenait le développement entier du programme
que nous nous étions tracé, il contiendrait un chapitre analogue aux chapitres XII
et XIII, établissant tous les éléments d'un élassoide passant par un contour-plan,
conjugué d’un autre contour déterminé. Une application intéressante serait faite aux
¢élassoides algébriques passant par un cercle. A titre de généralisation, nous aurions
voulu pouvoir traiter le probléme de la recherche des élassoides algébriques passant
par une conique ou une biquadratique (*).

Ne conviendrait-il pas également de discuter les élassoides algébriques admettant
pour géodésiques les épicycloides les plus simples? Déja nous avons vu que 1'élas-
soide qui admet pour géodésique une hypocycloide a quatre rebroussements est le
conjugué de I’élassoide dérivé des paraboloides homofocaux; il faudrait au moins

(*) Nous n’en connaissons d’autres exemples que ceux relatés au chapitre XVIII et au § 181.
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définir I’élassoide dont I’hypocycloide a trois rebroussements et la cardioide sont des
géodésiques.

L’étude des surfaces moyennes mériterait un chapitre spécial ; il n’y en a qu'une,
celle dérivée des quadriques homofocales, qui soit un peu connue. M. Moutard a
montré qu’elle est le lieu de biquadratiques, intersections des hyperboloides homo-
focaux et des cones supplémentaires aux cones asymptotes de ces quadriques, ayant
pour sommet le centre.

La surface moyenne dérivée des paraboloides homofocaux est le lieu d’une double
série de paraboles, elle a pour équation

wIN
wIN

(y3 +29)3(ys — 23) = 8h[w(ys +23) = hlys — 23)].

L’étude des surfaces moyennes dont les asymptotiques sont algébriques, serait
particuliérement intéressante, par exemple, la surface moyenne, la plus générale,
correspondant & 1’élassoide d’Enneper, dont les coordonnées en fonction des para-
meétres u et v des lignes de courbure de 1’élassoide sont

a(u® — v?)(u? +v% — 3) + 2(Cu — Bo)

X —
w2 +0v2+1 '
—dau3 + C(u? +v% — 1) + 2Av
Y = 2, .2 g
u® +ove+1
4av3 — B(u? +v? — 1) — 2Au
Z= 2, 2 ’
u+v4+1
utov==%k

étant ’équation des asymptotiques.

Sans parler de la transformation par rayons vecteurs réciproques des congruences
de cercles a focales doubles, il est d’autres questions véritablement importantes au
point de vue théorique et qu’il faudrait élucider.

De méme que, si ’on recherche les surfaces dont le réseau des lignes de courbure
est de cette nature définie par M. Liouville et qui permet l'intégration des lignes
géodésiques, de méme, disons-nous, que dans ce cas on trouve avec M. Ossian Bon-
net, qu’a part les surfaces de révolution il n’y a que les quadriques ; de méme si I'on
recherche les surfaces élassoides sur lesquelles on peut tracer un réseau orthogonal
de genre caractérisé par M. Liouville, le probléme se divisera en deux parts, la pre-
miére afférente a la famille de surfaces applicables sur des surfaces de révolution, la
seconde se rapportant & une surface élassoide qui n’a pas encore été isolée.
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§ 193.

Résultats du présent mémoire.

En résumé, notre travail indique les solutions des problémes de Monge et de
Bjorling ; il fait, croyons-nous, suffisamment ressortir I'importance d’un étre géomé-
trique particuliérement simple, la congruence isotrope ; il indique toute I'importance
de la correspondance par orthogonalité des éléments, et la liaison naturelle qui existe
entre les élassoides et les couples de surfaces applicables I'une sur 'autre. La notion
des contours conjugués n’est pas sans utilité, et la recherche des contours conju-
gués algébriques d’un contour algébrique conduit a des applications géométriques
intéressantes.

Qu’on nous permette d’attacher quelque importance au résultat trouvé a propos
des élassoides sur lesquels on peut tracer deux géodésiques pour lesquelles

R = +kp;

il met en évidence une sorte de transformation isotrope des courbes, qui fait corres-
pondre deux parties de la ligne double d’une congruence isotrope. Il serait bien facile
d’effectuer d’élégantes vérifications par le procédé auquel nous faisons allusion.
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